


Niezaleznoséi zmiennych losowych

Definicja: Zmienne X i Y nazywamy statystycznie niezaleznymi zmiennymi

losowymi, jesli dla dowolnych zbiorow A i B na prostej (takich jak punkt lub
przedziat), zdarzenia losowe X € AiY € B sg niezalezne:

P(XeA, YeB)=P(XeA)P(YeB)
W szczegélnoscidla X <x i Y <ymamy: F(x,y)=F (X)F,(y)

Dla ciggtej zmiennej losowej, rozniczkujac obie strony wzgledem x i y
dostajemy:
Jemy f(x,y)=f (x)-f,(y)

W przypadku dyskretnej zmiennej losowej (zbiory A i B to punkty) warunek

niezaleznosci zmiennych losowych K i M sprowadza sie do zadania:
P(K=k, M=m)=P(K =k)P (M =m)

dla wszystkich mozliwych wartosci k i m.

Oznacza to, ze zmienne K i M sg niezalezne gdy:

I:)k,m = Pk,o' R,m
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Funkcje zmiennychilosowych dyskretinych

Przyktad: Niech zmienna losowa k ma rozktad p-twa okreslony tabelka:

k ~2 -1 0 1
PK) 1/4 1/8 1/8 1/2

Znajdz rozktad p-twa zmiennej losowej m = | k|
Nowa zmienna losowa przyjmuje wartosci okreslone przez wartosci funkcji m = h(k)
na zbiorze starej zmiennej losowej k. Natomiast p-twa P’(m) nowej zmiennej sa rowne
p-twom P(k) starej zmiennej, jesli odwzorowanie jest jednoznaczne, lub suma odpowie-
dnich p-tw np. P(k,)+P(k,) jesli wartosci k, i k, sa odwzorowywane na jedng wartos¢
howej zmiennej.
Rozktad p-twa zmiennej m = |k | dane jest przez:

m 0 1 2
P'm) | 1/8 5/8 1/4

Przyktad: Jesli zmienna losowa k przebiega wartosci ..., -2,-1,0,1,2, ...

a jej rozktad p-twa dany jest przez P, to rozktad zmiennej losowej m = k2
okreslony jest przez p-twa P’y =P,, P, =P_+P,.
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Funkcje zmiennych losowych ciagtych

Dana jest zmienna losowa X o gestosci f (X).(/ﬁy = ¥(x)
oraz ciagla i jednoznaczna funkcja Y(X) . N

=

1

Znajdz gestos¢ p-twa g(Yy) zmiennej losowej Y = y(X). dy 1

Zadamy aby p-two zawarte pomiedzy dowol- |
D b

nymi X, i X, bylo rowne p-twu zawartemu g< : idx

pomiedzy y, =y (X1) I Y,= Y(Xz) O NRE

dx B

Px<X<x_fxdx —ds |

_j y)dy=P( y<Y< y) gdy y> vy
dx x»

Jesll pochodna jest ujemna, to y, < Y,, i wowczas mamy:

P(x, < X< x2)=)_/ff(x(y))g—);dy=—_y[2 f(x(y))‘%j dy=jll f( X( y))‘%j dy=j[l d Yy deP( y<Y<

dx
dy
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Ogolnie wiec zachodzi: g( Y) = f ( X( Y))




Funkcje zmiennych losowych

Przyktad: (odwracanie dystrybuanty) Niech zmienna losowa X ma rozktad

o gestosci f (x). Jaki jest rozktad zmiennej losowej: y=F(x)= J‘ f(x")dx’

Funkcja gestosci p-twa tej zmlennej ma postac:

d_y = f(X(Y))d = 1(x)

dx
Zmienna losowa Y ma rozktad ciggly i jednostajny w przedziale [0,1].
Whiosek: Dowolny rozktad mozemy za pomoca transformacji przez

f(x)

dystrybuante zamieni¢ na dowolny inny rozktad.

Przyktad: Rozwazamy kwadraty o boku, ktorego dtugosc jest zmienng losowa
X o rozktadzie jednostajnym f (X) = 1 na przedziale [0,1]. Znajdziemy rozktad
g(S) zmiennej losowej S=x> bedacej powierzchnia kwadratow.

09 = F(X(IE

0< 1

1
- 9557272
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Przypadek nie Jednoznaczny

Jesli funkcja y(X) nie jest jednoznacznie odwracalna < '°

=

to obszar dS musi zawiera¢ wszystkie obszary dx 8T
pomiedzy y(X) =Y i y(X) =y +dy’ ot

B Xq d x, d X, ) dT
o= TGl 10 G 1§l b N/
Przyktad: Niech zmienna losowa X ma rozktad o e o d%
gestosci f (x), a przeksztalcenie ma postaé y = X. o2 s o s . ™

Funkcja odwrotna x = i\/? ma rozng postac dla wartosci ujemnych i dodatnich, wiec:
dx, d X, f (_\/y)_l_ f (\/y)

y y 2.y
Funkcje wielu zmiennych losowych o tacznej funkcji gestosci (X4, X,, ..., X,):

y) dy=_f..._[ds F(X0 %, ) dx dx ...dx

dS - element objetosci w przestrzeni X, X,, ..., X, pomiedzy hiperptaszczyznami
V(X X5 ooy X) =Y 1 Y(Xp Xy oeny X)) = Y HAY
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Funkeje zmiennychilosewychi 2D

Niech zmienne losowe X i Y opisane beda funkcjg gestosci p-twa f (x,y).
Chcemy znalez¢ gestos¢ p-twa g(u,v) zmiennych losowych U i V zwigzanych ze
zmiennymi X i Y wzajemnie jednoznacznymi przeksztatceniami U=U(X,Y) oraz
V=V (X,Y). Niech X=X(U,V)i Y=Y (U,V) oznaczajg przeksztatcenia odwrotne

i niech w wyniku rozwazanego przeksztatcenia dowolny obszar prostokatny

[X,<X<X,; ¥4<Y<Y,] przechodzi w obszar Q w ktérym jakobian jest rozny od zera.
Z analizy matematycznej wiemy, ze:

% s ox  oX

PO, S X<, Vy<Y<y)=[[ f(X,y)dxdy= Juv)=|o

o |y oy

= {[ £ (x(v), y(u,v) [3(u,v) |dudy ou  ov
Q

A wiec szukana funkcja gestosci zmiennych losowy U i V ma postac:

g(u,v) = F(x(u,v), X uy)| Jl

X = (X, Xaee0s Xy, ) V)= £1(%)]J
V() =(y (%), p(x),..., v (%) - e V!
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Ogolnie, jesli {




Suma il roznica zmiennych losowych

Niech f (x,y) bedzie funkcjg gestosci zmiennych losowych X i Y. Tworzymy

nowa zmienng losowg U = aX+bY i znajdziemy jej gestos¢. Do wykonania tej
operacji potrzebujemy jeszcze jednego przeksztatcenia, najlepiej liniowego,
ktore wybierzemy w postaci V = Y. Przeksztatcenie odwrotne oraz jego jako-

bian maja postac: [ oOX 0OX
X ==(U-bV) u oo -2
v _v =y o712 ATa
) ou ov
Gestos¢ rozktadu dwuwymiarowego ma postaé: g(u,v) = f (%(u— bv) ,v)ﬁ

W szczegolnosci dla sumy (réznicy) U =X £ Y mamy g(u,v)= f(ux v,V

= Rozktad pojedynczej zmiennej U uzyskamy jako rozktad brzegowy catkujgc po
zmiennej V w odpowiednich granicach.

= W przypadku sumy dwoch zmiennych losowych niezaleznych, o rozktadach f,(x)

i f,(y) otrzymujemy: +00 +o0
gu)= [ f,(u-v) f,(v)dv= [ f,(v) f,(u-v)dv
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Lloczyniitiloraz zmiennychlosowych

Niech f (X,y) bedzie funkcjg gestosci zmiennych losowych X i Y. Utworzmy nowg
zmienna losowa U = X" Y™ i znajdzmy jej gestos¢. Wybierajac drugie przeksztat-
cenie w postaci V =Y znajdujemy przeksztatcenie odwrotne i jego jakobian:

N

( OX OX

/U — — |1 / 1 m / u
X = Vvt = J= gu gv =n\ y™iym N ymn :%n/univm
Y=V Yo 0 1

ou ov
. _ 1 u 1
Stad gestosc rozktadu dwuwymiarowego: g(u,v) =ﬁ fin V—m V|1 JLy
L u )1
W szczegolnosci dla iloczynu U = XY mamy g(u,v) = f V’V m
J

Natomiast dla ilorazu U = X/Y dostajemy  9(u,v)= f(uv,v)| v|

Rozkiad zmiennej U znajdujemy jako rozktad brzegowy catkujgc po zmiennej
V w odpowiednich granicach.
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Lloczyniiiloraz zmiennych losowych

Przyktad: Tadeusz i Zosia uméwili sie w kawiarni pomiedzy 17°° i 18%. Obydwoje nie
zamierzajg czekac na partnera dtuzej niz 15 minut, a moment pojawienia sie kazdego

z nich w kawiarni traktujemy jako losowy pomiedzy ustalonymi godzinami. Ja jest szansa
spotkania®?

Niech zmienne losowe Z i T oznaczajg czasy przybycia Zosi i Tadeusza do kawiarni.

Konstruujemy nowa zmienng losowa bedaca ich roznica: A\ A
u=z-t 0<z<1 f,(2)=1 . Z=WwVv -1<ux<l 22
v=t 0<t<1 f,(t)=1 t =v O<v<l1 v
Znajdujemy rozktad zmiennej losowej u: o ‘030 N
O<u<l T “
{0<V<1_u = g(u):j f,(u+v) f,(V)dv= jdv 1-u
- 0
{_ail\ii? = g(u)= jf(u+v)f(v)dv Idv 1+ u

Prawdopodobienstwo spotkanla dane jest przez:

+1/4 0 1/4 1 0 1 7/
— = - - Y ’ ) ’ ~16
- 1j g(uydu= [ @+u)du+ [ @-u)du [U+2“} +[“ 2“} 16
_1/4 —1/4 0 — -
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Parametry opisowe zmiennej losewe)

Parametry pozycyjne:

= Moda - najbardziej prawdopodobna wartos¢ zmiennej losowej X, czyli
taka przy ktorej funkcja gestosci badz rozktad p-twa osigga wartosc
maksymalna.

= Kwantyl - kwantylem rzedu p zmiennej losowej X o dystrybuancie F(X)
nazywamy taka wartosc x,, dla ktorej spetniona jest rownosc F(x,) = p.

= Mediana - to kwantyl rzedu 0.5, czyli punkt ktory dzieli p-two na potowe.

= Kwartyle - dolny i gorny to odpowiednio kwantyle rzedu 0.25i 0.75.

= Decyle, percentyle - kwantyle bedace wielokrotnosciami 1/10i 1/100

Momenty zmiennej losowej:

= zwykte (np. wartos¢ oczekiwana)
= centralne (np. wariancja)
= mMmieszane (np. kowariancja)
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Wartosé oczekiwana

Definicja: Niech k bedzie dyskretng zmienng losowa o rozkfadzie p-twa P,.
Wartoscig oczekiwang zmiennej losowej k nhazywamy wielkosS¢:

8[k]E<k>EZk-Pk

Definicja: Niech X bedzie ciagta zmienna losowa o funkcji gestosci f (x).
Wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy wielkosc:

E[X] E<X>ETX° f (x)dx

Definicja: Niech h(k) bedzie losowa funkcjag dyskretnej zmiennej losowej o
rozktadzie p-twa P,. Wartoscia oczekiwang funkcji h(k) nazywamy wielkosc¢:

&[h(k)]=(h®)=> hk) P,

Definicja: Niech h(x) bedzie losowg funkcjg ciggtej zmiennej losowej o funkcji
gestosci p-twa f (X). Wartoscig oczekiwana funkcji h(x) nazywamy wielkosSc:
00

E[h(x)] = (h(x)) = j h(x) f (x)dx

—00

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 4-12



Wiasnoescilwartiosci oczekiwane)

= Niech Z=ax + by + C gdzie X, Y to zmienne losowe natomiast @, [ Cto

state:

(z)=(ax+by+ ¢ =[[ (ax+ byr 9 f( x Y dxdy
=a.jxf(x,y)dxdy+ qj yi( % y) dxdyr ﬁ { X ¥ dxdy
=a.' xf, (X)dX + bj yh(Y) dy+ = dx)+ Hy)+ ¢

= Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wowczas:

=[] xyf (x, y)dxdy= [[ xyf(29 £(y) dxdy=
= (8, 00dx) ([ yEa(y)dy) = (x)(y)
. <x—<x>>=j(x—<x>)f (x)dx=jxf (x)dx—<x>j f (x)dx =(x)—(x)=0

Uwaga: Analogiczne wtasnosci posiada wartos¢ oczekiwana dyskretnej zmiennej

losowe;j.
Uwaga: Wartosc¢ oczekiwana moze nie istniec.
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Zmiennal losowal dyskretna - przyktady

Przyktad: Wartos¢ oczekiwana rozktadu dwumianowego: (

gdziek =0, 1, ..., n oraz 0<p<1: B, (n, p) —

(k)= Zk .B,(n, p) = Zkkl(n o1 P p(1— p* = Z 1)l(n 5 K- P =

3 (n-1)!
”pz(k DI(n-1)—(k-1)! "

1)! m n-1)-m n-1
—np3 B B B = i pr (1= ) =

Przyktad: Gramy z drugq osobg, bankierem, w nastepujaca gre: rzucamy rzetelng

k-1 (1- p)(n—l)—(k—l) _

szescienng kostka do gry i jesli wypadnie parzysta liczba oczek, bankier ptaci nam
sume ztotych jaka pokazuje liczba oczek na kostce. Jesli wypadnie liczba nieparzysta,
my ptacimy bankierowi sume ztotych wskazang przez kostke. Czy korzystniej by¢
bankierem czy rzucajgcym?

° 1 1
-_— — k . —_—— — — — —_— —
<M>_k§=1( 1)k Pk_6( 1+2-3+4 5+6) 5
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Zmiennal losoewal ciagta - przykiady

Przykiad: Rozktad trojkatny: f (t;1) = %(1— —t) gdzieO<t<t
T

N _ 2 2 2t 2 1
—gtf(t)dt —zgt(r—t)dt—¥£tdt—r—2£t dt=t-S1=37

Przyktad: Wartos¢ oczekiwana rozktadu wyktadniczego: 8(’[; ’c) oc e "

o0

= N1 = N=

1= ]OS(t: 1)dt=N TeXp(‘%) T NT[eXp(_m

=_[t8(t; 7) =ljtexp(—£)dt= u=t  vi=exp(~t/)
0 E 0 E

u'=1 v=—1:exp(—t/1:) -
—T{ rtexp( 1:)

: + rI exp(_%) dt} ) %[T - )exp(_%ﬂ 0

Przyktad: Pole kwadratu o boku majacym rozktad ptaski na przedziale [0,1].

A |

0

0

=T

1 1 1 1
1 1 1 232 1
=|sg(9)d s=| s— ds | sds=-= ZFz_
'!; '!; 2s 2}[ 23 |, 3
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Wartosc oczekiwana fiunkeji'zm. losowe}

Przyktad: Jaka jest wartosc oczekiwana energii kinetycznej czasteczki gazu

doskonatego w ktorym predkosci opisane sa rozkladem Maxwella:

f(V,,V,,V,)= (2nijzeXp(_%(Vi+V§+ \é)) gdzie -oo< \, Y, V<o

Z definicji energii kinetycznej mamy: _J;eXp<_°X2)dX = \/%
I A _ -
<Ek>_2m<vx+\/§+\é>_ Ixzexp(—axz)d)(=21—a\/§

= (anT)ZLLLV+\F+\f exp( 2kT(\?+\?+ @))dmdyd;

Wartosc¢ oczekiwana kwadratu sk’radowej vV, predkosm

1/ j VZexp| — dy, = <T
2nkT 2kT

" m
A wiec wartosc oczekiwana <Ek> 1 (<V ) % 3 kT

=—m
2
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energii kinetycznej:




