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Wyzsze momenty zmiennej losowe;

Definicja: Momentem m,_ rzedu n nhazywamy wartoS¢ oczekiwang funkgcji

h(k) = k" dla dyskretnej zm. losowej oraz funkcji h(x) = x" dla ciagtej zm. losowe;j:
m,=E[k" =Y k"P, m, = £[x"]= [ x" f(x)dx
k —0

Definicja: Momentem centralnym ., rzedu n dla zmiennej dyskretnej i ciagtej

nazywamy odpowiednio wielkosci (u = m,):
Hn = 8[(k—uk )n] = Z(k — )" Py
k

po =8 (x=1)" = [ (x=p,)" f (x)dlx
Definicja: Momentem centralnym miesza_nym L. rzedu r+s nazywamy
wielkosel: = E[(M—pn)' (k=) = (M= ptr) k=) °P

m,n

s = L= )" (Y—1,)T = [ [ (X=p) "(y—p,)* F(x, y) dxdy

—00 —o0
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Wariancja zmiennej losowe

Definicja: Wariancja nazywamy moment centralnym p, rzedu 2-go. Przyjmuje

ona odpowiednio dla zmiennej dyskretnej i ciggtej postac:

Vikl=D*lkl=of =((c~())’)= X (k-n)P

VIx]=D?[x] =02 s<(x—<x>)2>= I(x—ux)z f (x)dx

Pierwiastek kwadratowy z wariancji nazywamy dyspersja.
Wtasnosci wariancji (X,y,z - zmienne losowe; a,b,c- state, Z = ax + by + C):

=<(z—<Z>)2>=H (ax+by+ c—a{x - b<y>— c)2 f( x,y) dxdy=
=a?[[(x- (X)) f (x,y)dxdy+ 3 ([ ( y-(y )" f( % y) dxdyr
+2abﬂ(x—<x>) (y=(y)) f(x,y) dxdy=aj( x=(x))" £( % dx+
+02 [ (y=(y))? L (ydy+2atf[ ( x=00)( y=(y)) f( x Y dxdy-

=a?VIx]+b*V[y]+2ab[[ (x= () (y-(y)) f(x y) dxdy
Gdy zmienne X i y sa statystycznie niezalezne: V[z]=a*V[x]+ b’V M
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Zmienna losowa dyskretna - przyktad
= YIx] = {(x=(0))) = (2= 200 x4+ (3)?) = (x2) =200 60 + (x)* = E[x2 ] = (€[x])’

Przyktad: Wartosc¢ oczekiwana rozktadu dwumianowego:

gdzie k T 0,1, ..., noraz O<p<1i: Bk (n, p) _ (kj pk (1_ p)n—k

n

/=2 k- B(n,p) =

n

2 - n-k n! n-k
_Zk k'(n ! P P(1-p) _k=0k(k—1)!(n—k)! p(1-p" =
_ (n-1)! k-1 (7 \(-D=(k-D _

=Y ki gy P00
(n-1)-m

=nme=:‘)(m+1)m!(((:_11)); = pP"(1- p = npr:Z;:‘)( M1 B, (n1, Pp=

=np(m+1)= np((n-1) p+1)
Wariancja: V[k]= £[k2]-(&lk 1)’ = np((n-1) p+1)—(np)’ = np(1- p

Korzystajac z powyzszego wyniku znajdujemy: [%} = %V[k] - p(ln_ p)
n
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Zmienna losowa ciagta - przyktad

Przyktad: Rozktad trojkatny: f (t; 1) = %(1— —t) gdzieO<t<T
T

<t2> = Etz f (t)dt =%:‘:t2(t—t)dt =%£ tzdt——j t3dt=§r ——t'==1

Wariancje znajdziemy ze wzoru:

V[t] =8[t2]—(8[’[])2 =%1:2 —(%1)2 =%12

—t/z

Przyktad: Wariancja rozktadu wyktfadniczego: 8(’[; t) = le
T
< 2 T 2 . 100 2 t
)= [PE(t;t) = [ t*exp| —— |dt =
0 T 0 T

u=t> Vv =exp(-t/t)
[ exe{ 1)
T T

u'=2t v=-texp(-t/t)
- er t exp{—l) dt} =2 [—rt exp{—l) —1? ex;{—lﬂ
0 f T T T
Wariancja: Y[k]=£&[k?]-(&[k ])2 =272 1t =12
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Kowariancja

Definicja: Kowariancja nazywamy pierwszy centralny moment mieszany m,,:

v[m’n] = COV[m’n] =g|:( m_”m)( n_”n):l = i (m_”m )(n_”n )Rnn =g[ mn]_”m”n

m,n=0

VIxy]=cov[xy]= €[ (e w) (-1, ) = [ | =m )y, )f (<, )ixdy= €[ xy] - p,m,

—00 —a0

Istothg cechg kowarianciji jest jej znak: dodatni gdy wzrostowi jednej zmiennej
towarzyszy wzrost drugiej i ujemny w przeciwnym wypadku.
Twierdzenie: Jezeli zmienne Xiysa statystycznie niezalezne to cov[x,y]=0:

cov[ X, y] = (xy) = { x){ ” xyf (x,y) dxdy—( x) ” xy§ (%) £ (1Y) dxdy-(x){y)=
= ([ xt, C)dx) ([ vt (v) y)—<><><y>=<X><y>—<><><y>=0

Uwaga: Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe - kowariancja moze by¢ rowna zero,

a zmienne moga byc¢ statystycznie zalezne.
Np. f(x,y)=3(x>+y?)/8 okreslona na kwadracie -1 <x<1; -1 <y<1:

3 11 3 11 3 11
<x>=§jjx(x2+y2)dxdy=0 <y>=§_” W X+ ¥) dxdy=0 (xy>=§_” x{ X+ ¥) dxdg0

-1-1 -1-1 -1-1

0 takich zmiennych mowimy, ze sa nieskorelowane (a nie niezalezne).
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Wspétczynnik korelacji

Definicja: Wspotczynnikiem korelacji (Pearsona) nazywamy wielkosS¢:

_ cov[x,y]
P~ DX D]

= brak zaleznosci od wyboru jednostek i poczatku skali zmiennych losowych:

Wiashosci:

_ X=au+Db
Niech { oraz ac>0
y =cv+d

~cov[xy]  E[xy]-EI[XE[y] E]@u+b)cw d)]-Elaw HE[ cw+ d
- DIxIply]  DIXID[ly] Dlau+b] D[ cv+ d]
_acEluv]+ ad€lul+ b&[v]+ bd- aglul&lv]- adlu]- W[v]- bd
- lac | D[ul D[ V] N

_ Eluv]-€&lulelv]  covfu,v]
~ Dlulplvl  DIlulDlVv]

O
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Wspétczynnik korelacji
= zakres wartosci -1 <p <1
X'”X, & = EU]=£v]=0 Wu]=W] =1 cov[u,v] =

(Ur)+2¢Uv)+{v?)=2+2p>0
(u2)=2{uv)+{v*)=2-2p>0

P =025

u-= V =

V[u+v] <(u+v)>
Viu-vl={(u-v)’)=¢

N ~r & 0
T T T

p=x1 = V[uxv]=
= uxv=_0

S NN D & »
T T T

(=]

01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6

y_“yi)(—lle 0

— 8 £=0,75 8 8  £=099
Gy GX 6 6 [ 6
G 4 T 4 r 4 1
= i y X_ + g ‘o 8 i ? ° o g-»- ‘ ‘o o &
y G ( "LX) uy 0 I I I L L ] 0 Y, I I L L ) 0%,
X

01 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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Macierz kowariancji
Wariancja sumy zmiennych losowych. Niech Z = aX + by + C:
Viz]=a*v[x]+ bZV[y]+2ab”( x=(x))( y=(y)) f(x y)dxdy=
=a’V[x]+ b*V[y]+2abcov| x,y]

Uogélnienie na wiele zmiennych losowych Z = a;X;+a,X,+...+8, X +b:

Viz]= Zn: aa covlx ,x ]=av[x] &

gdzie b=l

V(x,] cov[x,%] - cofx,%]

a=(a,a,..a), V(X)= COV[):(Z’Xl] V[:xz] COV[:)%%]

_cov[;<n,><1] COV[;%J&] nv[.)‘] ]

Uwaga: gdy macierz kowariancji jest diagonalna wowczas: \ % [Z] = Z afV[Xi

=1

Uwaga: dla dwoch zm. nieskorelowanych: V[X+ y] = V[X—Y] . V[X] + V[y:
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Momenty funkcji zmiennych losowych

Problem: Jak oszacowac niepewnosc¢ standardowag wyniku otrzymanego za
pomoca danej formuty matematycznej z pomiarow wielkosci wchodzacych do
tej formuty, ktorych niepewnosci standardowe sa znane?

Zat6zmy, ze w obszarze niepewnosci argu- |

mentow zadana zaleznos¢ funkcyjna moze
byC przyblizona zaleznoscia liniowa
(model matych niepewnosci pomiarowych).

(X_H‘X)E

X=Ly

df
y= 0= f (1) + o

) df o dfdf
= f(lle)+dx(x_lle) gdZIe &= dx

Obliczymy wartosc¢ oczekiwana i wariancje y:

df

g[y]E”yE f(”x)+&<x_”><>:f (”x) =
VI 00]={(f - (w)’) = <(3;(x— ux)) > _ (%) (-1)) = (%{j Vix]
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Momenty funkcji zmiennych

Uogolnienie na n zmiennych losowych X =(x,,x,,...,x,) O wa
nych fi=(p,,p,,...,) iwzajemnych relacjach opisanych macierza kowariancji

losowych

rtoSciach oczekiwa-

 V[x]  cov[x,%] - cofx,x]
V(%) = cov[%,x]  V[x] - cofx,x]
cov[x,x] cofx.x] - V[x] |
oraz m funkcji f,(X;,X,,...,%, ) ktore aproksymujemy liniowo:
f of
fl(X11X21-.-1)§‘| )E fl (}’ll 1”2 ,--'“n )+axll - ()f_ul )-l_ +8X1n . (X_un )
of of
[PYCCT SRS & 1= PN (TFRN TP TR )"‘a . f—py . : —p, )
X Xy R=ii O X, R=ii
of . of
Fon (Xps X500 % )2 T (g 1y 5 1 )Faxl y (>f—u1)+---+axn g (X — K )
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Momenty funkcji zmiennych losowych

Powyzszy uktad zapisujemy wygodnie w postaci macierzowej jako:

F ()= ()« [ZL}(X i)

gdzie wprowadziliSmy nastepujace oznaczenia:

_afl al:l DN al |
_ 0%, OX 0X,
( f1(”)\ afl afz of (X1_u1\
f’ =\ _ fz(l_:l) of P 2 P o P : o = | X27 M2
(u)_ : ’ as(. = X1 Xz Xn X—u_ :
\fm(ﬁ)) aizm aI:m . a;m \Xn_un)
| OX, OX, 0Xn Iz

Wartos¢ oczekiwana i wariancja w przypadku gdy mamy tylko jedna funkcje
N zmiennych Iosowych maja postac:

E[T®]=f (B)+ _ aaf

<Xi_”i>=f )

X=p 20

1= 0-1 ) (2 oo ) [ ]n[2]

ik=1

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 5-12



Momenty funkcji zmiennych losowych
Gdy zmienne losowe nie sg skorelowane (macierz V[x] jest diagonalna) to:

Dla dwoch funkcji n zmiennych losowych wyrazenia na wartos¢ oczekiwang
i wariancje przyjmuja postac:

<x w )= f,() &f.&)]=f (1)

_._.

s[f,®)]=f (i Za

0

cov[ f,,f,]={(f, G0—f,())(f, (0T, )>E<Z e u.)Za2 (% - uk)>

- T o owl s 3o viond =3 Ma 5

Macierz kowariancji dla funkcji f, i f,:

V(D)< 1] codter]

cov[ f,,f,]  V[f,]
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Momenty funkcji zmiennych losowych

Zupetnie ogolnie, dla m funkcji i n zmiennych losowych wyrazenia na wartosc
oczekiwang i wariancje przyjmujq postac:

T2 T+ o

S A R EA e AR EA XA

czyli _ 7
V[f] cov[f, f,] -+ coff, f]

V(]?): COV_]:Z,fl_ V[:f 2] CO\/{f:2I n]

cov[f,.f,] coff,f,] -+ V[f.] |
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Korelacja w pomiarach ztozonych
"

A o N -~ N = f,(x)
[0 N |
LX)

A N A

X My
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Propagacja matych btedow

Przyktad: Wyznaczamy energie kinetyczng kulki mierzac jej mase z doktadno-

Scig 1% oraz dokonujac pomiaru jej predkosci poprzez niezalezny pomiar
przebytej odleglosci i czasu, przy czym te pomiary wykonujmy z doktadnoscia
2%. Jaka jest doktadnosc¢ pomiaru energii?

2 / 2
a=%mW=%n(3 = <5J=aqn=%mw§%J

=(%'r5nkacfn+(%'5;jzcg+(‘ﬁ)ch=(;(3}2) o U (UL o

e\ (%)-0%)

Uwaga: Wzgledny btad pomiaru ztozonego wyraza sie szczegolnie prosto w
przypadku formut w ktorych wielkosci mierzone posrednio wystepuja jedynie
w postaci iloczynow i ilorazow:

a‘b’ o 6, (.0,) .\ o, )
Z= = L= | K= +| ]| +|M—=| +| n—-
c"d" Z a b C d
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Propagacja matych btedow

Przyktad: Wykonujemy pomiar spadku napiecia U i natezenia pradu | ptyngce-

g0 przez nieznany opor, odpowiednio z btedami o, i o,. Wyliczamy wartos¢

oporu R oraz moc M wydzielang na tym oporze:

P y q natymop R = IH M = Ul
Jesli pomiary napiecia i natezenia sa niezalezne, wowczas macierz kowarian-
cji jest diagonalna: o2 0

\% [U’ | ] =’ 2
0 o,
Znajdujemy macierz pochodnych: B 7T T .
- OR 0 1 ul [R _R
o |_|eu ol |_|T —z|=|V |
O X oM oM | U I\/I_ I\/I_
ou 0 - - LU I

Macierz kowariancji zmiennych - - - -
R oraz M ma postac:

V[RM]= {af}v[w][T RZ(%JFT_E} MR[S% Icf)

- o2 o o2 o2
R (%-1) (ko)
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Mate czy duze btedy

Przyktad: Chcemy zmierzy¢ energie kinetyczna kulki o znanej masie. Zatozmy,

ze mierzymy jej predkosc z doktadnoscia do 2%.
Korzystajac z przyblizenia liniowego dostajemy:

E=%mv2 = <E>=E(uv)=%mu§

OE ? (o) (o) :
2 2 2 » v
oto(5) cbemuyat = 2] -

Zatozmy, ze rozktad predkosci jest rozktadem normalnym:

f(v)=N(v;p,,0,)= L exp(—(v_“V)zj

2
27O, . 2o}
Wartosc¢ oczekiwana energii jest wowczas rowna:

(V—p,) dv
—u)? “=Uu => ——=du
Iv exp( (v 2”2") jdv: V20, V20, -
GV

v=+2c,U+p,

%1(ﬁcvu+uv)zexp( )dU—%mﬁ[262£+uv«/_} _muv+;”b

22y
Hy

1
2 27cc5
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Duze btedy pomiardw posrednich

Znajdziemy rozktad jakiemu podlega energia E: , _ , |2E
m

g(BE)=(f (v(E))+ f (~v(E)))

1

1

2no,

1

2mE

1

2no,

2mE

N

N

e xp[

exp[—

1

dv

Korzystajgc z powyzszego rozktadu mozna pokazac, ze:

()= [E-gE) =L myz + 1

ot = V[E] =<E2>—<E>2 =m?puici+

dE[ 2mE
av|_
dE|
(\/2E/m—uv)2J p[ (—\/ZE/m—uv)zﬂ
2 texp — 5 =
20, 2572
(\/E—Mv\/m/Z)2 +ex _(\/E+|.t\,\/m/2)2
moy, mo?
Smo; <E2>=%m203+%m2u363+%m2u3

2

%mch

Identyczny wynik dostajemy zachowujac wyrazy kwadratowe w rozwinieciu w szereg

Taylora:

f(X)Ef(u)+a

df | o L9
TS5

X=L

(x—p)?

X=U
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Duze btedy pomiardw posrednich

Prowadzi to do nastepujacych wyrazen na wartosS¢ oczekiwana i wariancje:

2 2
1d2f 1 d*f ,
2axe| XJ v[x]+2(dx2 J V2 [x]

Przyktad: Rozpatrzmy proton poruszajacy sie z predkoscig = 0.9971. Zatozmy,
ze potrafimy zmierzyc predkosc z doktadnosciag do 0.2%. Jaka jest doktadnosc

(T =1 (w+5 -

VI¥] Vif]z ( a

pomiaru catkowitej energii? ) 2
_ mc? dE Bmc?
E= = Gé=(—) o;=| —— | o;
% _ B % .[323% V1P #) " (V1-p )3 B
E 1-[32 B T=
c’ 645()5—””|”I"””—§%igé—””'”'w””—§
E_=E(B-oy =949 GeV | F 5 S ok m_ = 938 (MeV) .
\/1 B-oy 350 1% sk 3_09971 j
e 300 F 1 3p ©oP=05()
E,=E(B+og)= —=22.04 GeV | 250¢ 3 25F
\/ 1-(B+o, 200 F 4 20  E=mc¥/a-pH"?
150 4  15F
Wynik podajemy w postaci: 100 - 4 10F
50 & 3 5E
—+(E, -E) +971 0t U VAR B - E L L
E (er)= =12.33_,,, 0 10 20 v(mlso 097 098 099 Bl
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