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WyWyżższe momenty zmiennej losowejsze momenty zmiennej losowej
Definicja: Momentem mn rzędu n nazywamy wartość oczekiwaną funkcji 

h(k) = kn dla dyskretnej zm. losowej oraz funkcji h(x) = xn dla ciągłej zm. losowej:
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Definicja: Momentem centralnym µµµµn rzędu n dla zmiennej dyskretnej i ciągłej 

nazywamy odpowiednio wielkości (µµµµ ª m1):
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Definicja: Momentem centralnym mieszanym µµµµrs rzędu r+s nazywamy 

wielkości:
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Wariancja zmiennej losowejWariancja zmiennej losowej
Definicja: Wariancją nazywamy moment centralnym µµµµ2 rzędu 2-go. Przyjmuje 

ona odpowiednio dla zmiennej dyskretnej i ciągłej postać:
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Pierwiastek kwadratowy z wariancji nazywamy dyspersją.

Własności wariancji (x,y,z – zmienne losowe; a,b,c– stałe, z = ax + by + c):
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Gdy zmienne x i y są statystycznie niezależne: [[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]z x yba= += += += +2 2V V V
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Zmienna losowa dyskretna Zmienna losowa dyskretna -- przykprzykłładad

Przykład: Wartość oczekiwana rozkładu dwumianowego: 

gdzie k = 0, 1, …, n oraz  0<p<1: (((( )))) (((( )))),
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Zmienna losowa ciZmienna losowa ciąąggłła a -- przykprzykłładad
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Wariancję znajdziemy ze wzoru:

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]](((( ))))t t t     = − = τ − τ = τ= − = τ − τ = τ= − = τ − τ = τ= − = τ − τ = τ    
    

2
2

2 2 21 1 1

6 3 18
V E E

Przykład: Rozkład trójkątny:                                    gdzie 0 ≤≤≤≤ t ≤≤≤≤ ττττ:( ; ) ( )f t tτ = τ −τ = τ −τ = τ −τ = τ −
ττττ2
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KowariancjaKowariancja

Istotną cechą kowariancji jest jej znak: dodatni gdy wzrostowi jednej zmiennej 

towarzyszy wzrost drugiej i ujemny w przeciwnym wypadku.

Definicja: Kowariancją nazywamy pierwszy centralny moment mieszany m11:
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    ≡ = −µ −µ = −µ −µ = −µ µ≡ = −µ −µ = −µ −µ = −µ µ≡ = −µ −µ = −µ −µ = −µ µ≡ = −µ −µ = −µ −µ = −µ µ    

∑∑∑∑

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

V� E E

V� E E

0

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( ))))
cov x,y xy x y , x y x y

x y x y x y

xyf x y dxdy xyf x f y dxdy

xf x dx yf y dy

= − = − = − == − = − = − == − = − = − == − = − = − =

= − = − == − = − == − = − == − = − =

∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫
∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

1 2

1 2 0

Twierdzenie: Jeżeli zmienne x i y są statystycznie niezależne to cov[x,y]=0:

Uwaga: Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe – kowariancja może być równa zero, 

a zmienne mogą być statystycznie zależne. 

Np. f(x,y)=3(x2+y2)/8 określona na kwadracie -1 ≤≤≤≤ x ≤≤≤≤ 1;  -1 ≤≤≤≤ y ≤≤≤≤ 1:
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1 1 1 1 1 1
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3 3 3
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8 8 8

O takich zmiennych mówimy, że są nieskorelowane (a nie niezależne).
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WspWspóółłczynnik korelacjiczynnik korelacji
Definicja: Współczynnikiem korelacji (Pearsona) nazywamy wielkość:

cov[x,y]
[x] [y]

ρ =ρ =ρ =ρ =
D D
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a b c d a b c d

a b c d
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Własności:

� brak zależności od wyboru jednostek i początku skali zmiennych losowych:

Niech oraz
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c d
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WspWspóółłczynnik korelacjiczynnik korelacji
� zakres wartości  -1 ≤ ρρρρ ≤ 1

yx

x y

y-x-
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Macierz kowariancjiMacierz kowariancji
Wariancja sumy zmiennych losowych. Niech z = ax + by + c: 
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Uogólnienie na wiele zmiennych losowych z = a1x1+a2x2+…+anxn+b:
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Uwaga: gdy macierz kowariancji jest diagonalna wówczas: [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]z x
n

i i
i

a
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Momenty funkcji zmiennych losowychMomenty funkcji zmiennych losowych
Problem: Jak oszacować niepewność standardową wyniku otrzymanego za 

pomocą danej formuły matematycznej z pomiarów wielkości wchodzących do 

tej formuły, których niepewności standardowe są znane?

gdzie

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x

x

x x
x

x x
x

df
y f x f x

dx

df df df
f x

dx dx dx

=µ=µ=µ=µ

=µ=µ=µ=µ

= ≅ µ + −µ ≡= ≅ µ + −µ ≡= ≅ µ + −µ ≡= ≅ µ + −µ ≡

≡ µ + −µ ≡≡ µ + −µ ≡≡ µ + −µ ≡≡ µ + −µ ≡

Załóżmy, że w obszarze niepewności argu-

mentów zadana zależność funkcyjna może 

być przybliżona zależnością liniową

(model małych niepewności pomiarowych).

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))y x x xy x
df

f f
dx

≡ µ ≅ µ + −µ = µ≡ µ ≅ µ + −µ = µ≡ µ ≅ µ + −µ = µ≡ µ ≅ µ + −µ = µE

Obliczymy wartość oczekiwaną i wariancję y:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]]x x xx (x) ( ) x x x
df df df

f f f
dx dx dx

                         = − µ = −µ = −µ == − µ = −µ = −µ == − µ = −µ = −µ == − µ = −µ = −µ =                            
                    

2 2 2
2 2

V� V
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Momenty funkcji zmiennych losowychMomenty funkcji zmiennych losowych
Uogólnienie na n zmiennych losowych                           o wartościach oczekiwa-

nych i wzajemnych relacjach opisanych macierzą kowariancji

(((( ))))x x ,x , ..., xn==== 1 2

����

(((( )))), , ..., nµ = µ µ µµ = µ µ µµ = µ µ µµ = µ µ µ1 2

����

x x

x x

x

(x ,x , ..., x ) ( , , ..., ) (x ) ... (x )
x x

(x ,x , ..., x ) ( , , ..., ) (x ) ... (x )
x x

(x ,x , ..., x ) ( , , ..., ) (x
x

n n n n
n

n n n n
n

m
m n m n

f f
f f

f f
f f

f
f f

=µ=µ=µ=µ =µ=µ=µ=µ

=µ=µ=µ=µ =µ=µ=µ=µ

=µ=µ=µ=µ

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
≅ µ µ µ + −µ + + −µ≅ µ µ µ + −µ + + −µ≅ µ µ µ + −µ + + −µ≅ µ µ µ + −µ + + −µ

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
≅ µ µ µ + −µ + + −µ≅ µ µ µ + −µ + + −µ≅ µ µ µ + −µ + + −µ≅ µ µ µ + −µ + + −µ

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∂∂∂∂
≅ µ µ µ + −≅ µ µ µ + −≅ µ µ µ + −≅ µ µ µ + −

∂∂∂∂

1 1

1 1 2 1 1 2 1 1

1

2 2

2 1 2 2 1 2 1 1

1

1 2 1 2 1

1

� �� �� �� � � �� �� �� �

� �� �� �� � � �� �� �� �

� �� �� �� �

����

x

) ... (x )
x
m

n n
n

f

=µ=µ=µ=µ










∂∂∂∂
µ + + −µµ + + −µµ + + −µµ + + −µ ∂∂∂∂

1
� �� �� �� �

oraz m funkcji                           które aproksymujemy liniowo:(x ,x , ..., x )i nf 1 2

(((( ))))

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

1 2 1

2 1 2

1 2

x cov x ,x cov x ,x
cov x ,x x cov x ,x

V x

cov x ,x cov x ,x x

n

n

n n n

    
    
    ====
    
    
    

1

2

V

V

V

����

��������

� � � �� � � �� � � �� � � �

����
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Momenty funkcji zmiennych losowychMomenty funkcji zmiennych losowych
Powyższy układ zapisujemy wygodnie w postaci macierzowej jako:  

(((( )))) (((( )))) (((( ))))x x
f

f f
x

    ∂∂∂∂
≅ µ + −µ≅ µ + −µ≅ µ + −µ≅ µ + −µ    ∂∂∂∂    

����
� �� �� �� �� � � �� � � �� � � �� � � �

����

x

x x x
( ) x
( ) x

x x x( ) , , x
x

( ) x

x x x

n

n

m n n
m m m

n

f f f

f
f f f

f f
f

f
f f f

=µ=µ=µ=µ

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂    
    ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

µ − µµ − µµ − µµ − µ                
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂                    µ − µµ − µµ − µµ − µ∂∂∂∂                ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂µ = ≡ −µ =µ = ≡ −µ =µ = ≡ −µ =µ = ≡ −µ =    ∂∂∂∂                    

                µ − µµ − µµ − µµ − µ            ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂    
    ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂    

1 1 1

1 2

1 1 1

2 2 2

2 2 2

1 2

1 2
� �� �� �� �

����
����

������������ ����� � �� � �� � �� � �
����

� �� �� �� �
� � � �� � � �� � � �� � � �����

����

gdzie wprowadziliśmy następujące oznaczenia:  

Wartość oczekiwana i wariancja w przypadku gdy mamy tylko jedną funkcję

n zmiennych losowych mają postać:

[[[[ ]]]] (((( ))))
x

(x) x ( )
x

n

i i
ii

f
f f f

==== =µ=µ=µ=µ
====

∂∂∂∂
≅ µ + − µ = µ≅ µ + − µ = µ≅ µ + − µ = µ≅ µ + − µ = µ

∂∂∂∂∑∑∑∑E
� �� �� �� �

� � �� � �� � �� � �

����	����	����	����	
1

0

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))(((( ))))
,

f f(x) x cov[x , x ] V[x]
x x x x

Tn

i k
i ki k

f f
f f f

====

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂             ∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂            = − µ = == − µ = == − µ = == − µ = =                         ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂                        
∑∑∑∑V

� � � �� � � �� � � �� � � �
� �� �� �� �

2

1
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Momenty funkcji zmiennych losowychMomenty funkcji zmiennych losowych
Gdy zmienne losowe nie są skorelowane (macierz V[x] jest diagonalna) to:  

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
n

i
ii

df
f x

dx====

    
====     

    
∑∑∑∑

2

1

V V

Dla dwóch funkcji n zmiennych losowych wyrażenia na wartość oczekiwaną

i wariancję przyjmują postać:  

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]] (((( ))))( ) x ( )
n

i i
ii x

f
f x f f f x f

x==== =µ=µ=µ=µ
====

∂∂∂∂
≅ µ + −µ = µ ≅ µ≅ µ + −µ = µ ≅ µ≅ µ + −µ = µ ≅ µ≅ µ + −µ = µ ≅ µ

∂∂∂∂∑∑∑∑ 1

1 1 1 2 2

1
0

���� ����

� �� �� �� �� � �� � �� � �� � �

����	����	����	����	
� �

[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))
T

i k
, ,

cov , x x (x ) (x )
x x

(x )(x ) V[x , x ] V[x]
x x x x x x

n n

i i k k
i ki k

n n

i i k k
i k i ki k i k

f f
f f f f f f

f f f f f f

= == == == =

= == == == =

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
= − µ − µ ≅ −µ −µ == − µ − µ ≅ −µ −µ == − µ − µ ≅ −µ −µ == − µ − µ ≅ −µ −µ =

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            = − µ − µ = == −µ −µ = == −µ −µ = == −µ −µ = =             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑

1 2

1 2 1 1 2 2

1 1

1 2 1 2 1 2

1 1

� � � �� � � �� � � �� � � �

����
� �� �� �� �

Macierz kowariancji dla funkcji f1 i f2:

(((( )))) [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

1 1 2

2 1 2

cov ,
V

cov ,
f f f

f
f f f

    
====     
    

V

V

����
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Momenty funkcji zmiennych losowychMomenty funkcji zmiennych losowych
Zupełnie ogólnie, dla m funkcji i n zmiennych losowych wyrażenia na 

wartość oczekiwaną i wariancję przyjmują postać:  

i

x

[ (x)] ( ) x ( )
x

n

i
ii

f
f f f

==== =µ=µ=µ=µ ====

∂∂∂∂
≅ µ + −µ = µ≅ µ + −µ = µ≅ µ + −µ = µ≅ µ + −µ = µ

∂∂∂∂∑∑∑∑E
� �� �� �� �

����
� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �

����	����	����	����	
1

0

czyli

(((( ))))
[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

1 1 2 1 n

2 1 2 2 n

n 1 n 2 n

cov , cov ,
cov , cov ,

V

cov , cov ,

f f f f f
f f f f f

f

f f f f f

    
    
    ====
    
    
    

V

V

V

����

���� ����

� � � �� � � �� � � �� � � �

����

(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) [[[[ ]]]]

T
T

T T T
T T

V x x x x x
x x

x x x x V x
x x x x x x

f f
f f f f f

f f f f f f

                ∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂     = − µ − µ ≅ − µ −µ == − µ − µ ≅ − µ −µ == − µ − µ ≅ − µ −µ == − µ − µ ≅ − µ −µ =                         ∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂                

                                            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −µ − µ = −µ −µ == −µ − µ = −µ −µ == −µ − µ = −µ −µ == −µ − µ = −µ −µ =                                            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                                            
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Korelacja w pomiarach zKorelacja w pomiarach złłoożżonychonych
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Propagacja maPropagacja małłych bych błęłęddóóww
Przykład: Wyznaczamy energię kinetyczną kulki mierząc jej masę z dokładno-

ścią 1% oraz dokonując pomiaru jej prędkości poprzez niezależny pomiar 

przebytej odległości i czasu, przy czym te pomiary wykonujmy z dokładnością

2%. Jaka jest dokładność pomiaru energii?

k

k

k k k

k k k
E m s t m s t

E s tm

k

ssE mv m E E ( ) m
t t

s m s m sE E E
m s t t t t

m s tE

        = = ⇒ = µ == = ⇒ = µ == = ⇒ = µ == = ⇒ = µ =         
         
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Uwaga: Względny błąd pomiaru złożonego wyraża się szczególnie prosto w 

przypadku formuł w których wielkości mierzone pośrednio występują jedynie 

w postaci iloczynów i ilorazów: 
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Propagacja maPropagacja małłych bych błęłęddóóww
Przykład: Wykonujemy pomiar spadku napięcia U i natężenia prądu I płynące-

go przez nieznany opór, odpowiednio z błędami σσσσU i σσσσI. Wyliczamy wartość

oporu R oraz moc M wydzielaną na tym oporze: UR = , M = UI
I

Jeśli pomiary napięcia i natężenia są niezależne, wówczas macierz kowarian-

cji jest diagonalna:
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V U, I
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Znajdujemy macierz pochodnych:
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Macierz kowariancji zmiennych 

R oraz M ma postać:
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MaMałłe czy due czy dużże be błęłędydy
Przykład: Chcemy zmierzyć energię kinetyczną kulki o znanej masie. Załóżmy, 

że mierzymy jej prędkość z dokładnością do 2%.

(((( ))))
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2 v vE
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v E
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Korzystając z przybliżenia liniowego dostajemy:

Załóżmy, że rozkład prędkości jest rozkładem normalnym:
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Wartość oczekiwana energii jest wówczas równa:
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DuDużże be błęłędy pomiardy pomiaróów pow pośśrednichrednich
Znajdziemy rozkład jakiemu podlega energia E:

Korzystając z powyższego rozkładu można pokazać, że:

2 2
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Identyczny wynik dostajemy zachowując wyrazy kwadratowe w rozwinięciu w szereg 
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DuDużże be błęłędy pomiardy pomiaróów pow pośśrednichrednich
Prowadzi to do następujących wyrażeń na wartość oczekiwaną i wariancję:

Wynik podajemy w postaci:
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Przykład: Rozpatrzmy proton poruszający się z prędkością β β β β = 0.9971. Załóżmy,

że potrafimy zmierzyć prędkość z dokładnością do 0.2%. Jaka jest dokładność

pomiaru całkowitej energii?
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