Wykiad 6



Warunkowe wartosci oczekiwane

Niech bedzie dany rozktad p-twa P, dyskretnych zmiennych losowych k i m lub

gestos¢ p-twa f (x,y) cigglych zmiennych losowych X i y.
Definicja: Wartoscia oczekiwana dyskretnej zmiennej losowej k pod warunkiem, ze

zmienna losowa m przyjmuje wartoS¢ m nazywamy wielkosc:
E[lkm=m]=p, (m)= ZkP (k =k|m=m) —ZkPkm

Definicja: Wartoscig oczekiwang mqg’fej zmiennej losowej X pod warunklem, ze
zmienna losowa y przyjmuje wartosc Yy hazywamy W|elkosc
E[xly=y]=p(y =jx~f x|y)dx— jx f (x,y)dx

2
Definicja: Podobnie okreslamy wartos¢ oczekiwana dyskretnej zm. losowej m pod

warunkiem, ze zmienna losowa Kk przyjmuje wartosc k:
E[m|k =k]=p, (k)= Zum mlk =k)= ZmPkm

kom

oraz wartosc¢ oczekiwana ciagtej zmlennej losowej y pod warunkiem, ze zmienna
losowa X przyjmuje wartosc X:

Elylx=x]=n, ()= jyf y|x)dy—f(x)jyf X, y)dy
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Warunkowe wartosci oczekiwane

Twierdzenie: Niech X, y, y, i Y, beda zmiennymi losowymi, g() funkcja oraz c stata.

Zachodzg nastepujgce zwigzki:

[ 9(xy)

L g(x)-y

M th  n On

Elcix=x]=c
Vit Y, I X=x]= £y, [x=X]+E[y, [x=X]
cy|x=x]=c-E[y|x=X]

X = x:|=8[g(x,y)|x: x]
x=x]=g(x)-&[y|x=x]

Y%= x]

Twierdzenie: N

= S[y] jesli zmienne losowe X i y sg niezalezne

iech £|y|< oo, wéwezas €| E[y|x=x]|=£[y]

+00

Dowéd: s[s[y|x]]=js[y|x=x] fx(x)dx=T(Ty- f(ylx) dyJ f(x)dx =

—00
400 400

= [y 1 (uy) dyoe= [ y-1,(3) e =[]

—00 —00
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Warunkowa wariancja

Definicja: Warunkowg wariancja zmiennej losowej y pod warunkiem, ze zmienna

losowa X przyjmuje wartoS¢ X nazywamy wielkos¢:
V[y|x=x] =8[(y—8[y| X = x])z‘ X = x}

Twierdzenie: Niech X i y bedg zmiennymi losowymi, a g() funkcja, oraz niech 8|:y2:| < 0

i (x)* | < o0, wéwczas
#lato'] e[(y-000) - £Vl 1] €] Ly 14~ 900 ]

8[(y—g(x))2]=8[(y—5[y|X]+5[Y|X]—9(X))2]=

= | (y-£€[yIx])’ |+ 2¢[ (y-£€[y IX]) [y IX]- 900) ]+ €] (E]y IX]- 90’ | =

= | £] (v-£ly 1x)|x] |+ 26[ €] (v- €Ly 1x1) €Dy 1x] - 9 00)x |+ £[ (£ Ty 1x] - 900 ] -
= e[Vylx]]+2£ (€ly1x]- o)) €] (y=E[y[x]) X]]+5[(5[V|X]—g(x))2]=

=£|V y|x]]+£[(£[y|x] g(x)) } 0

W szczeg6lnosci dla g(x) = £[y] mamy: V[y|=£| V[y x| |+ V| £[y|x]]
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Linig regresji I-go rodzaju zmiennej losowej k (X) wzgledem zmiennej losowej m (y)
nazywamy zbior punktow o wspotrzednych (k,m) w przypadku zmiennych dyskretnych
i (X,y) w przypadku zmiennych cigglych, spetniajgcych rownania:

K=p, (M) X=p,(y)
Analogicznie, linig regres;ji I-go rodzaju zmiennej losowej m (y) wzgledem zmiennej k (X)
nazywamy, odpowiednio dla zmiennych dyskretnych i ciagtych, zbiory punktow (k,m) lub
(X,y), spetniajace rownania: m = . (k) y= uy(x)

WiasnosSci:

Srednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej X od pewnej funkcji g(y) jest
najmniejsze, gdy ta funkcja z p-twem 1 jest rowna L (Y):

el(x-9()) |=e[VIxyT]+&[(m(¥)-a(¥) |2 €[ VIxy]]= €] (*-r. (%)) ]

Srednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej y od pewnej funkcji f (X) jest
najmniejsze, gdy ta funkcja z p-twem 1 jest rowna p, (X):

5[(y— g(x))2:| - s[v[ylx]]+s[(uy(x)— g(x))z} >£[V]ylx]]= 8[(y— W, (x))z}
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Linie regresji IT-go rodzaju

Linig regres;ji ll-go rodzaju nazywamy zadang krzywa y = h(x; a,b,...) gdy spetnia ona

warunek:

£l (y-h(xab,..))’ |=min(ab,..)

W szczegolnosci prosta regres;ji ll-go rodzaju nazywamy linie prostg y = ax+b
spetniajgcg warunek:

8[(y—ax— b)z} = 8[((y— By )—a(x—p,)+p, —ap, —b)z] ~

=0, +a’c, —2acov[X,y]+(n, —ap, - b)2 =0, +a’c, —2ac,0,p+(p, —ap, — b)2 =min(a,b)

Szukamy minimum ze wzgledu na parametry ai b:

(5 1 - )

55 _(y—ax— b) 1= 2a0, —20,0,p—2p, (uy —ap, — b) =0 . p&

3 - i = Ox

2

\%8_(y—ax—b) _=—2(uy—aux—b)=0 \b:uy—aux

Prosta regresji llI-go rodzaju zmiennej y wzgledem zmiennej x ma postac:
Gy Gy
=p—X—p—U, +
y=p s, P s, Hy THy
Podobnie znajdujemy prosta regresiji ll-go rodzaju zmiennej x wzgledem vy:
w— Ty T . y_lo 19
_pcyy pcyuy ux y_pox pcxux uy
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Linie regresji I-go rodzaju

Przyktad: Linie regresji I-go rodzaju dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego.

N(X1y;ux’uy7cx’cy)=

) 2mxcy1ﬂ exp {_ 2(11p2 ) [( X;u T J{y;—yuy]z —Zp( X;X“X j( y;y”y ]]}

Rozktady brzegowe to jednowymiarowe rozktady normaine:

Nl(x:ux,cx)=@exp(—(xz‘:5)j Elxl=p,  VIx=c
‘N’Z(y;“y’cy)z\/%o_y eXp[_(yz_:;)zJ g[y]zuy V[y]:o-f/
Rozktady warunkowe i warunkowe wartosci oczekiwane: \

: ( B 12
g(y|x)=N(j\’,ly’(*le:f:X)’cy)=mcyhexp\—%i(;_pz)_y—(uy+p—(x |
: / - 2\
g(x|y)=N(JX\’,2y’(*;j:f§)’cy)=mcxhexp\—%i(;_pz)_x—(ux+p—y(y )|
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Linie regresji I-go rodzaju

Linie regresji I-go rodzaju to proste o rownaniach:

i - (0]
y=&[yIx]=n,+p(x-n)

X

X=8:lez=ux+p%(y—uy) = y=uy+50—y(x—ux)
y X

Uwaga: W przypadku dwuwymiarowego rozktadu normalnego, linie regresji I-go
rodzaju sa jednoczesnie prostymi regresji lI-go rodzaju.
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Linie regresji I-go rodzaju

Przyktad: Chcemy umiec przewidzie¢ wzrost pewnego gatunku zyta na podstawie

koncentracji fosforu w glebie. W tym celu badany cztery koncentracje 2, 4, 8, 16 ppm
fosforu, i obserwujemy wzrost roslin przy kazdej z nich poczawszy od nasiona az do
momentu kwitnienia. Nastepnie dokonujemy pomiaru suchej masy kazdej z roslin.

Wyniki pomiarow przedstawia tabelka.

retor'masa] £mienne losowe: X - koncentracje fosforu, y - masa roslin.
Rosli
°* | [ppm] | (g uxsg[x]=i(4x2+4x4+4x8+4x16)=7.5
1 2 4.1
A A 8[y]——(41+38+40+39+52+49+50+48+57
4 2 3.9 100 5
2 : i-; +5.9+6.0+6.2+11.7+8.9+10.1+10.3)=1—6';6.28
7 4 | s0 1360 12749 957 6
s | 4 | as | EX]=T =85 E[y ]=5 - =d5468  E£[xy]=5 > =5985
9 8 5.7
1(1) 2 5-3 cov[x,y]=E[xy]-E[xIE[y]=59.85-7.5%6.28 =12.75
6.

12 8 6.2 COV[X,Y]
13 16 | 117 D[x]=\/<‘J[x2]—(<‘3[x])2 —/85-7.5% =5.36 p= DIXID[y] =0.967
14 16 8.9
15 | 16 | 101 | D[y]=./e[v*]-(&[y]) =/45.468-6.28> = 2.46 _
s || w | Pbl= el )-(eb) y=0.44x-+296
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Randomizacja — rozktad dyskretny

Przyktad: Zmienna losowa X bedaca liczba jaj znoszonych przez kure ma rozktad Poisso-
ha. P-two wyklucia sie pisklecia z kazdego jaja wynosi p i jest niezalezne od p-twa wyklu-
cia z innych jaj. Jaki jest rozktad zmiennej losowej Y bedacej liczbg wyklutych pisklat.

n

P(X=n)=P,(2) =%e-x gdzie n=0,1,2,..

P(Y=j|X=n)=38,(n,p) =(F‘) p'(1- p)”_j gdzie j=0,1,..,n

() Lar0-p]" () L el-p)]
TP S ) TR T T e
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Randomizacja — rozktad ciggty

Przyktad: Losujemy punkt X z rozktadu jednostajnego na przedziale (a,b). Nastepnie lo-
sujemy punkt Y z rozktadu jednostajnego na przedziale (X,b). Znajdz rozktad zmiennej Y.

1 1
— | < X< —— dla X<vy<b
fl(x)= b-a dia asxs<b gz1(y|X)= b—x y
0 dla pozostalych x 0 dla pozostalychy

Znajdujemy tgczny rozktad p-twa:
1 1

f(X,Y)=0,(yIX)f(x)=4<b-a b-x
0 dla pozostalych X,y

dia as<x<y<b

Oraz interesujgcy nas rozktad brzegowy:

r 11 1 , b-a
fz(y)zjb—a'b—xdxzb—alnb—y

Ogolnie proces randomizacji dla rozktadow odpowiednio dyskretnych i ciggtych
przebiega wedtug schematow:

P(Y=})=Y P(Y=j|X=n)P(X=n) f(y)=_]o g(yIx)h(x)dx
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Randomizacja — rozktad mieszany

Przyktad: Zatozmy, ze zmienna losowa Y przyjmuje n>1 wartosci catkowitych z p-twami:

P(Y=i)=p oprzyczym p+p,+-+p,=1
Zatozmy nastepnie, ze dla ustalonej wartosci Y =1 zmienna losowa X ma rozktad
ciagly o gestosci . (x).

P-two ze zmienna X przyjmuje wartosci z przedziatu (a,b) natomiast zmiennaY =i

. b
WYhosi: p(agxgb,Y=i)=Hj¢i(X)dX

Korzystajgc z twierdzenia o p-twie catkowitym znajdujemy rozktad brzegowy zmiennej X:

P(asxsb)=iP(asxsb|Y=i)P(Y=i)=

=iZ:1: p._!i(Pi (X)dX=szn: po; (x)dx

a i=1

A wiec zmienna losowa X jest zmienng ciggta o funkcji gestosci danej przez:

fy (X)= Zn: P (X) (mieszanina rozkladéw)
i=1
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