


Funkcja generujaca moment

Definicja: Funkcja generujagcg moment (fgm) dla zmiennej losowej X hazywamy

funkcje zmiennej rzeczywistej  postaci: m, (t) _ g[etx]

Uwaga: mgf istnieje zawsze dla t =0. Jesli X jest dodatnia zmienne losowa oraz
istnieje fgm dla okreslonej wartosci {, to wtedy fgm istnieje takze dla t<t,

Przykiad: fgm dla rozktadu dwumianowego

m, (t)=§etk(2)pk(l— p)"™ =(pe'+1-p)’

Przykiad: fgm dla rozktadu wyktadniczego

A

_00 XA A=Ay P -(A-t)x g AN
mx(t)__([e re dx_k_([e oX = 2=

Twierdzenie: Jesli spetniony jest warunek 8[| X |n] <o to wowczas dla
k-ty moment (k =1,2,...,n) zmiennej losowej X dany jest przez:

m, =—m, (t)
k dtk X -
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Funkcja generujaca moment

Przykiad: fgm dla rozktadu dwumianowego

m, (t)=(pet+1— p)n
m,’ (t)=n(pe' +1- p)n_1 pe' = £[X]=m/(0)=np
m," (t)=n(n-1)( pe' +1- p)n_2 ( pet)2 +n(e+1- p)n_1 pe =
= £[X2] =m," (0)=n(n-1) p’+np
Twierdzenie: Jesli m, (t) jest fgm zmiennej X, to fgm zmiennej Y = o X+
dane jest przez m, (t) =™ m, (at)
p: m, (t)=£[e"]=¢gle@P]=gle“*e] = m, (at)

Twierdzenie: Jesli X i Y sg statystycznie niezaleznymi zmiennymi losowymi o
fgm odpowiednio m, (t) i m, (t) to fgm zmiennej X+ Y dana jest przez

m,,., (t)=m,(t)m, (t)
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Funkcja charakterystyczna

Definicja: Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej X nazywamy funkcje

zmiennej rzeczywistej L postaci 0, ('[) _ g[eutx]

Uwaga: Funkcja charakterystyczna jest funkcjg rzeczywistg wtedy i tylko wtedy
gdy rozklad zmiennej losowej X jest symetryczny wzgledem x =0

Przyktad: Funkcja charakterystyczna dla rozktadu dwumianowego

L i n n—k i n
o (1)=>e™ (k)pk (1-p) =( pe' +1- p)
k=0
Przyktad: Funkcja charakterystyczna dla rozktadu wyktadniczego

Oy (t) _ j‘eitxxe—mdx _ 7\"" e—(x-it)xdx _ L
0 0

A—it

+00
Twierdzenie: Jesli spetniony jest warunek I_ |(p(t)|dt <o to wowczas mamy:

' 1 T —itx 1 0 —itx
f(x)=F'(x)=o- [ e™o(t)dt p=75- | & o(t)dt
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Funkcje charakterystyczne

Przyktad: Znajdz gestosc p-twa zmiennej losowej X, ktorej funkcja charakterystyczna
dana jest przez ¢(t)=exp(2it—3|t|)

Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest catkowalna:
-3|t| -3t
Hgo )|dt = je dt = zje dt = 3
3
n(x 2)*+9

Przyktad: Wyznacz rozktad p-twa, ktorego funkcja charakterystyczna ma postac

o(t)=exp(2it) y
Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest catkowalna: j ‘(o dt j dt =

—00

Znajdujemy funkcje gestosci p-twa: f () =5 I exp —itx + 2it — 3|t|)

Poniewaz funkcja charakterystyczna jest okresowa (27) wiec mamy do czynienia ze
zmienng dyskretna:

1 [ ikezing, 1 1sn(2-k)t[ [0 dla k=2
L fewrg = L (cos(2—)t+isn(2-i0)ar = 182 ‘ S HR

p"=2n

—-T -7
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Funkcje charakterystyczne

Twierdzenie: Jesli isthieje k-ty moment zmiennej losowej X to jej funkcja chara-

kterystyczna jest k-krotnie rozniczkowalna i zachodzi zwigzek:

m, =+———o, (1)
T gk O 0
Twierdzenie: Jedli @, (t) jest f. ch. zmiennej X, to f.ch. zmiennej Y = o X+
dane jest przez o, (t) _ eiBt¢X (oc’[)

Twierdzenie: Jesli X i Y sg statystycznie niezaleznymi zmiennymi losowymi o
f. ch. odpowiednio ¢, (t) i @y (t) tof.ch.zmiennej X+Y dana jest przez

Dy +v (t) = Dy (t)¢v (t)
Przyktad: Znajdz rozktad sumy dwoch zmiennych pochodzacych z rozktadow Poissona
h iu,. i
o parametrach u, i Y, ¢(t)=exp(u(et _1))

= o) (1) =ep(w (&' -1)ep(u, (€' -1)) =ep((k, +1,)(e" 1))
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Warunkowe wartosci oczekiwane

Wartoscig oczekiwang dyskretnej zmiennej losowej k pod warunkiem, ze

zmienna losowa m przyjmuje wartoS¢ m nazywamy wielkoéé
E[km=m]=p, (m)= ZkP (k =k |m=m)

km

Wartoscig oczekiwang ciggtej zmiennej losowej x pod warunklem, Ze zmiennha
losowa y przyjmuje wartos¢ y nazywamy wielkosc:

E[x|y = Y]EMX(Y)EZX' f(x]y)dx= fzty);‘ix- f (x,y)dx

Podobnie okreslamy wartos¢ oczekiwana dyskretnej zmiennej losowej m pod
warunkiem, ze zmienna losowa k przyjmuje wartosc k

E[mk =k]=p, (k)= Zum mik =k)==—3"'mP,,

kom

oraz wartosc¢ oczekiwang ciagtej zmiennej losowej y pod warunkiem, ze
zmienna losowa X przyjmuje wartosc X:

E[ylx=x]=p,(x)= jyf y|x)dy—f(x)jyf X, y)dy
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Linie regresji I-go rodzaju

Linig regresiji I-go rodzaju zmiennej losowej k (X) wzgledem zmiennej losowej

m (Yy) nazywamy zbior punktow o wspotrzednych (k,m) w przypadku zmiennych

dyskretnych i (X,y) w przypadku zmiennych ciggtych, spetniajgcych rownania:
k= p, (M) X=p,(Y)

Analogicznie, linig regresji I-go rodzaju zmiennej losowej m (y) wzgledem

zmiennej k (X) nazywamy, odpowiednio dla zmiennych dyskretnych i ciggtych,

zbiory punktow (k,m) lub (X,y), spetniajgce rownania:

Wiasnosci: M=y, (K) y= HV(X)

Srednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej X od pewnej funkcji g(y) jest

najmniejsze, gdy ta funkcja z p-twem 1 jest rowna p,(y):

el (x-u ()" ]=mine[ (x-g(v))’]

Srednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej y od pewnej funkcji f (X) jest
hajmniejsze, gdy ta funkcja z p-twem 1 jest rowna Hy(X):

£[(y-, 00) ] -mine{(v- 1 oY ]

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 6-8




Linie regresji I1I-go rodzaju
Linig regres;ji ll-go rodzaju nazywamy zadang krzywa y = h(X; a,b,...) gdy spetnia ona

warunek: £ (y-n(x;a,b,..))" |=min(ab,...
W szczegolnosci prosta regres;ji ll-go rodzaju nazywamy linie prosta y = ax+b
spetniajgcg warunek:

e[ (v-ax-b)" ]=&|((y-n,)-a(x-,)+n, -an, b’ |-

2

=0, +a’c, —2acov[x,y] +(uy —apu, — b)2 =0, +a’c, —2acxcyp+(uy —ap, — b)2 =min(a,b)
Szukamy minimum ze wzgledu na parametry ai b:
(0

[ 2
=€ _(y—ax— b) |= 2ac; -206,6,p—24, (1, —ap, —b)=0 . p&
) . ] = Ox
2
\%8_(y—ax—b) _=—2(uy—aux—b)=0 b=p, —ap,
Prosta regresiji lI-go rodzaju zmiennej y wzgledem zmiennej x ma postac:
0%
Y—PGX X PGX KT Hy
Podobnie znajdujemy prosta regresiji llI-go rodzaju zmiennej x wzgledem vy:
w— oSy T .19 19
_pny pcyuy ux y_pcx pcxux ”y
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N(X! y;ux’uy’cx’cy)

Linie regresji I-go rodzaju

Przyktad: Linie regresji I-go rodzaju dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego.

1 1
= exp< —
216,6,4/1-p* p{ 2(1_92)

My

(s

)

Y—H,

5]

0)

Rozktady brzegowe to jednowymiarowe rozktady normalne:

(X_MX)2

1
N, (x;p,,0,)=——exp| - Elx] = V[x]=o?
l( ux GX) \/ﬁcx p{ Zci J [ ] ux [ ] Gx
2
. _ 1 (y_”y) _ _ 2
Nz(y’uy’cy)—mcy eXp{_chi E[y]=n, Vly]=oc;
Rozktady warunkowe i warunkowe wartosci oczekiwane:
N(x,y;ux,uy,cx,cy) 1 1 - 12
g(ylx)= = exp y—(pn +p—(X M)
S VA PR BN -y e v courey| R |
N (% ¥im,ony,0,,0,) 1 1| T)
g(xly)= _ K exp X—(ux+p—(y Hy))
( ) Nz(y’”y’cy) \/ﬂoxx/l—pz 20‘i(1—p2)_ Oy ’ 1)
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Linie regresji I-go rodzaju

Linie regresji I-go rodzaju to proste o rownaniach:

i - (6]
y=&[yIx]=n, +p(x-u)

X

i - (6]
X=8_le_=ux+p%(y—uy) = y=uy+%c—y(x—ux)
y X

Uwaga: W przypadku dwuwymiarowego rozktadu normalnego, linie regresji I-go

rodzaju sa jednoczesnie prostymi regresiji lI-go rodzaju.
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Linie regresji I-go rodzaju
Przyktad: Chcemy umiec przewidzie¢ wzrost pewnego gatunku zyta na podstawie
koncentracji fosforu w glebie. W tym celu badany cztery koncentracje 2, 4, 8, 16 ppm

fosforu, i obserwujemy wzrost roslin przy kazdej z nich poczawszy od nasiona az do
momentu kwitnienia. Nastepnie dokonujemy pomiaru suchej masy kazdej z roslin.
Wyniki pomiarow przedstawia tabelka.

roetor | masa] Zmienne losowe: X - koncentracje fosforu, y - masa roslin.
Rosli
= | tpeml | gy uxEg[x]=l(4x2+4x4+4x8+4x16)=7.5
1 2 4.1
N I 8[y]——(41+38+40+39+52+49+50+48+57
4 2 3.9 1005
2 : ‘5‘-3 +5946.0+62+11.7+8.9+10.1+10.3) = ¢ =628
7 s | s0 .71 1360 727 49 - 957 6
. 2| ae | ElXl= — =85 Ely*]= =45468  £[xy]= = 59.85
9 8 5.7
10 8 | 59 | cov[xy]=E&[xy]-E[x]E[y]=59.85-7.5x6.28=12.75
11 8 6.0
12 8 6.2 CoV|X,Y
13 16 | 17 | Pixl= \/£[x2]— (€[x])" =/85-7.5? =5.36 p= D[x][D[E/] =0.967
14 16 8.9 5
15 | 16 | 100 | Dly]=E[v*]-(€[y]) =45468-6.28> =2.46 _
16 | 16 | 103 vl \/ MG y=0.44x+2.96
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