


Rozktad Erlanga

Znajdziemy rozklad czasow oczekiwania na n-te zdarzenie. kgczny czas oczekiwania

na n zdarzen dany jest przez:

t=>t,  gdzie  E(t;A)=Aexp(-At)
i=1
Dla n =2 mamy t = t +t, oraz (wybieramy v =t,, a wiect,=u-vit,=voraz |J]| = 1):

g (tA)= T E(t-Vv,A)E(V A)dv = kzjexp (-2 (t=v))exp(-Av)dv =
=" exp(—kt)jdv =L (At) exp(—At)

t
Podobnie znajdujemy: &(tA)=[E(t-vir)E (wr)dv=
0

(At)’

5 exf—At)

= kzj(kv)exp(—k(t —v)) exp(=Av)dv = A’ exp(—kt)jvdv =

Rozktad czasu oczekiwania na n zdarzen ma postac (rozktad Erlanga):

-1
(At)"

r'(n)

Zadanie: Udowodnij powyzszy wzor metodg indukcji matematyczne;.

E (t;A)=A exp(—At)
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Rozktad Erlanga

Przyktad: Przychodzimy do urzedu gdzie sg dwa okienka. Przed jednym czeka jedna
osoba, a przed drugim dwie. Jakie jest p-two, ze ustawiajac sie w diuzszej kolejce

dotrzemy do okienka szybciej?
E(t;;h)=rexp(—At,) &, (t,;A) =4t exp(-At,)
Laczny rozktad czasow oczekiwania dany jest przez:
f(ttid)=E(tiA)E (ty A) = A texp (<A (t, +t,))
Szukane p—two WYNOSi:
)= [ f(t ta)dydt, =2° [[ t,exp(-A(t, +1,))dt,dt, =

t, <ty <t
= }&th exp(—ktz) T expEAt, dt, |dt, = xzoftz exp(—ZMZ)dtz _1
Zadanie: Pokaz, ze w og6Inym przypadku dwéch kolejek (m>n) p-two to dane jest przez:

1 “m-1+k) 1
P(tm<tn)=2—mZ( m—1 jz—k

k=0
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Rozkiad Poissona

Rozwazmy proces podlegajacy rozktadowi wyktadniczemu.

Ze wzgledu na ,brak pamieci” po kazdym sygnale (np. przejazd samochodu) historia
powtarza sie od nowa, tak jakbySmy oczekiwali na pierwsze zdarzenie.

Jaki jest rozktad p-twa wystapienia k sygnatow w ustalonym czasie t obserwac;ji?
Niech zmienna losowa T, = t,+t,+...+t, 0znacza moment przybycia k-tego sygnatu.
Szukamy p-twa P((T, <t) n (T, > 1)), gdzie zmienna losowa T, =T, + t,_,.

taczna funkcje gestosci p-twa niezaleznych zmiennych losowych T, i T, ., znajdujemy
pamietajac, ze zmienna T, podlega rozktadowi Erlanga:

AT, k-1 (AT, k-1 T -
}L((k_)l)| exp(—ka).kexp(—ktk+1) A ((k )l)l exr(_}\'(Tk+tk+1)) A\ ((k )1)' eXQ—XTkH)

Ze wzgledu na jednostkowy jakobian przejscia od zmiennych T, t, ., do zmiennych
T,, T.., taczna funkcja gestosci p-twa ma postac:

f(Te Teuri ) =A ( ) exp( AT 0<T, <T,_, <o

k+1?

Szukane p-two jest wiec réwne. P((T <) (T, > t)) -

k+1? (k 1)' k

t oo k-1

= [ f (T i) dT, ,dT, =27 j udT j exp(-AT,,,)dT,,, = _ ()" exp(—At)
0t
M
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Rozkiad Poissona

Oznaczajac przez p = Al otrzymujemy rozktad Poissona liczby sygnatow k=0,1,... |Mat4

w okresSlonym przedziale czasu: - .plea.y.w.
},lk i:; 0.6 =
P(p) = WGXP(—M) 0.5y K05 ;
' 0.4 =
Wartos¢ oczekiwana i wariancja: N E
o " . H= ]
Elkl=2 kR (1) =n 2y = =10 ;
k=0 0.15 -
Vk:ookZ’P —u?= 0= IR TR TS
[ ] kz=(; K (l"l') l"l' l"l' ’ : ! ] a - 14 liclz‘:)a suklcisow l;:o
Btad liczby zliczen jest rowny pierwiastkowi 2 T me
z tej liczby: DIKT 1 g 05T
D[k]:\/7 g[[k]]:\/7 © 02+ .
l"l 0,15T e ]
Przyktad: Wyniki dotyczgce obserwaciji liczby k 017
samochodow w 10 sekundowych przedziatach 0,05 T H .
czasu. Parametr rozktadu Poissona: 0 P b oy g oy oo
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=At=0.193 [1/s]x10 [g=193

liczba k samochoddéw
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Rozkiad Poissona

Zwigzek rozktadu dwumianowego z rozktadem Poissona.
Jakie jest p-two wystapienia doktadnie k zdarzen w przedziale czasu [0, t]?

B (n,p)= k!(nnik)! p*(1-p)™" =%n(n—1)(n—2)...(n—k+1) p“(1-p)"

Jesli p-two sukcesu w pojedynczej probie dane jest przezp=At/nto dostajemy:

Bk(n,p)=%n(n—l)(n—z)...(n—k+1)(%)k(1—M) _

n
n k
1 n 1 . n (kt) 1__ I—M
~ k! n n n
. sz . . T S A LA B B LN BN B LN B B
Dokonujgc przejscia granicznego o35k ©
. al E o rozklad dwumianowy
dOStajemy: = 035  n=10, p=0.1 o rozklad Poissona
M . 8 025F
Bk(”v p)W)Pk(}\«t) ( ) ;Q—‘ 02F n=50, p=0.1
“E 8 s 8
0.15F . n=100, p=0.1

Zastosowanie do rzadkich zdarzen
(np. liczba katastrof,
btedow drukarskich,

. .. ] 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
rzadkich rozpadow jadrowych, itp.) liczba sukcesow k

& 8
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Rozkiad Poissona

Eksperyment Poissona polega na zliczaniu zdarzen (sukcesow) w okreslonej jednostce
czasu lub przestrzeni generowanych przez proces Poissona o nastepujgcych cechach:

= istnieje eksperymentalnie okreslona stata A, bedaca srednia czestoscia
pojawiania sie sukcesow w ustalonej jednostce czasu lub przestrzeni,

= liczby sukcesow wystepujace w dowolnych ustalonych i nie przekrywajacych sie
podjednostkach sg wzajemnie niezalezne,

m jesli ustalong jednostke podzielimy na bardzo mate podjednostki h, to p-two
doktadnie jednego sukcesu w kazdej z podjednostek jest mate i takie samo,
i w granicy dazy do Ah,

= p-two wiecej niz jednego sukcesu w bardzo matej podjednostce dazy do zera.

Przyktad: Producent kabli chce uzywac rozktadu Poissona do oceny liczby defektow.
Badajac wiele 4-metrowych odcinkow stwierdza, ze Srednio zawierajg one 4 defekty.
Czy spetnione sg warunki procesu Poissona?

Przyktad: Pod koniec kazdego tygodnia zlicza sie w klinice w duzym miescie liczby
nowych przypadkow zakaznej choroby. W ciggu ostatnich trzech tygodni zanotowano
odpowiednio 2, 10 i 30 przypadkow. Czy spetnione sa warunki procesu Poissona?
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Rozktad normalny (Gaussa)

Wyprowadzenie rozktadu Gaussa w modelu Laplace’a btedow pomiarowych.
Rozwazmy pomiar wielkosci u, ktory jest zaburzany przez n losowych efektow
o wielkosci € kazdy, zarowno zanizajgcych jak i zawyzajgcych pomiar:

P(g) = P(-¢) =%

W wyniku pomiaru otrzymujemy jedna z wielkosci:
X, =p+ke+(n-k)(—e)=p+(-n+2k)e k=0,1,2,...n

n n
ktorych rozktad p-twa dany jest przez: B, (n, p= 0.5) = (k)(fj
Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej X,:

8|:Xk:|=<u+(—n+2k)8>=u+(—n+2<k>)8=u+(—n+2%nj8=u

1 1
VX, |=e’V[-n+2k]=4e’VIk]= 482n5(1—5) =¢g’n
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Rozktad normalny wyprowadzeme

Zachowanie graniczne rozktadu

dwumianowego dla duzych n:

1 k-n ?
B p)= = exp(——( ang) ]

co W haszym przypadku prowadzi do:

1 ( k—n p)2 (; 5 10 15 20 25 30 35 40 45 5-0
~ _\hM _ liczba sukcesow k
B,(np)=z Y exp( Zh00 J
2

Y 2

:Lexp _M :szxk_u_'_n 2¢ (Xk—u)
V2mn 21n rdne | 2ne?
4

Przechodzac z € do zera, natomiast z n i kK do nieskonczonosci, ale tak aby wariancja
dazyla do statej ne? — o dostajemy gestos$¢ p-twa zmiennej x:

B, (n. p=0.5) ST I RS SR B C5T) S R
2e n—o, e>0 7 N(X’H’G)_\/ﬂcexp( 2 Player
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Wihasnosci rozktadu normalnego

Wartosc¢ oczekiwana i wariancja:

8[x]=#]2 xexp(—@}dx=u Vix]=—2 T(x—u)2 exp(—@}dx=c2

\/E c*, 20 \/E (o It 20
Wszystkie nieparzyste momenty centralne znikajg ze wzgledu na symetrie,
natomiast parzyste dane sa przez: <(x - )2k> _ (2k)! 52 22“‘“
24K ! o

Dla k = 2 mamy ((x—p)*)=3c*, co oznacza, Ze wspétczynniki asymetrii 7, =

i sptaszczenia v , = 5—4_ 3 przyjmujg wartosci zerowe.
V*[x]
o B
< 0.8 =3
= [ )
£z [ z
Z 0.6 c=0.5
0.4
i o=1
0.2~ o= : i ] ! !
A ¥ 13.59% | 34.135%: 34.135%: 13.59% _2.14%
0 _|2 — (I) — é u-3o u:2c5 ulcs u u—ll-c u-ll-2c5 u+3c

X
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Dystrybuanta rozkiadu normalneg

1 u’ 20,0 1E F AR

cI)(x)=—jexp —— |duz T M0 1% 1

V2, 2 Z I 1 osh

. - - 03 1

1+1 1-exp _2x dla x>0 o2f : M}

N 2 2 . ) - (%) 1b(x)] 04
B [ 1 ([ 5y 0'15_ _ 0.2;—
E—E l—exp —T dla x<0 0 ol
L \ ) -4 2-x 0 x2 4 ] -4 ]
X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 | 0,5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0.5319 | 0.5359 Math
0.1 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5713 |L2%ayer
0.2 0.5793 | 0.5832 | 0.5861 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141 || Math
0.3 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517 | Player
0.4 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.2911 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7703 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 0.8413 | 0.8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1
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Rozktad normalny - przykiady:

Przyktad: Biolog chce oceni¢ wptyw snu zimowego na mase ciata wiewiérek. W tym celu wazy
1000 dorostych osobnikow ptci meskiej w pod koniec lata i wczesng wiosng. Okazuje sie, ze
pomiary wykonane w lecie majg rozktad normalny o Sredniej u=400 g i odchyleniu standardowym
0=100 g. Jakie jest p-two, ze losowo wybrana wiewiorka wazy w lecie pomiedzy 350 g i 450 g?

P(350 g< x< 450 g) = P(ssolgo—oa;oo 9ez X 4501%‘04900 9) _

=P(-05<2<05)=0(05)-®(-05)=20(05)-1=2x06915—1=0 3830

Przyktad: Wyniki testu 1Q przeprowadzonego w pewnej populacji majg rozktad normalny o Sredniej
u=100 i odchyleniu standardowym c=16. lle wynosi wynik testu ponizej ktorego wypada 85%
populacji?

_X—p  Xgs—100
P(x< X85)=P(Z= — < 8516 = P(2< 75) =@ (25)=085
100
Ztablic odczytujemy:  z,, =1.04 = % =104 = X = 116642117

Przyktad: Suma niezaleznych zmiennych z rozktadu z rozktadu Gaussa o parametrach p i c:

1 wex _(Z—t—lu)2 ox _(t—lu)2 _ 1 ox _(Z—Zu)z v _
e o e e st
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Dwuwymiarowy: rozktad normalny

Gestosc p-twa dwuwymiarowego rozktadu normalnego: Math | | Math

Player Player
N(X, y,ux,uy,cx,cy) —

2 2
1 1 X — Py Y- H, X—p \[ YKy
= exps — ( j +( J —Zp( )[ J
2116,6,4/1-p’ 2(1-p?)|\ o, O, Oy O,

: . e wartos¢ wielokrotnosé udziat
Ellpsy kowarlanCJl. wykladnika dyspersji p-twa
2 2
U ((x=m ) (Yol ), (Xl (Yo )| e pRSeeED . 2.3%
1-p’ o, + o, —4P o, G, - 2.0 (C=2) 2 86.5%
4.5 (C=3) 3 98.9%

Kat nachylenia dtuzszej osi elipsy: .. 1¢

A 7] = 1
2 -

206.6 0.8F 0.8
tan2a = % 0.6 0.6F
o, + Gy 0.4 F 0.4
0.2F 0.2
Proste regresji lI-go rodzaju: 0F 0
o5 -0.2F -0.2
= + —y( X—= ) 0.4F 0.4
y=up, +p L, A AL
G 065 0.6
08F . 0.8
_ 10, 1E8 e
y_uy+__(x_ux) 2 - 2 - -
p cYX X X
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