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RozkRozkłład ad ErlangaErlanga
Znajdziemy rozkład czasów oczekiwania na n-te zdarzenie. Łączny czas oczekiwania 
na n zdarzeń dany jest przez: (((( )))) (((( ))))t t gdzie ; exp
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t t
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Dla n = 2 mamy t = t1++++t2 oraz (wybieramy v = t2, a więc t1 = u-v i t2 = v oraz |J| = 1):

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

; ; ; exp exp

exp exp

t

t

t t v v dv t v v dv

t dv t t

∞∞∞∞

−∞−∞−∞−∞

λ = − λ λ = λ −λ − −λ =λ = − λ λ = λ −λ − −λ =λ = − λ λ = λ −λ − −λ =λ = − λ λ = λ −λ − −λ =

= λ −λ = λ λ −λ= λ −λ = λ λ −λ= λ −λ = λ λ −λ= λ −λ = λ λ −λ

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫∫∫∫

2

2

0

2

0

E E E

Rozkład czasu oczekiwania na n zdarzeń ma postać (rozkład Erlanga):
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Zadanie: Udowodnij powyższy wzór metodą indukcji matematycznej.
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RozkRozkłład ad ErlangaErlanga
Przykład: Przychodzimy do urzędu gdzie są dwa okienka. Przed jednym czeka jedna 

osoba, a przed drugim dwie. Jakie jest p-two, że ustawiając się w dłuższej kolejce 

dotrzemy do okienka szybciej?
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Łączny rozkład czasów oczekiwania dany jest przez:
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Szukane p-two wynosi:
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Zadanie: Pokaż, że w ogólnym przypadku dwóch kolejek (m>n) p-two to dane jest przez:

(((( ))))P
n

m n m k
k

m k
t t

m

−−−−

====

− +− +− +− +    
< =< =< =< =     −−−−    

∑∑∑∑
1

0

11 1

2 21



M. PrzybycieM. Przybycieńń Rachunek prawdopodobieRachunek prawdopodobieńństwa i statystykastwa i statystyka WykWykłład 7ad 7--44

RozkRozkłład ad PoissonaPoissona
Rozważmy proces podlegający rozkładowi wykładniczemu. 

Ze względu na „brak pamięci” po każdym sygnale (np. przejazd samochodu) historia 

powtarza się od nowa, tak jakbyśmy oczekiwali na pierwsze zdarzenie. 

Jaki jest rozkład p-twa wystąpienia k sygnałów w ustalonym czasie t obserwacji?
Niech zmienna losowa Tk = t1+t2+…+tk oznacza moment przybycia k-tego sygnału. 

Szukamy p-twa P((Tk ≤ t) � (Tk+1> t)), gdzie zmienna losowa Tk+1= Tk + tk+1.

Łączną funkcję gęstości p-twa niezależnych zmiennych losowych Tk i Tk+1 znajdujemy 

pamiętając, że zmienna Tk podlega rozkładowi Erlanga:
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Ze względu na jednostkowy jakobian przejścia od zmiennych Tk, tk+1 do zmiennych

Tk, Tk+1 łączna funkcja gęstości p-twa ma postać:
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Szukane p-two jest więc równe:
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RozkRozkłład ad PoissonaPoissona
Oznaczając przez µµµµ = λλλλt otrzymujemy rozkład Poissona liczby sygnałów k=0,1,…
w określonym przedziale czasu:
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Wartość oczekiwana i wariancja:
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Przykład: Wyniki dotyczące obserwacji liczby k 

samochodów w 10 sekundowych przedziałach 

czasu. Parametr rozkładu Poissona:
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RozkRozkłład ad PoissonaPoissona
Związek rozkładu dwumianowego z rozkładem Poissona. 

Jakie jest p-two wystąpienia dokładnie k zdarzeń w przedziale czasu [0, t]?
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Jeśli p-two sukcesu w pojedynczej próbie dane jest przez p = λλλλ t ////n to dostajemy:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))!, ...
!! !

n k n kk k
k

nn p p p n n n n k p p
kk n k

− −− −− −− −
= − = − − − + −= − = − − − + −= − = − − − + −= − = − − − + −

−−−−
1

1 1 2 1 1B

Dokonując przejścia granicznego 

dostajemy:
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Zastosowanie do rzadkich zdarzeń

(np. liczba katastrof,

błedów drukarskich, 

rzadkich rozpadów jądrowych, itp.)
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RozkRozkłład ad PoissonaPoissona
Eksperyment Poissona polega na zliczaniu zdarzeń (sukcesów) w określonej jednostce 

czasu lub przestrzeni generowanych przez proces Poissona o następujących cechach:

� istnieje eksperymentalnie określona stała λλλλ, będąca średnią częstością
pojawiania się sukcesów w ustalonej jednostce czasu lub przestrzeni,

� liczby sukcesów występujące w dowolnych ustalonych i nie przekrywających się
podjednostkach są wzajemnie niezależne,

� jeśli ustaloną jednostkę podzielimy na bardzo małe podjednostki h, to p-two
dokładnie jednego sukcesu w każdej z podjednostek jest małe i takie samo,    
i w granicy dąży do λλλλh,

� p-two więcej niż jednego sukcesu w bardzo małej podjednostce dąży do zera. 

Przykład: Producent kabli chce używać rozkładu Poissona do oceny liczby defektów. 

Badając wiele 4-metrowych odcinków stwierdza, że średnio zawierają one 4 defekty. 

Czy spełnione są warunki procesu Poissona?

Przykład: Pod koniec każdego tygodnia zlicza się w klinice w dużym mieście liczby 

nowych przypadków zakaźnej choroby. W ciągu ostatnich trzech tygodni zanotowano 

odpowiednio 2, 10 i 30 przypadków. Czy spełnione są warunki procesu Poissona?
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RozkRozkłład normalny (Gaussa)ad normalny (Gaussa)
Wyprowadzenie rozkładu Gaussa w modelu Laplace’a błędów pomiarowych.

(((( )))) (((( ))))P Pε = −ε =ε = −ε =ε = −ε =ε = −ε = 1

2

Rozważmy pomiar wielkości µµµµ, który jest zaburzany przez n losowych efektów

o wielkości εεεε każdy, zarówno zaniżających jak i zawyżających pomiar:
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Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej xk:



M. PrzybycieM. Przybycieńń Rachunek prawdopodobieRachunek prawdopodobieńństwa i statystykastwa i statystyka WykWykłład 7ad 7--99

RozkRozkłład normalny ad normalny -- wyprowadzeniewyprowadzenie
Zachowanie graniczne rozkładu 

dwumianowego dla dużych n:

Przechodząc z εεεε do zera, natomiast z n i k do nieskończoności, ale tak aby wariancja 
dążyła do stałej nεεεε2→ σσσσ2 dostajemy gęstość p-twa zmiennej x:
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co w naszym przypadku prowadzi do:
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WWłłasnoasnośści rozkci rozkłładu normalnegoadu normalnego
Wartość oczekiwana i wariancja:
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Wszystkie nieparzyste momenty centralne znikają ze względu na symetrię,

natomiast parzyste dane są przez: 

Dla k = 2 mamy 〈(x-µµµµ)4〉=3σσσσ4, co oznacza, że współczynniki asymetrii 

i spłaszczenia przyjmują wartości zerowe.
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Dystrybuanta rozkDystrybuanta rozkłładu normalnegoadu normalnego
( ) exp

exp dla

exp dla

x
ux du

x x

x x

−∞−∞−∞−∞

    
Φ = − ≅Φ = − ≅Φ = − ≅Φ = − ≅        ππππ     

     
 + − − >+ − − >+ − − >+ − − >        ππππ     
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RozkRozkłład normalny ad normalny -- przykprzykłładyady
PrzykPrzykPrzykPrzykłłłład:ad:ad:ad: Biolog chce oceniBiolog chce oceniBiolog chce oceniBiolog chce ocenićććć wpwpwpwpłłłływ snu zimowego na masyw snu zimowego na masyw snu zimowego na masyw snu zimowego na masęęęę ciaciaciaciałłłła wiewia wiewia wiewia wiewióóóórek. W tym celu warek. W tym celu warek. W tym celu warek. W tym celu ważżżży y y y 

1000 doros1000 doros1000 doros1000 dorosłłłłych osobnikych osobnikych osobnikych osobnikóóóów pw pw pw płłłłci mci mci mci męęęęskiej w pod koniec lata i wczesnskiej w pod koniec lata i wczesnskiej w pod koniec lata i wczesnskiej w pod koniec lata i wczesnąąąą wiosnwiosnwiosnwiosnąąąą. Okazuje si. Okazuje si. Okazuje si. Okazuje sięęęę, , , , żżżże e e e 

pomiary wykonane w lecie majpomiary wykonane w lecie majpomiary wykonane w lecie majpomiary wykonane w lecie mająąąą rozkrozkrozkrozkłłłład normalny o ad normalny o ad normalny o ad normalny o śśśśredniej redniej redniej redniej µµµµ=400 g i odchyleniu standardowym =400 g i odchyleniu standardowym =400 g i odchyleniu standardowym =400 g i odchyleniu standardowym 

σσσσ=100 g. Jakie jest =100 g. Jakie jest =100 g. Jakie jest =100 g. Jakie jest pppp----twotwotwotwo, , , , żżżże losowo wybrana wiewie losowo wybrana wiewie losowo wybrana wiewie losowo wybrana wiewióóóórka warka warka warka ważżżży w lecie pomiy w lecie pomiy w lecie pomiy w lecie pomięęęędzy 350 g i 450 g?dzy 350 g i 450 g?dzy 350 g i 450 g?dzy 350 g i 450 g?

(((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

g g g gx
P g x g P z

g g

P . z . . . . . .

− −− −− −− −− µ− µ− µ− µ    
< < = < ≡ < =< < = < ≡ < =< < = < ≡ < =< < = < ≡ < =    σσσσ    

= − < < = Φ − Φ − = Φ − = × − == − < < = Φ − Φ − = Φ − = × − == − < < = Φ − Φ − = Φ − = × − == − < < = Φ − Φ − = Φ − = × − =

350 400 450 400
350 450

100 100

0 5 0 5 0 5 0 5 2 0 5 1 2 0 6915 1 0 3830

PrzykPrzykPrzykPrzykłłłład:ad:ad:ad: Wyniki testu IQ przeprowadzonego w pewnej populacji majWyniki testu IQ przeprowadzonego w pewnej populacji majWyniki testu IQ przeprowadzonego w pewnej populacji majWyniki testu IQ przeprowadzonego w pewnej populacji mająąąą rozkrozkrozkrozkłłłład normalny o ad normalny o ad normalny o ad normalny o śśśśredniej redniej redniej redniej 

µµµµ=100 i odchyleniu standardowym =100 i odchyleniu standardowym =100 i odchyleniu standardowym =100 i odchyleniu standardowym σσσσ=16. Ile wynosi wynik testu poni=16. Ile wynosi wynik testu poni=16. Ile wynosi wynik testu poni=16. Ile wynosi wynik testu poniżżżżej ktej ktej ktej któóóórego wypada 85% rego wypada 85% rego wypada 85% rego wypada 85% 

populacji?populacji?populacji?populacji?

(((( )))) (((( )))) (((( ))))x
P x P z P z .

x
x z z

−−−−    − µ− µ− µ− µ
< = ≡ < = < = Φ =< = ≡ < = < = Φ =< = ≡ < = < = Φ =< = ≡ < = < = Φ =    σσσσ    
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100
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Z tablic odczytujemy:Z tablic odczytujemy:Z tablic odczytujemy:Z tablic odczytujemy: . . .
x
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−−−−

= ⇒ = ⇒ = ≅= ⇒ = ⇒ = ≅= ⇒ = ⇒ = ≅= ⇒ = ⇒ = ≅85
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(((( ))))
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(((( ))))exp exp exp ; ,
z t t z

dt z
∞∞∞∞

−∞−∞−∞−∞

                − − µ − µ − µ− − µ − µ − µ− − µ − µ − µ− − µ − µ − µ
    − − = − = µ σ− − = − = µ σ− − = − = µ σ− − = − = µ σ            

                 πσ σ σπσ σ σπσ σ σπσ σ σ π σπ σπ σπ σ σσσσ                 
∫∫∫∫

2 2 2

2 2 2 2
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2 2
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PrzykPrzykPrzykPrzykłłłład:ad:ad:ad: Suma niezaleSuma niezaleSuma niezaleSuma niezależżżżnych zmiennych z rozknych zmiennych z rozknych zmiennych z rozknych zmiennych z rozkłłłładu z rozkadu z rozkadu z rozkadu z rozkłłłładu Gaussa o parametrach adu Gaussa o parametrach adu Gaussa o parametrach adu Gaussa o parametrach µµµµ i i i i σσσσ::::
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Dwuwymiarowy rozkDwuwymiarowy rozkłład normalnyad normalny
Gęstość p-twa dwuwymiarowego rozkładu normalnego:

y yx x

x y x y

y yx x
C

    − µ − µ−µ − µ−µ − µ−µ − µ            − µ − µ−µ − µ−µ − µ−µ − µ                + − ρ =+ − ρ =+ − ρ =+ − ρ =                        σ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ− ρ− ρ− ρ− ρ                                 
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Elipsy kowariancji:

Proste regresji II-go rodzaju:
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(((( ))))
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y x
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y
y x

x

y x

y x

σσσσ
= µ + ρ − µ= µ + ρ − µ= µ + ρ − µ= µ + ρ − µ

σσσσ

σσσσ
= µ + −µ= µ + −µ= µ + −µ= µ + −µ

ρ σρ σρ σρ σ
1

(((( ))))

(((( ))))

x y x y

y yx x

x y x yx y

, ; , , ,

exp

x y

y yx x

µ µ σ σ =µ µ σ σ =µ µ σ σ =µ µ σ σ =

        − µ −µ−µ −µ−µ −µ−µ −µ            − µ −µ−µ −µ−µ −µ−µ −µ                    = − + − ρ= − + − ρ= − + − ρ= − + − ρ                            σ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ−ρ− ρ− ρ− ρ                 πσ σ − ρπσ σ − ρπσ σ − ρπσ σ − ρ                         
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98.9%34.5 (C=3)

86.5%22.0 (C=2)

39.3%10.5 (C=1)

udział

p-twa

wielokrotność
dyspersji

wartość
wykładnika

Kąt nachylenia dłuższej osi elipsy:

x y

x y

tan
ρσ σρσ σρσ σρσ σ

α =α =α =α =
σ + σσ + σσ + σσ + σ
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