


Wazniejsze rozktady p-twa

Rozktady zmiennej losowej dyskretne;j:

rozktad ptaski (jednostajny)

rozktad dwupunktowy (Bernoulliego)

rozktad dwu- i wielomianowy

rozktad ujemny dwumianowy (Pascala)

rozktad geometryczny

rozktad hipergeometryczny

rozktad Poissona

Rozktady zmiennej losowej ciggtej:

rozktad ptaski (jednostajny)

rozktad wyktadniczy i Erlanga

rozktad normalny (Gaussa)

rozktad Studenta
rozktad y2

rozktad F Snedecora-Fishera

M. Przybycien

Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Wyktad 7-2



Rozktad ptaski = zmienna dyskretina

W rozktadzie ptaskim (jednostajnym, statym, jednorodnym) kazdy sposrod n

mozliwych wynikow losowania jest rownie prawdopodobny:

Pk(n)=1 da k=1,2,..,n
n

n
Wartosé oczekiwana: E[k]= Z k— = Z K =
- n
Wariancja: =

vikl=¢£lk?]-(glk]) _Zkz——(s[k]) ——n(n+1)(2n+1)——(n+1)

0,101

Przykiad: Rozktad cyfr w liczbie =& jest zgodny
z modelem rozktadu ptaskiego.

0,1005

Przyktad: Pomiar za pomoca miernika cyfrowego.
Jako btad zaokraglenia warto przyjac dyspersje
rozktadu ptaskiego, a nie btad wynikajacy z klasy
przyrzadu.

0,0991

0,09854

0,098

——n(n+1)— —(n+1)

n* -1
12

0,14

0,09954
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Rozktad ptaski = zmienna ciagta

W rozktadzie ptaskim (jednostajnym, statym, jednorodnym) kazda wartosc¢ z
przedziatu [a,b] moze by¢ wylosowana z jednakowym prawdopodobienstwem:

1
f(x)=——  dla as<x<b
b—a
b 2 2
Wartos¢ oczekiwana: g[x]='[idx=_1 sz} =1b —a =1(a+b)
> b-a b—al 2 2 b-a |2
Wariancja:
b 2 b 2
B 5 2 _p X 2 1 (1, 1 2_(b—a)
V[X]—g[X ]_(S[X]) —£b_adX—(8[X]) —E(gx ja—z(a+b) = 12

Przyktad: Niech zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na przedziale [0,1].
Wowczas zmienna losowa t okreSlona rownaniem

t
X = kj exp(=At')dt’ =1— exp(=At)
0
czyl t=—%|n(1—x)=—rln(1—x) abo  t=—tIn(x)

ma rozktad wyktadniczy S(t; 7\,) — Xexp(—kt)
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Rozktad dwupunktowy: (Bernoulliego)

Eksperyment Bernoulliego ma dwa mozliwe wyniki ,sukces” i ,porazka”, ktore
wzajemnie sie wykluczajg i wystepujg losowo.

Probg Bernoulliego nazywamy ustalong sekwencje n powtorzen eksperymentu Berno-
ulliego. W kazdej probie p-two sukcesu p i porazki g = 1 —p sg identyczne, kolejne proby
sg niezalezne: wyniki dotychczasowych prob nie majg wptywu na wyniki kolejnych prob.

Rozktad dwupunktowy (Bernoulliego) ma postac:
P.(p)=p“(1- p)l_k gdzie k = 0,1

1
Wartos¢ oczekiwana: 8[k]=2k-P =0-(1-p)+1-p=p

Wariancja: VI[k]= Z(k p)’-P, _Zk P, —p>=0-(1-p)+1-p-p’ = p(1-p)

Przykfad: Urna zawiera 10 kul czerwonych | 10 kul czarnych.

— Losujemy kolejno 10 kul, zwracajgc wylosowang kule do urny przed kolejnym
losowaniem. Ten schemat odpowiada definicji proby Bernoulliego gdzie p=q=0.5

— Losujemy kolejno 10 kul, nie zwracajac wylosowanych kul do urny. To nie sg
proby Bernoulliego, poniewaz p-two sukcesu p zmienia sie podczas kazdej proby.
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Rozktad dwumianowy:

Rozktad dwumianowy to rozktad p-twa k sukcesow w n probach Bernoulliego,
czyli rozktad p-twa sumy n zmiennych losowych k = k; + k, + ... + k, kazda z

rozktadu dwupunktowego. e g

Rozktad p-twa dany jest przez: ﬁ“:g: p=0.05 p09.

N k n—k a _ g_ _g

Bk (n, p) = (kj P (1— p) ";Z_ p=0.25 0.5 p=0.75 _

gdziek =0,1,...,n "uli: :
u.usf—

Wartosc¢ oczekiwana i wariancja: T l )

glkl=np VIkl=np(1—p) " 2 & & & 0 & w i

liczha sukcesow k

Przyktad: Pewna linia lothicza stwierdziwszy, ze 4% pasazerow ktorzy wykupia bilety,
hie pojawia sie na lotnisku, przyjeta polityke sprzedazy stu biletow na samolot, ktory
ma tylko 98 miejsc. Jaka jest szansa na to, ze wszyscy ktorzy przyjda na lotnisko znajda
sie w samolocie? p=0.96 n=100

100 100
P(k<98)=1-18,(n,p)-B(n, p)=1—(100]- p"’"+( 9 j p”-(1-p)=0913
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Rozktad wielomianowy

Eksperyment wielomianowy (uogolnienie eksperymentu dwumianowego) polega na:
1. wykonaniu n identycznych prob, przy czym w kazdej probie mamy do czynienia
z | wzajemnie roztacznymi i jedynie mozliwymi zdarzeniami A, A,, ..., Aj
2. p-two zajScia zdarzenia A, wynosi p; i hie zmienia si¢ w kolejnych probach,
przy czym . p, = 1.
3. kolejne proby sg niezalezne, tzn. rezultaty dotychczasowych préb nie majg wptywu
na wyniki przysziych prob.
Niech zmienne losowe kj, k,,..., k; zliczaja liczby zajSc poszczegolnych zdarzen w
n probach, przy czym k; + k, + ... + kj = N. Funkcja p-twa rozktadu wielomianowego

dana jest przez: n!

J

Wartosci oczekiwane i wariancje: €|k, ]=np,  V[k, |=np, (1-p))
Przyktad: Urna zawiera 10 kul: cztery R, trzy G, trzy B. Losujemy 5 kul ze zwracaniem.
Jaka jest szansa wylosowania k; = 2 kul R, k, =2 kul G i k; = 1 kuli B?

51 (4Y(3)(3)
P =211 (10) (10) (10) =0.1296
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Rozktad geometryczny

Rozktad geometryczny opisuje p-two pierwszego sukcesu w k-tej probie

Bernoulliego: G ( p) _ p(l— p)k—l
. =

Wartosc¢ oczekiwana:

£[k]=gk-gk(p): pgk(l— p)*”’ idiq( ) =( )iq(quj:

k=1

:(l_q)diq[ngmj ~(1-a) t?q(l?qj 0

Wariancja:

=36, ()= P (k=141 ' =[m=k-1]= p3. (m+1'q" -
k=1 m=0

Z q"+2p)y mq”+pY’(1-p)" =pa),m*q"" +2pgY mq"" +qu=

= m=0 m=0 m=1 m=1

~qlk

1 _
>+2%+1 = <k2>=2%+—p v[k]:(k2>-<k>2=1p2p
Przyktad: Kontrola jakosci. Niech p-two wadliwego wyrobu bedzie rowne p=2-10°. Jaka jest szansa,

ze na pierwszy wadliwy wyréb hatkniemy sie wsrod pierwszych 10000 skontrolowanych wyrobow?
10000 9999 ( )10000 1

P=2p(1- p)’ —le p) =p a pp) =1-(1-p)"™" =002
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Rozktad ujemny dwumianowy

Rozktad ujemny dwumianowy (Pascala) opisuje p-two, ze do uzyskania n
sukcesow musimy wykonac k > n prob wedtug schematu Bernoulliego, przy
czym ostatnia proba zakonczona jest sukcesem:

le(n,p)z(lr(]:ijp”(l—p)k‘”, n=1,2,... k=nn+1n+2,..

Rozktad ujemny dwumianowy opisuje rozktad sumy niezaleznych zmiennych losowych,
kazda z rozktadu geometrycznego k = k, + k, + ... + kK

Ky+Ky+..4+k,—n

(p)=p(1-p)* " p(1-p)*" ... p(1- p) = p"(1- p)

Pk
Aby uzyska¢ rozktad sumy k =k, + k, + ... + k, musimy zsumowac¢ taczny rozktad

p-twa po takich wartosciach (k;, k,, ..., k.)) dla ktorych suma jest stata i rowna k:

U (np)= Y p(1- )kt [k_lj (1)

ky+k, +o K, =k n-1
Wartos¢ oczekiwana i wariancja rozktadu ujemnego dwumianowego jako sumy n nie-
zaleznych zmiennych kazda z rozktadu geometrycznego z tym samym parametrem p
dane sa przez: glk]=n v[k]=n(1_ )
P

2

P
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Rozktad hipergeometryczny

Eksperyment hipergeometryczny polega na wylosowaniu bez zwracania n
obiektow z populacji ztozonej z N obiektow wsrod ktorych jest K obiektow
posiadajacych pewng ceche i N — K nie posiadajgcych tej cechy.

Funkcja p-twa rozktadu hipergeometrycznego dana jest przez:

K\ N-K N=012,..
k n—-k n=0,1,2,....N

M, (N,K,n)= (NJ K=01,2,..N

n 0<k<min(n,K)
Wartosc¢ oczekiwana i wariancja:

Elkl=np v[k]=nqu_n K

N _1 gdzie p=ﬁ, g=1-p

Gdy N >0, K—00 ale tak, ze %-)p, 0< p<1 wtedy: H, (N,K,n) =B, (n,p)

Przyktad: Z partii 40 sztuk bezpiecznikow sprawdza sie 4 losowo wybrane. Jesli choc¢ jeden jest
wadliwy, to catg partie sie odrzuca. Jakie 4 346
jest p-two przyjecia partii zawierajacej P.=%H, ( N=40,K=4,n= 4) —

10% wadliwych bezpiecznikow? (440)

=0.6445

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 7-10



Rozktad wyktadniczy

Rozwazmy czas oczekiwania na przejazd samochodu. Brak samochodu w ciggu
n kolejnych przedziatow czasowych At=t/n dany jest rozktadem dwumianowym:

Q. =By(n,p)=(1-p)’

Niech p=AAt = % gdzie A (tzw. intensywnosc) okresla typowa liczbe zdarzen na
jednostke czasu:
NI VRN
n n t
At

Przechodzac z n do nieskoiczonosci Q, = (1 - j — Q(t; 1) =exp(-t)
P-two sukcesu w przedziale (0, t) :

P(O<t<t;A)=F(t;A)=1-Q(t;A) = 02T Czas oczekiwania na przejazd
= 1—exp(=At) ) samochodu (1000 pomiarow)

Funkcja gestosci p-twa rozktadu wykta- .o

dniczego ma postac: = 0:081 y = 0.193 exp(-0.193t)
©0,04 1
dF(t;A >
S(t;k)=%=kexp(—kt) 0 -
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31
gdziet = 0 oraz A > 0. Czas zycia to T = 1/A. czas oczekiwania [s]

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 7-11



Rozktad wyktadniczy

Wartosc¢ oczekiwana i wariancja:

© © 2
E[t]=1texp(-At)dt =%= T v[t]= xj(t —%) exp(—At)dt =L =1
0 0 A

Przykiad: (,Brak pamieci”) P-two braku samochodu w ciggu czasu T-:
Q(T)=1-F(T) =exp(-AT)

P-two, ze samochod nie przejedzie jeszcze dodatkowo w czasie t jeSli nie przejechat

w poprzedzajgcym czasie T to p-two warunkowe:

Q(t|T)=P(t>t+T [t>T)= P((btP?tTj?)(t >T))_ Pg@iﬂ) _ QéT(TJf)t) _

_exp(-A(t+T))
— exp(-AT)
Awiec Q(t+T)=Q(t)Q(T) czyli pozostaly okres zycia nie zalezy od przesztosci.
Uwagi:
m ,brak pamieci” jest cechg wylacznie funkcji wykfadniczej (oraz y=0 i y=1)
m prosty matematycznie, ale nie intuicyjny (starzenie sie cztowieka, urzgdzen)
m stosowany do opisu czasu zycia urzgdzen, ktorych czas zycia jest dtugi

=exp(-At) = Q(t)
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Rozktad wyktadniczy

Przyktad: W pewnym szpitalu, w niedziele wieczorem pomiedzy 18:00 i 22:00 zgtasza
sie na izbe przyjec¢ srednio 5 pacjentow w ciggu godziny. Zaktadajac, ze liczba zgltoszen
podlega rozktadowi Poissona, a czas pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami rozktadowi
wyktadniczemu, znajdz:

m Sredni czas pomiedzy kolejnymi przyjeciami: t =

% %: 0.2 h
m p-two, ze kolejne przyjecie nastgpi w ciggu 15 minut od poprzedniego:

0.25 0.25
P(x < 025) = jlexp(—ljdt=—exp(—L) —1- ex;{—%)ﬂnlss

T T
m  p-two, ze czas pomiedzy kolejnymi przyjeciami bedzie dtuzszy niz 10 minut:

0
P(x>0.1667)= [ exp(—lj dt = — exp(—ij - ex;{— 0-1667) _ 04345
otk T T 0.2 )|, 1660 02

m p-two, ze w dowolnej chwili czas do nastepnego przyjecia bedzie pomiedzy
15 i 25 minut: 0.4167
P(025<x<04167)= | 1exp(—1)dt _ ex‘(_ot_zj

o0

0.4167

0.25 T T 0.25

_ _0.4167 025 _
= exp( 02 )+exp( —0.2)—01620
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Rozktad Erlanga

Znajdziemy rozklad czasow oczekiwania na n-te zdarzenie. kgczny czas oczekiwania

na n zdarzen dany jest przez:

t=>t,  gdzie  E(t;A)=Aexp(-At)
i=1
Dla n =2 mamy t = t +t, oraz (wybieramy v =t,, a wiect,=u-vit,=voraz |J]| = 1):

g (tA)= T E(t-Vv,A)E(V A)dv = kzjexp (-2 (t=v))exp(-Av)dv =
=" exp(—kt)jdv =L (At) exp(—At)

t
Podobnie znajdujemy: &(tA)=[E(t-vir)E (wr)dv=
0

(At)’

5 exf—At)

= kzj(kv)exp(—k(t —v)) exp(=Av)dv = A’ exp(—kt)jvdv =

Rozktad czasu oczekiwania na n zdarzen ma postac (rozktad Erlanga):

()™
r'(n)
Zadanie: Udowodnij powyzszy wzor metodg indukcji matematyczne;.

E (t;A)=A exp(—At)
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Rozktad Erlanga

Przyktad: Przychodzimy do urzedu gdzie sg dwa okienka. Przed jednym czeka jedna
osoba, a przed drugim dwie. Jakie jest p-two, ze ustawiajac sie w diuzszej kolejce

dotrzemy do okienka szybciej?
E(t;;h)=rexp(—At,) &, (t,;A) =4t exp(-At,)
Laczny rozktad czasow oczekiwania dany jest przez:
f(ttid)=E(tiA)E (ty A) = A texp (<A (t, +t,))
Szukane p—two WYNOSi:
)= [ f(t ta)dydt, =2° [[ t,exp(-A(t, +1,))dt,dt, =

t, <ty <t
= }&th exp(—ktz) T expEAt, dt, |dt, = xzoftz exp(—ZMZ)dtz _1
Zadanie: Pokaz, ze w og6Inym przypadku dwéch kolejek (m>n) p-two to dane jest przez:

1 “m-1+k) 1
P(tm<tn)=2—mZ( m—1 jz—k

k=0
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Rozkiad Poissona

Rozwazmy proces podlegajacy rozktadowi wyktadniczemu.

Ze wzgledu na ,brak pamieci” po kazdym sygnale (np. przejazd samochodu) historia
powtarza sie od nowa, tak jakbySmy oczekiwali na pierwsze zdarzenie.

Jaki jest rozktad p-twa wystapienia k sygnatow w ustalonym czasie t obserwac;ji?
Niech zmienna losowa T, = t,+t,+...+t, 0znacza moment przybycia k-tego sygnatu.
Szukamy p-twa P((T, <t) n (T, > 1)), gdzie zmienna losowa T, =T, + t,_,.

taczna funkcje gestosci p-twa niezaleznych zmiennych losowych T, i T, ., znajdujemy
pamietajac, ze zmienna T, podlega rozktadowi Erlanga:

AT, k-1 (AT, k-1 T -
}L((k_)l)| exp(—ka).kexp(—ktk+1) A ((k )l)l exr(_}\'(Tk+tk+1)) A\ ((k )1)' eXQ—XTkH)

Ze wzgledu na jednostkowy jakobian przejscia od zmiennych T, t, ., do zmiennych
T,, T.., taczna funkcja gestosci p-twa ma postac:

f(Te Teuri ) =A ( ) exp( AT 0<T, <T,_, <o

k+1?

Szukane p-two jest wiec réwne. P((T <) (T, > t)) -

k+1? (k 1)' k

t oo k-1

= [ f (T i) dT, ,dT, =27 j udT j exp(-AT,,,)dT,,, = _ ()" exp(—At)
0t
M
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Rozkiad Poissona

Oznaczajac przez p = Al otrzymujemy rozktad Poissona liczby sygnatow k=0,1,... |Mat4

w okresSlonym przedziale czasu: - .plea.y.w.
},lk i:; 0.6 =
P(p) = WGXP(—M) 0.5y K05 ;
' 0.4 =
Wartos¢ oczekiwana i wariancja: N E
o " . H= ]
Elkl=2 kR (1) =n 2y = =10 ;
k=0 0.15 -
Vk:ookZ’P —u?= 0= IR TR TS
[ ] kz=(; K (l"l') l"l' l"l' ’ : ! ] a - 14 liclz‘:)a suklcisow l;:o
Btad liczby zliczen jest rowny pierwiastkowi 2 T me
z tej liczby: DIKT 1 g 05T
D[k]:\/7 g[[k]]:\/7 © 02+ .
l"l 0,15T e ]
Przyktad: Wyniki dotyczgce obserwaciji liczby k 017
samochodow w 10 sekundowych przedziatach 0,05 T H .
czasu. Parametr rozktadu Poissona: 0 P b oy g oy oo
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=At=0.193 [1/s]x10 [g=193

liczba k samochoddéw
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Rozkiad Poissona

Zwigzek rozktadu dwumianowego z rozktadem Poissona.
Jakie jest p-two wystapienia doktadnie k zdarzen w przedziale czasu [0, t]?

B (n.p)= k!(nnik)! p* (1-p)" =%n(n—1)(n—2)...(n—k+1) p“(1-p)"™

Jesli p-two sukcesu w pojedynczej probie dane jest przez p = A t /n to dostajemy:
n—k

Bk(n,p)=%n(n—l)(n—z)...(n—k+1)(%)k(1—M) _

4o )

n—k+1 (}\,t)k 1_& i I—E K
n n n
Dokonujac przejscia granicznego

7~ N\

0.4:I‘IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
b O

el
W
un
T

¢ rozklad dwumianowy

B, (n,p), P, (np)
=]
[#8]
|

dostajemy: k 3E  n=10,p=0.1 o rozklad Poissona
(M)" e E025E
B, (n, p)W)ka (At) = Te 02F :=:0’ p=t
| 0.15EF 8 n=100, p=0.1

Zastosowanie do rzadkich zdarzen
(np. liczba katastrof,
btedow drukarskich, 3

. . . . 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
rzadkich rozpadow jadrowych, itp.) liczba sukcesow k

855
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Rozkiad Poissona

Eksperyment Poissona polega na zliczaniu zdarzen (sukcesow) w okreslonej jednostce
czasu lub przestrzeni generowanych przez proces Poissona o nastepujgcych cechach:

= istnieje eksperymentalnie okreslona stata A, bedaca srednia czestoscia
pojawiania sie sukcesow w ustalonej jednostce czasu lub przestrzeni,

= liczby sukcesow wystepujace w dowolnych ustalonych i nie przekrywajacych sie
podjednostkach sg wzajemnie niezalezne,

m jesli ustalong jednostke podzielimy na bardzo mate podjednostki h, to p-two
doktadnie jednego sukcesu w kazdej z podjednostek jest mate i takie samo,
i w granicy dazy do Ah,

= p-two wiecej niz jednego sukcesu w bardzo matej podjednostce dazy do zera.

Przyktad: Producent kabli chce uzywac rozktadu Poissona do oceny liczby defektow.
Badajac wiele 4-metrowych odcinkow stwierdza, ze Srednio zawierajg one 4 defekty.
Czy spetnione sg warunki procesu Poissona?

Przyktad: Pod koniec kazdego tygodnia zlicza sie w klinice w duzym miescie liczby
nowych przypadkow zakaznej choroby. W ciggu ostatnich trzech tygodni zanotowano
odpowiednio 2, 10 i 30 przypadkow. Czy spetnione sa warunki procesu Poissona?
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