


Nierownoesc Chebyshevia

Niech X, X,, ..., X, beda niezaleznymi i pochodzgcymi z tego samego rozktadu
(o wartosci oczekiwanej p i dyspersji o) zmiennymi losowymi.

Warto§é Srednia: X =%in = 8[7]=£[%in}=%zg[xi]=%n£[x]=£[x]sp
i=1 i=1 i=1

Player

Math -1 1 < B 1 < - 1 __2
V[X]—V[ﬁgxi}—F;:V[Xi]—an[XLc:]

Twierdzenie: (Nierownos¢ Chebyshev’a). Dla dowolnej zmiennej losowej X

i dowolnej liczby & >0 zachodzi:  p(|x- E[x]|>¢) < _v[x]
Dowéd: V[x]= I_ x—p)" f(x)dx>

> (x-p) f(x)dx>j

o |X—u|28

e f (x)dx=¢’P(|x—p|>¢)

X u>8

Uwaga: ,Wiekszosc¢ p-twa dla dowolnej zmiennej losowej skoncentrowana jest wokot
wartosci oczekiwanej w zakresie kilku dyspers;ji”:

P(|X—!~l|<k0) 1- P(|x- |>k5)>1_V[X] 1

1- —
k’c &
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Prawo wielkichi liczb

Przyktad: Zastosowanie nierownosci Chebyshev’a do rozktady wyktadniczego

z parametrem A = 1.
P(|x—p/<ko)=P(Ix-1<k)=P(1-k < x<1+k)= P(x<1+k)=1- "

K 1 2 3 4
Chebyshev |0 0.750 |0.889 [0.938
P(]x-m|<k)[0.865 [0.950 |[0.982 |0.993

Zastosujmy nierownosc Chebyshev’a do wartosci Sredniej:
o> Math

P(|7(— ],l| > 8) < SLZV[T(] = ngz Player

Twierdzenie: (Prawo wielkich liczb). Dla dwu dowolnych liczb d i € istnieje taka
liczba naturalna N, ze dla wszystkich liczb naturalnych n > N zachodzi:

P(I%-nbe)<s < ImP(X-pnpe)=0 o

Player
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Centralne twierdzenie graniczne

Jesli dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych X, X,, ..., X, pochodzacych
z dowolnego rozktadu, o skonczonych wartosci oczekiwanej u i dyspersji o,

s : : X, — 1
to rozktad gestosci zmiennej losowej z, = gdzie X, = —Z X :;:;’;
G/\/7 i=1
dazy do standaryzowanego rozktadu Gaussa.
2 E
2 n=1 n= iE n=
1.5 L5 ;
1 [
1 0.5
0.5 0.5 -
0 0 0‘[11[11111[1111
0 0.5 1 0 1 2 0 1 2 3
0.8 F n
: 0.4 : n=20
0.6 - 0.3 0.2F
0.4 F 0.2 -
0.2F 0.1 .
0F 0 ok
0 2 4 0 5 10 0 10 20
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Suma zmiennych poissonowskich

Przyktad: Rozwazmy sume dwoch niezaleznych zmiennych losowych k oraz |

obie z rozktadu Poissona o tym samym parametrze L.
taczny rozktad p-twa zmiennych k oraz | ma postac:

k j kK
H ogvH gr_HBH

Pi(w)=R ()R (W) =17e Fre =75

Rozktad zmiennej losowej m = k+] otrzymujemy z powyzszego tgcznego
rozktadu sumujac po wszystkich parach (k, ) takich ktorych suma jest stata

i rowna m:
) mk L (2u)m 2
H —ap -2u
P _k_HZ:m Pk](]vl) e Zkl(m k)' ml e kzo( J =—m! e

Zmienna losowa m bedgca suma n niezaleznych zmiennych losowych
z rozktadu Poissona, bedzie wiec miata rozktad:

(nu)
m!

P (Nu) =
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Zachowanie graniczne r. Poissona

K k i gr ek_,Ll ‘ _k_%
R(u)_%eug uk* € =" k> =\/T(E) = |[K=p+X
Jank e 2 k T
X —M—X—l
_ e u+x) z ( ( 1) ( XD~ 1
- =——=exp| X—| p+X+=|In|1+=]| (= . |
' Nz wixeg il 143 |=ln(142)= 21 2
= - exp X_(u+ X+1) 1_1(1)2 ~ 1 1\2
— 1 exp_X2+X— ;3;;0'14;_"'|"Iu'='16|- 'll"l""|"--|...._;
\/275\/; 2p 012 _
, 0.1F 20 _:
1 (k—(u—O.S)) 0.08F - _;
= exp| — ok __
N2mo P 202 006E E
0.04 F _:
0.02F . . :
O =4U 00' ; 91101 - 2&()““215““30 .315““;0

liczba sukcesow k
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Zachowanie graniczne r. dwumianowego

Przyktad: P-two, ze w czasie T przestanie Swiecic jedna zarowka jest rowne

p = 0.1 Jakie jest p-two, ze w czasie T sposrod n = 100 zarowek przestanie
Sswiecic¢ od 7 do 19 przy zatozeniu, ze zarowki przepalaja sie niezaleznie?

Obliczenia bezposrednio z rozktadu dwumianowego sg czasochtonne:
19

19 100 ]
P(7<k<19)=>"B,(n=100, p=0.1)=2( ) ](0.1)k (1-0)™" = 08809
k=7

k=7
. _ , 1 (k —np)’
Korzystajac z tw. de Moivre’a - Laplace’a |3 (n, p)= exp(—
mamy: J27npq 2npq
Math
P(7sk319)=P(7 05-np k-np 19+05- ”p}_ peaye
e \/np e

_ F,(7—0.5—10 ., 19+05-10
J9 J9
=®(317)-d(-117)=d(317)+®(117)-1=09992 + 0 8790 —1 = 0 8782
Bez ,0.5” otrzymalibysmy: P(7<k <19)=P(-1<z<3)=®(3)-®(-1) = 0 8400
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Estymacja - podstawowe pojecia
Celem pomiarow jest znalezienie rozktadu p-twa lezacego u podstaw badanej
cechy (badz przynajmniej jego najwazniejszych parametrow).

Populacja - zbior wszystkich przedstawicieli posiadajacych badana ceche.

Probka losowa - reprezentatywna probka catej populaciji, tzn. taka, ktora

odzwierciedla wszystkie cechy i zwigzki w niej wystepujgce.

Probka obciazona - probka w ktorej brakuje pewnych klas przypadkow,
(np. ze wzgledu na skonczone rozmiary detektora, skonczony czas pomiaru, itd.)

Mowimy, ze probka jest prosta, jesli wszystkie wystepujace w niej zmienne
losowe sg niezalezne (schemat losowania niezaleznego).

W przeciwnym wypadku probke nazywamy ztozona.

Statystyka - dowolna funkcja f (X4, X, ..., X,) proby losowej X;,X,, ... ,X,.

Niech rozktad badanej cechy X populacji zalezy od nieznanego parametru 0,
ktory bedziemy szacowali ha podstawie n elementowej proby prostej X;,X,, ... ,X,
pobranej z tej populaciji.
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Estymator: i estymata

Estymatorem parametru 6 nazywamy kazdg statystyke én (Xl,x2 Leens x]),

ktorej wartosci przyjmujemy jako oceny tego parametru.
Estymata (oszacowanie, ocena) parametru 0 to wartos¢ estymatora 0. jaka

przyjmuje on dla konkretnej probki losowej.
Estymator, ktorego wartos¢ oczekiwana jest rowna wielkosci estymowanej,

8[én:| =0, hazywamy estymatorem nieobcigzonym.

Jesli istnieje 8I:én:|, Iecz8[@)n] # 0, to 0, hazywamy estymatorem obcigzonym
parametru 0, natomiast réznice B_ (0) = £[én]— 0 - obcigzeniem estymatora.

Estymator nazywamy asymptotycznie nieobciazonym jesli zachodzi:

lim B, (8) =lim £[6.]-0=0

N—o0 N—o0

Estymator nazywamy zgodnym, jesli wariancja tego estymatora dazy do
zera dla liczebnosci proby dazacej do nieskonczonosci.

Przyktad: Estymatorem nieobciazonym wartosci, ; ;
) /1 1 1 1 e
oczekiwanej jest Srednia arytmetyczna: (X) = <ﬁ§xi > = ﬁ<§xi > iy (xi)=—n{x)=(x)=p

n
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Estymator wariancji

. . : ‘2 1 -
Sprawdzmy czy estymatorem wariancji jest wielkosc: S; = HZ (%— X)2

Wariancja wartosci Srednie;j:

vizi=((sewy) =[S Exu] =l (Erom] ) (S 0eon) )-

_%<§l(x —u)(xj—u)>—% J=1<(X —u)(xj—u)>=%zl<(x _u)2>+%i,j;1<Xi__u><XJ_u>=
=L mixi=1vix
n n 1 n 5
Nieobcigzony estymator wariancji: Si =ﬁ ( >§—7() <§> =V A
4=l
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Btad btedu

Wariancja estymatora btedu pojedynczego pomiaru dana jest przez:

V[g]=(s)~(g)" = {0 ) -5V A

Estymatorem wielkosci V[SX] jest kwadrat btedu kwadratu btedu:

= oD (- 3)( 204 nnzssf} e (GRS

Gdy probe pobieramy z rozktadu normalnego wowczas mamy:

2\ (2K)!
D[s]= \/ n(n 1) \/ <(X_u) >_ K1 °
Potraktujmy wielkos¢ S)Z( jako kwadrat btedu (U=V* = S, = 2{ v> S ):
- oL
D|s |=20,D[s]
W przypadku rozktadu normalnego dostajemy:
D]

D[SX]E ZGX ZGX 1 Ox /Z(I’] 1)
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Btad' btedu = uwagi prak’ryczne

Podobnie dla Sredniej arytmetycznej mamy: 2 0-3f 2

as_D[s]_P[s]__ 1 e :
ST s o \a-n

Przyktad: Doktadnos¢ zapisu wyniku pomiaru. zj: E
X =9.87654321 s, =123456789 0.3 3 E

Dla n=5 mamy Ac/c = 35% czyli Ac = 0.4 0.25— _

dlatego wynik zapisujemy w postaci 10 + 1 0.1 = =

Dla n=50 mamy Ac/c = 10% czyli Ac = 0.1 of I R

dlatego wynik zapisujemy w postaci 9.8 + 1.2 ’ 10 20 i“

Interpretacja zapisu ,wynik + btad”:

- wartosS¢ zmierzona estymuje wartosc¢ oczekiwana,

- btad jest statystyczny, a jego kwadrat estymuje wariancje,

- rozktad p-twa wielkosci mierzonej jest symetryczny.
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Estymator kewariancji i wsp. korelacji
Nieobciazony estymator kowariancji to R= L'Zn:(xi -X)(y;-Y)

(R) =ﬁ<i(xi—f)(yi —7)> =ﬁ<i(xi-ux ~(%- uxr;) i

( n n
1 1
“h-1 \nCOV[X’y]_H(iZ=11<(Xi _UX)(yi_Hy)>+ i;§=:1<( X; _ux)(yj —Hy )>JJ =
_hcov[x, r):]_—ICO\{ Xy _ cov[xy]
Asymptotycznie nieobcigzony estymator . R
wspotczynnika korelaciji: S S
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Estymatiory = rozkiad dwumianowy

Estymator parametru p: (p)= <5> = l<k> = % np=p

Wariancja estymatora parametru p:

V[p]=(p*)-(p) =<(%)2>— p’ =%<k2>— p’ =%np((n—1) p+1)- p’ =% p(1- p)

Estymator wariancji estymatora parametru p:

1,~n 1/~ 1 1

—(B)-(P*)= —p———np((n 1) p+1)=-p-—(np* -~ p*+ p) =

1. 1. 1 1 1 0 L=l q_

=P PP - p=1p(1-p)-— p(l-p)=" 5~ p(1-P)
Nieobciazonym estymatorem warianciji jest: V[p]l=¢ = ﬁ p(1-p)

Estymator wariancji zmiennej losowej k:

(np(1-p))= n<%(1—&)>=<k>—%<k2>= np—%np((n—l) p+1)=(n-1) pq

n

Nieobcigzonym estymatorem wariancji jest: \} [k]= Sﬁ = % n IEJ(1 - Ib)
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Estymatiory = rozkiad wyktadniczy
Estymator parametru t: (7) = <f> _ <%Zn:ti > _ %ant )= %Z”:T .

Wariancja estymatora parametru t:

V[%]=V[%Zti} —V[Zt } lev[t,]=i2§nl:r2 =%12

Estymator wariancji estymatora parametru t:

<TZ>=<GZ‘t)> <Zt +.;1t't‘> iz(i:1<t?>+i¢:=1¢a>f j>j=

=i(n21:2 +n(n—1)1:2)=ﬂ—+11:2
n’ n

Nieobcigzonym estymatorem warianc;ji jest: \}[%] =s; =

~2

T
n+1
Estymator parametru A:

1 e - t)nl oM _ T x"~2 _x __n
<?>_t_;ti <> nk_[t(n e dt =[x == xjﬂ(n_z)!e ="
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Estymatiory = rozkiad wyktadniczy

Nieobcigzonym estymatorem parametru A jest: A = t_ 1_ nn— 1
Wariancja estymatora parametru A: zti
n-1 i=1
2 (}‘t) At » -1
gliz]=a(n-1y ! o A=A
2 » 1 2
vlil=2=la-ar =L

Nieobcigzonym estymatorem warianc;ji jest: \}[5»] = i = m?»z

Uwaga: Jesli ¢ jest estymatorem parametru ¢ rozktadu, a 6 = h(op)
jest funkcja tego estymatora to w ogélnosci 0 = h(o)
Estymator wariancji zmiennej losowej t z rozktadu wyktadniczego:

@=()={(150 ] ) {S0 Su =B S0 -

1#]=1 i#j=1

2
1 (h2e _)2)2h+l o Silewe_ 1 (¥
—nz(HZT +n(n-1)1?) = = = v[t]_st—n+1(§tij

i=1
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Metioda momentow

Przykitad: Rozwazmy rozkfad liniowy z hieznhanym parametrem 0:

f(x;9)=%(1+9x) ~1<x<1, -1<06<1
1 1
Wartosé oczekiwana zmiennej x: Elx]= [ xf (x;0)dx =%j x (1+6x) dx =%6
-1 -1
Estymator parametru 6: X = %é —~  0=3%

Jego wariancja: V[§]=9V[Y]=%V[x] =%(3—92)

Estymator parametru 0 na podstawie wariancji:

_ 2 2 _11 2 11 14
Vix]=&[x*]-€& [x]_z:[x (1+6x)dx 99 =3 99
2=1 15,

S, 3—5 — 0= 3—9§

W ogolnym przypadku do znalezienia estymatorow dla n parametrow
rozktadu potrzebujemy n momentow (najtatwiej wykorzystac najnizsze).
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