Wykiad



Funkcja generujqca rozktad (p-two)

Definicja: Funkcja generujaca rozktad (prawdopodobienstwo) (FGP) dla zmiennej

losowej X przyjmujacej wartosci catkowite nieujemne, nazywamy:

X
g, (D =&[t*]="t"-P(X=n)
n=0
Twierdzenie: (o jednoznacznosci) Jesli X i Y sg zmiennymi losowymi przyjmujagcymi
wartosci catkowite nieujemne to g0 =0, = kK=K

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach
catkowitych nieujemnych, oraz niech S, = X+ X,+...4+ X_ wowczas:

gs ()=]]9, (1)
Dowod: k=t

n n n
gsn (t) _ g[tX1+X2+---+Xn ] _ E[H tx" } _ H S[txk ]= H ng (t)
k=1 k=1 k=1
Whiosek: Jesli wszystkie zmienne X, X,,..., X podlegaja temu samemu rozktadowi,

wtedy: gSn (t)z(gx(t))n
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Funkcja generujqca rozktad (p-two)

FGP generuje prawdopodobienstwo, poniewaz:

k n—k g;n)(t)‘h
gy’ (1) = Zn(n D..(n-k+Dt"™-P(X=n) = P(X=n)=——"10=

TW|erdzen|e Nlech X bedzie nieujemna zmienna losowa o wartosciach catkowitych
oraz niech ¢F,‘|X|k < oo dla pewnego k=1,2,..., wtedy

E[X(X-1)...(X=k+1D]=g® (1)

Whniosek: W szczegolnosci dla k=1 i k=2 mamy
EXl<o = E[X]=g, (1)

ElX* <o = VIXI=gl(D+g, (1)—(g, D))
Przyktad: FGP dla rozktadu Bernouliego: {

g (t)=(1-p)t"+pt' =q+pt =

Przykiad: FGP dla rozktadu dwumianowego:

(
(N ek ) E[X]I=g, (1)=np
& (k)pq = {V[X]=92(1)+9;(1)-(9;(1))2=npq
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Funkcja generujqca rozktad (p-two)

Przyktad: FGP dla rozktadu geometrycznego ( P(X=k) = pg*, k=0,1,...)
znajdujemy FGP:

1
t“pg“ = pd (tq) da |tl<=
«(1) = Z o’ = pZ Q) qt :

Znajdziemy FGP dla sumy n nlezaleznych zmiennych z rozktadu geometrycznego (Fs):

S, =X+ X,+..+ X Os. (t)=(gx(t))n =(ﬁj
oraz sam rozktad p-twa:
—-n-k
P(S, =k)= klg(s‘:)(t)‘ pn(n+1) (n+k=Dg(1-qt)" | _ =

_(n+k_1)! Nk n+k-1 - ~
~ (n=D!'k! =l . /PO, k=01

Dokonujgc zmiany indeksu, otrzymujemy rozktad ujemny dwumianowy w standardo-
wej postaci:

n+k=j = P(Sn=j) (:1 1)pq , J=n,n+1,
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Funkcja generujaca moment

Definicja: Funkcjag generujaca moment (FGM) dla zmiennej losowej X hazywamy

funkcje zmiennej rzeczywistej t postaci: v, (t) _ g[etx]

pod warunkiem, ze istnieje stata h>0 taka, ze powyzsza wartos¢ oczekiwana istnieje

dia |[tl<h

Twierdzenie: (o jednoznacznosci) Jesli X i Y sa zmiennymi losowymi dla ktorych w
ewnym obszarze istnieja FGM, to

pewny A v, D=y, (1) = f,.(x)=1 (y)

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X  beda niezaleznymi zmiennymi losowymi dla ktorych
istnieja FGM, oraz niech S_= X + X,+...4+ X wowczas: -
ja h =Xt X, n ve (O=]Tw, O
k=1

Dowod:
v, (D)= gleem) | 2 8[1_[ e } =TT ele™ =TT wy, (O
k=1 k=1 k=1

Whiosek: Jesli wszystkie zmienne X, X,, ..., X_ podlegajg temu samemu rozktadowi,

wtedy: Vs (t)z(Wx(t))n
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Funkcja generujaca moment

Twierdzenie: Niech X bedzie zmienng losowa, dla ktorej FGM W/, (t) istnieje dla
|t| < h, gdzie h > 0, wtedy istnieja wszystkie momenty zmiennej X i sg okreSlone przez:

1 d
5[X ] = F\IIX (t)
Dowdd (zmienna ciagta):

_"etxfx(x)dx<oo = VX, >0 mamy Ietxf (x)dx < oo i j'etxf (x)dx < o

dla k=1,2,...

t=0

X1

Poniewaz dla dowolnego r > 0zachodzi |x|' /€® — 0 dla x — o wiec:

lel f (x)dx__[lxl f, (x)dx+j|x| f. (x)dx+j|x| f, (x)dx <

< _f e f, (x)dx +|x,| P (IXI<x,)+ _f e” f, (x)dx < 0

Rozniczkujgc FGM n-krotnie dostajemy:

(n)(t) J'Xn e*f (x)dx = (”)(t)‘ —Tx”fx(x)deE[X”]
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Funkcja generujaca moment

Przykiad: FGM dla rozktadu dwumianowego
=3 (o (1B =(pe +1-9)
i (t)=n( pe' +1- |O)n_1 pe’ = E[X]=y(0)=np
yy ()= n(n—l)( pe' +1- p)n_z( pet)2 + n(et +1- p)n_1 pe’ =

= E[X?]=y% (0)=n(n-1) p*+np
Przykiad: FGM dla rozktadu wyk’fadnlczego

v 1

tx AX (A—t)x _
je Ae Vdx = xje dx = SRR EYIR dla t<A
n I}\« n nl
\|/§()( )_(}\‘r_]t)nﬂ — E[X =F
1 i (t) = n! t"
t = = e =1+ —_— . ——
v (=117 Z; A Z;x n!

Ogolnie: \vx(t)=8[etx]=8[1+ztn>f} 1+Z _e[x"]
n=1 :
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Funkcja generujaca moment

Twierdzenie: Jesli (t) jest FGM zmiennej X, to FGM zmiennej Y = aX+f3

dana jest przez

Yy (1) = eﬁth (at)

Dowod:
v, (1) =[] =gle@?] = g[e*e] =y, (at)

Przykiad: FGM dla rozktadu normalnego

0 2
N(01) = \px(t)=Ie‘XLexp[—X—}dx=e‘2’2, dla -oo<t < 0

V2T 2
Aby znalez¢ FGM dla rozktadu normalnego N(u,c) wykonujemy transformacje
zmiennej i korzystamy z powyzszego twierdzenia:
Y=0cX+p = vy, (t)=e"y,(ot)= g2 gla —co<t<oo
Definicja: Funkcja generujaca moment (FGM) dla wektora losowego X = (X4, X,, ... X))

nazywamy funkcje Wy (t1’ ...,tn) _ 8[et1 X4+t X, ]
1 n

pod warunkiem, ze istniejg state h,, h,, ..., h >0 takie, ze powyzsza wartos¢
oczekiwana istnieje dla |tk| <h, k=1,2,..n.
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Funkcja charakterystyczna

Definicja: Funkcja charakterystyczng zmiennej losowej X nazywamy funkcje zmiennej

rzeczywistej t postaci:

WiasnoSci: Px (1) = g[eitx] = E[COS(’[ X)+i sin(t X)]

o, (V)| =le[e™ ]|< £le™]=1= ¢, (0)

" (o (1)) =€&[cos(t X)—i sin(t X)]= [ cod—t X+i sif—t X]=q, (-t)

= Rozktad zm. l. X jest symetryczny wtedy i tylko wtedy gdy f. ch. jest rzeczywista
o (D=Ele™ =0, (-1 = (o) (1)) =g, (V)

Twierdzenie: (o jednoznacznosci) Niech X i Y beda zmiennymi losowymi. Wtedy:

P (t)z(PY (1) = fx (x) = fy (y)
Przyktad: Funkcja charakterystyczna dla rozktadu dwumianowego

Ze“k( ) -p)" =(pe" +1- p)n

Przyktad: Funkcja charakterystyczna dla rozktadu wykfadniczego

itx AX (A—it)x A
je Ae M dx = xje dx_}y_It
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Funkcja charakterystyczna

Twierdzenie: Niech X bedzie zmienng losowg o dystrybuancie F i funkcji charakterys-

tycznej . Jesli F jest ciggta w punktach ai b, to wtedy:
T _—ith —ita

F (b)-F (a)=lim zlnje S gDk

Twierdzenie: Jesli spetniony jest warunek j |(p(t)| dt < oo to wéwczas zmienna X ma
rozktad ciagly o gestosci:

J‘ —|tx

275

Przyktad: Znajdz gestosc p-twa zmiennej losowej X, ktorej funkcja charakterystyczna
dana jest przez (o(t)=exp(2it—3|t|)

Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest catkowalna:

H(o dt = je3't'dt zje-“dt_—

Znajdujemy funkcje gestosci p-twa: f (x) =5 I dt exp(—itx +2it —3|t|) =% 3

(x=2)"+9
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Funkcja charakterystyczna

Twierdzenie: Jesli zmienna losowa X ma rozktad dyskretny to wowczas:

=P(K = k)_'T'TszI

Przyktad: Znajdz rozktad p-twa, ktorego funkcja charakterystyczna ma postaé () (t)=e

—ltk )dt

2it

Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest catkowalna: I ‘(p dt I dt =

Poniewaz mamy do czynlenla ze zmienng dyskretng, wiec:

S e |

sm(T(k—z))_ 0 dla k=2
|1 dla k=2

-T

=hm T(k-2)

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X  beda niezaleznymi zmiennymi losowymi dla ktorych
istnieja funkcje ch., oraz niech S = X + X,+...4+ X wowczas: a
95, (=] Joy ()

Twierdzenie: Jesli @ (t) jest f. ch. zmiennej X, to f.ch. zmiennej Y = a X+ [} dane

jest przez 0y (t) = eiBt(pX (Ott)
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Funkcje charakterystyczne

Przyktad: Znajdz rozktad sumy dwoch niezaleznych zmiennych losowych z rozktadu

Poissona o parametrach u, i ,.
o(t)= Ze'kt " e =e"y ui!t) =exp(p(e" -1))
= o (t)e (t )=exp(u1(e”_1)) exduz(e"—l))= exp((ul+u2)(e”—1))

Z postaci funkcji charakterystycznej wynika, ze rozktad sumy niezaleznych zmiennych
losowych z rozktadu Poissona o parametrach p, i 1, podlega rozktadowi Poissona o

parametrze 1, +L,.
Twierdzenie: Jesli istnieje n-ty moment zmiennej losowej X to jej funkcja charakterys-

tyczna jest n-krotnie rozniczkowalna i zachodzi:

dla k=12,....n

m, 5[X ]_—kdk(PX()

=0

(") dla t—0

(px(t) 1+Zs[x ]('t)

waga: F. charakterystyczna istnieje dla dowolnego rozktadu, w szczegolnosci dla takiego, ktory
hie posiada wszystkich momentow.
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Randomizacja i sumy losowe

Przykiad: (kontynuacja przykifadu ze strony 6-10) g, (t) = gh(t-1)
Y|X=neB,(n p) gdzie XeP, (1) g, (1) =(q+ pt)"

Korzystajgc z FGP oraz twierdzenia o warunkowej wartosci oczekiwanej otrzymujemy:

Oy (t) 8[tY] 8[8[tY | X = n:|:| [ q+ p’[) :I Oy (q_|_ pt) _ e?»((qwt)—l) — hp(t-D)

A wiec zmienna losowa Y podlega rozktadowi Poissona z parametrem Ap.

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X beda niezaleznymi, nieujemnymi, zmiennymi losowymi
o tym samym rozktadzie oraz niech N bedzie nieujemng zmienng losowg niezalezng od
X, X,, ..., X . Definiujemy S, =0oraz S, = X+ X,+...+ X dla n>1, wéwczas:

g, (1) =g, (9, (1))

Dowod:

g ()=£le™]= Zs[etMN n]-P(N=n)= Zs[

o0

=Y eles]-P(N=n)=Y (g, (1) -P(N=n) =g, (g, (1))

n=0
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Losowe sumy zmiennych losowych

Twierdzenie: Zatozmy, ze spetnione sg warunki poprzedniego twierdzenia.

a) Jesli E[N]<w i E[X]<0 = £[S,]=E[N]-E[X]

b) Jesli dodatkowo

VINl<o i V[XI<ewo = V[S,J=€[N]-VIX]+(£[X])*- VIN]

Dowdd (a):

05, D=0y(0(D) = g5 O] =0i(9xD)- g5V, = £[S,]=¢€INl-£[X]
0) g5 (0] =0 (g (D)-(g (D), + (g (D) gt (V)] =
= £[N(N-D]-(£[X])" +£IN]-£[X (X-1)]
VIS =, ] +05 0] —(g5 )] =

= E[N(IN=D]-(E[X]) + EIN]-E[X X=D]+EINT-EX]-(EN1-€[X 1) =
= £[N]- VIX]+(£[x])"- VIN]
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Losowe sumy zmiennych losowych

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X. beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym

Rozktadzie, dla ktérych istnieje FGM dla|t| < h gdzie h>0. Niech N bedzie nieujemna
zmienna losowa o wartosciach catkowitych, niezalezng od X, X,,..., X . Definiujemy
S =0oraz S =X+ X,+...+ X dla n>1, wéwczas: Vs, (t) = gN(\yX(t))

Przyktad: Niech X, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi z rozktadu wyktadniczego oraz
niech N € Fs( p) bedzie niezalezna od X, X,, ..., X,. Znajdz rozktad S, = X+ X,+...+ X

n

A
Pyt A
NeFs(p)=pa s, (0=0y (wx(D)=—2==Pomy ()
1-gq-2> P
U A
_ ok _ P _pr—pt_ p
N Ge(p)=pd \sz(t)—gw(‘I’x(t))—l_q r o=t P9
A—t

Twierdzenie: Niech X, X,,...,X_ beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie oraz niech N bedzie nieujemna zmienna losowa o wartosciach catkowitych,
niezalezng od X, X,,...,X,. Definiujemy S, =0oraz S = X+ X,+...+ X dla n=>1,

wowczas: P, (t) = gN((pX(t))
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