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Estymacja - podstawowe pojecia

Celem pomiarow jest znalezienie rozktadu p-twa lezacego u podstaw badanej cechy

(badz przynajmniej jego najwazniejszych parametrow).

Populacja - zbior wszystkich przedstawicieli posiadajacych badang ceche.

Probka losowa - reprezentatywna probka catej populacji, tzn. taka, ktora odzwierciedla

wszystkie cechy i zwigzki w niej wystepujace.

Probka obcigzona - probka w ktorej brakuje pewnych klas przypadkow,

(np. ze wzgledu na skonczone rozmiary detektora, skonczony czas pomiaru, itd.)

Mowimy, ze probka jest prosta, jesli wszystkie wystepujace w niej zmienne losowe sa
hiezalezne (schemat losowania niezaleznego).
W przeciwnym wypadku probke nazywamy ztozona.

Statystyka - dowolna funkcja f (X, X,, ..., X,,) proby losowej X ,X,, ... ,X.

Niech rozktad badanej cechy X populacji zalezy od nieznanego parametru 0, ktory
bedziemy szacowali na podstawie n elementowej proby prostej X,,X,, ... ,X,, pobranej
z tej populaciji.
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Estymator i estymata

Estymatorem parametru 6 nazywamy kazda statystyke 0O, (X1 Xy y ey X ) , ktorej
wartosci przyjmujemy jako oceny tego parametru.

Estymata (oszacowanie, ocena) parametru 0 to wartos¢ estymatora én jaka przyjmuje
on dla konkretnej probki losowe;j.

1
Przyktad: Estymatory parametru 6 rozktadu ptaskiego: f (X; 9) = 6 dia 0<x<6
Zatozmy, ze dysponujemy n elementowa probka prosta z tego rozktadu X;,X,,..., X,

N

n T1 =Xpn - ze wzrostem liczebnosci probki coraz blizszy wartosci 0, ale zawsze jq zaniza
. .’I‘. _n+ 1X - X1y Xy, .. X, dzielg [0,9] na n+1 przedziatow
2 n ™" i sg rownomiernie rozmieszczone

N

Ty =X, +X,,, - korzystamy z faktu, ze Xin | X, 8@ Srednio rownoodlegte od brzegow

T4 = (n + l)Xl;n - to nie jest dobry estymator ze wzgledu na duzg wariancje
= T,=2X - warto$é srednia wypada w srodku przedziatu
Definicja: Estymator 0, parametru 6 nazywamy zgodnym, jesli zachodzi:

imP (|6, -6|<e)=1 < limP([o,-6]>¢)=0

N—o0 N—o0
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Estymatory zgodne i nieobcigzone

Przyktad: Czy estymator T1 =X, Z poprzedniego przyktadu jest zgodny?

P(Xist)zé da 0<t<® = P(ist)zP(xlst,...%st)z(%)
Dla 0 <e<6 mamy P( 'Al'l—e‘gg):p(-]-l29_8):1_(968) 1

Estymator, ktorego wariancja dazy do zera dla liczebnosci proby dazacej do nieskon-
czonosci jest estymatorem zgodnym (na podstawie nierownosci Czebyszewa):
2

P én—e\28)=0)

Definicja: Estymator, ktorego wartosc¢ oczekiwana jest rowna wielkosci estymowanej,

én—e\ze)scé; = (cg >0 = IimP(

€ N N—oo n—oo

g[én] — @ nazywamy estymatorem nieobcigzonym.

Jesli istnieje 8[9n :I, lecz 8|:én:| =0, to 0, hazywamy estymatorem obcigzonym
parametru 0, natomiast réznice B (0)= 8[9n :I — 0 - obciazeniem estymatora.
Estymator nazywamy asymptotycznie nieobcigzonym jesli zachodzi:

lim B, (8) =lim £[6, ]-06=0

N—>00 N—o0
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Estymator wartosci oczekiwanej i wariancji

Przyktad: Estymatorem nieobcigzonym wartosci L )
oczekiwanej jest Srednia arytmetyczna: < > < ZX > <Z >=HZ<Xi>=ﬁn<X>=<X>= K

1

Sprawdzmy czy estymatorem wariancji jest wielkosc: Z( X, —
()= (33058 ) =2 (05w~ Gew) )= <Z((>9 2 u)(X—u)+(X—u) )-
(30w 20 3 1) o) )= 30 20 () (o)) -

=%<2(xi_ W) = n(%-p) >=H<Z(xi— W) >_<(7_ ul)_l>=<(x- @)’ )= ((R-)*) = VIx] - VIx]

i=1
Wariancja wartosci sredniej:

VIRl = ((x-w)’) - <[ > nl<( _nu)2>=%<(g(xi_u)f>=

1

=;<z”:(xi—u)( )> o 2 {00 = s (05w s 3 s )=

ij=1 =1 n-

=L nvixl= 1 vix]
n n 1
Nieobciazony estymator warianciji: =1 (>q X) <S§> =VI[A
4=

X
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Btad btedu

Wariancja estymatora btedu pojedynczego pomiaru dana jest przez:

V=) (5] = H{oew) -t v

Estymatorem wielkosci V[Si:l jest kwadrat btedu kwadratu btedu:

% - “(n- 2)(n 3)( Z( ) nn;3§) (n- 2)(n 3)21:(()“_)()2‘§)2

Gdy probe pobieramy z rozktadu normalnego wowczas mamy:

o 2 2\ (2k)!
v[sw - dsot e (w0

Potraktujmy wielkosé SX jako kwadrat btedu (U =V’ = S, = 2< V> S ):
2 | ~
D| s |=26,D[s]

W przypadku rozktadu normalnego dostajemy:

7
D[SX] =~ D[SX] Math

1 [2 5, 1
ZGX _ZGX n—lGX_ /Z(n_l) GX Player
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Btad btedu - uwagi praktyczne

Podobnie dla $redniej arytmetycznej mamy: :% 08— 17T

0.7 —

s s o \a(n-1) 3 E

0.5 -

Przykiad: Doktadnos¢ zapisu wyniku pomiaru. = ]

0.4 —

X=9.87654321 s =123456789 0.3 E E

Dla n=5 mamy As/s= 35% czyli As= 0.4 02 3 E

dlatego wynik zapisujemy w postaci 10 + 1 “'1 = =

Dla n=50 mamy As/s= 10% czyli As= 0.1 “5 T T -
dlatego wynik zapisujemy w postaci 9.8 + 1.2 0 10 20 30

I

Interpretacja zapisu ,wynik + btad”:

- wartos¢ zmierzona estymuje wartosc oczekiwana,

- btad jest statystyczny, a jego kwadrat estymuje wariancje,
- rozklad p-twa wielkosci mierzonej jest symetryczny.
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Estymator kowariancji | w5p kor'elacji

,
1 n
-4 kncov[x,y]—;[g«m—ux)(yi—uy)>+i;1<(m—ux)(yj-uy»]j =
_ncov[x,y]-co( x,yf _ cov[xy]
n-—1
Asymptotycznie nieobcigzony estymator wspotczynnika korelacji: 1 = SRS/
X
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Estymatory - rozktad dwumianowy

A1 Jaa\ s kY 1 1 1
v[pl=(p*)-(p) =<(ﬁ) >— p* =—5(k*)-p’ =an((n—1) p+1)- p’ =—p(1-p)
Estymator wariancji estymatora parametru p:

(B) -1 =5 p—pznp((n-1) p+1) -

1 1
=h P 5 p2+F Z—F p=ﬁ p(1-p)-—= p(1-p)=—p(1-p)
Nieobciazonym estymatorem wariancji jest: V[p] =5 =

Estymator wariancji zmiennej losowej k:
(np(1-p))= n<%(1—kﬁ)> - <k>—%<k2> - np—%np((n—l) p+1)=(n-1) pq

Nieobciazonym estymatorem wariancjijest:  V[k]=s? = Ll np(1-p)
n —_
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Estymatory - rozktad wyktadniczy
Estymator parametru t: (1)=(1)= <%Zn:ti > = %i(t )= %Zn:t =1

Wariancja estymatora parametru t:
- 1< 1
= — t — t i
e v[ni; } v[z } !
Estymator wariancji estymatora parametru t:

<%2>=<(r1]izn;ti) > <Zt + Zt,t1> lz(n t2)+ >t j>]=

1 n" = n

I¢j

=%(n212 +n(n—1)12)=n—+112

Nieobciazonym estymatorem wariancji jest:  V[1] = S =

T
+1
Estymator parametru A:

<i>:t=znjt. :<ﬂ>=nle(M)nle“dt:HX:MH: L x]o X _ergx=—11,
t = ! t _ n 0( _
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Estymatory - rozktad wyktadniczy

Nieobcigzonym estymatorem parametru A jest: ;1 _n t_ 1 = nn_ 1
Wariancja estymatora parametru A: Zti
i=1
1 ) oM gt = )2 n-1
e[r*]=r(n-1y’ j o TR S
V [}\‘] 2 . }\’2 — L}\’Z

2 n—2
Nieobcigzonym estymatorem wariancji jest: \}[71] = Si = ﬁiz
Uwaga: Jesli @ jest estymatorem parametru ¢ rozktadu, a 0 = h(p) jest funkcja tego

estymatora to w ogélnosci 0 = h(Q).
Estymator wariancji zmiennej losowej t z rozktadu wyktadniczego:

@)= ={(35n) )= S Sa =B 0]

i #] i£j=

2
L (e in(no1)e?)=nt1 ilecz oL [N
—nz(nZT +n(n-1)7?) = —T = V[t]_st_n+1(l ti)

-1
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Metoda momentow

Przyktad: Rozwazmy rozktad liniowy z nieznanym parametrem 0:

f(mey:%u+ex) _1<x<1, -1<6<1
1 1
Wartosé oczekiwana zmiennej x:  E[x] = I xf (x;0)dx =%J' x(1+06x)dx = %9
71 1
Estymator parametru 0: X = %@) = 0=3X
Jego wariancja: vi[e]=9v[x] = 9 1 ( 2)
: = X _HV[X]_H 3-0

Estymator parametru 0 na podstawie wariancji:

1 ( 1 1 1
V[x]—t’[x] E*[x] 2:‘;x (1+6x)dx 99 3 99

o _1_14 o= [3_
’ SX—3 99. .: 9—’3 9§ ’
W ogolnym przypadku do znalezienia estymatorow dla n parametrow rozkiadu
potrzebujemy N momentow (najtatwiej wykorzystac najnizsze):

(33 )4 B ) -5 )=o) -,
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Znajdowanie estymatorow

Przykfad: Niech x; (i=1,...,n), oznacza liczbe sprzedanych samochodow w salonie w
ostatnich n dniach. Jesli sprzedamy samochod to na nastepny dzien bedziemy musieli

sprowadzic z fabryki brakujace modele. Chcemy oszacowac p-two, ze w danym dniu
hie sprzedamy zadnego samochodu.

- Jesli przez sukces bedziemy rozumieli zdarzenie polegajace na braku sprzedazy
samochodu w danym dniu, to estymatorem f)l moze byc¢ stosunek liczby dni w ktorych
hie sprzedano zadnego samochodu do liczby wszystkich dni obserwacji:

. K

p=-"  gdze k= > 1
1%, =0
Zmienna k, podlega rozktadowi dwumianowemu:

0
W zwiazku z tym rozkiad p-twa estymatora |51 dany jest przez:
~ k . . n 0 n—k,
P( P =P EFOJ= Bin(np;; n, p) = (ko) p°(1-p) , p,=0,1/n2/n..1

f)l jest estymatorem nieobcigazonym: 8[ f)1:|= 5[%} — % np=p
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Znajdowanie estymatorow

Z drugiej strony mozemy zatozyc, ze liczba sprzedanych samochodow kazdego dnia
podlega rozktadowi Poissona z parametrem , ktory mozemy oszacowac jako Srednig
liczbe sprzedanych samochodéw na jeden dzien =X

p,=P(k=0)=e* = p,=€"
Suma zmiennych z rozktadu Poissona, jest zmienng z rozktadu Poissona, a wiec:

Poi(x =k)= e”tl gdzie (p=e‘”:u=—ln p)

z—zn:x = Poi(z= z)—e‘””M— Poi(z;-n Inp)
- i=1 i 7 zl | P
Z wiec rozktad estymatora }52 dany jest przez:

(pz p,=€ Z’”) = Poi(—n In p,;—nlin p), p,=0,...e2" e"" 1
Estymator p2 jest asymptotycznie nieobcigzony:

—1/n

HIE z a7 n( nln p) Z( e nln D’ _ e e _ e
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