


Rozktad' 7>

Niech zmienna losowa x ma rozkfad normalny N(X; u,c). Znajdziemy

rozktad zmienne;j: Je (x— u)z
0)

Standaryzujgc zmienng losowg X —» —— otrzymujemy standaryzowany

rozktad Gaussa: x>
N (x;0, 1 ——exp| ——
(%0,1)= \/ﬂ p[ > J

Rozktad zmiennej u = x> ma wiec postac:

1 u
x (W)= (N (=—u)+ N (Ju) exp(——j
(W= (W (V) + N (V) [ H==
Rozwazmy dwie niezalezne zmienne Iosowe x1 i X5 Z tego samego rozkiadu

normalnego, i znajdzmy x —uY ((x.—u)
. . . N s 2~ H
rozktad zmiennej losowej: u= ( - J "'( - )

dx

Szukany rozktad ma postac:

X, (u) = IX (u-t) &, (t)dt = Lexp(——) m %ex _%)
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Rozkiad 2

Postepujac tak dalej znajdujemy rozktad sumy kwadratow n niezaleznych
standaryzowanych zmiennych losowych kazda z rozkladu Gaussa, zwany

rozktadem y:

X, (u) = 1 u eXp(—E) ,

2

gdzie indeks n oznacza liczbe stopni swobody

Wartosc oczekiwana i warlanCJa 20453_
_ _ 0.4 =10
8[U] = V[U] = : 2_

n>0, u>0

Math Math Math
Player| | Player| | Player

05_ T T T T T

n=

g03s¢
5 0.3F

0.25 £
0.2F
0.15F
0.1E
0.05 £

rozkad Gaussa N(O,l)—;

_u-n

Zachowanie dla duzych n:

= U=n+Z\/%
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Rozktad' 7>

Jak zmieni sie rozktad zmiennej losowej u w przypadku gdy:

X YZ X XZ X XZ
u=( 1 j+( 2 j+...+( n j
(0) (0) (0)

Wychodzac z tgcznego rozktgdu p-twa zmiennych X, , X, , ..., X!

nl

f (X Xy,000X, ;;,l,cs)=1:[./\/'(xi ;u,c)=mexy{— 2:;2 iZ;:(xi —u)zj

mozna pokazac, ze taczny rozktad p-twa zmiennych u oraz X ma postac:

o(u,Xip,0) = ———1 07 M exp( ~ 8] L ex —@ =Xn_1(u)N(¥;u,i)
(2)"'r(") ( Z)Jﬂﬁ 29 Vn

Whioski:
1. Zmienne u i X sg statystycznie niezalezne.

2. Rozktad zmiennej u to rozktad %2 o n-1 stopniach swobody (uzycie
sredniej zmniejsza liczbe niezaleznych sktadnikow w sumie).
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Rozktad' 7>

Korzystajgc z rozktadu zmiennej losowej u znajdujemy rozktad zmiennej:

2

1 < _
e L s P C )

ktory ma postac:

n-1 n-1_,
f(v;o,n)= n—162 — ((n—g)vj 2 exp(_(nz—lz)vj
- (0) (0)
(2)"'r( ")
2 2
Wartos¢ oczekiwana zmiennejv:  £[vl=¢[< |="—£lu=—"—(n-1)=¢’
52 2 )2
Wariancja zmiennej v: vivl=v|s|= ( ) V[u]= ( _1) 2(n- 1)_—10
Wartos¢ oczekiwana i wariancja estymatora s,:
n 1 " 1
flsl=\nmge VislEgpe Visl=gpe
Podobna analiza prowadzi do wniosku, ze statystyka o n-1 stopniach
. . n(n- 1) S 1 N _\2
swobody jest tez: u = dzie S, =—F=,|—F———= X — X
vl c’ 5 & Jn \/n (n-1) ,Z:;‘ (
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Rozktad Studenta

Aby uniknac¢ problemu nieznanej dyspersji rozktadu normalnego w zmiennej
typu y2, rozwazmy statystyke postaci (Studenta):

X—p
L
nin-1) | /
n(n 1) X—u
Uogolnijmy rozwazang zmienng losowa na zmienna: - t=—7=

T

gdzie X jest zmienng pochodzaca z rozktadu normalnego o parametrach pic

(z jest standaryzowang zmienng gaussowska), hatomiast zmienna u podlega
rozktadowi 2 o n stopniach swobody.

taczna gestosc p-twa zmiennych z oraz U ma postac:

h,(z,u)= \/_exp( Zz)(ﬁ)nlr(n) uz” exr{—%)

2
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Rozktad Studenta

W standardowy sposob znajdujemy rozktad zmiennej losowej t:

t= Z ,/ gf S\Z/ v t Vv

J = = n = —_

. u/ n = = U U 2/vn n
=U ot ov 0 1

taczny rozktad p-twa zmiennych t oraz v:

g, (t,v) =h,z((t,v),u(t,v))|3 (tv) =
] mﬁl)”r(n)vzlﬁ o3 %(\/E;Mr(”]v Pod (7))

2 2
Rozktad brzegowy zmiennej t:

_ SN
q_v(1+ n] H_

! r( 5= -
e, (n+1) -
=mu5”“r(“)(l+ Do e Jrn FZ(Q) 9

2

Sn(t)z]ogn(t,v)dv=
0
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Rozktad Studenta

Rozktad Studenta o n stopniach swobody:

o r(;(nn)j 2 )20
Sn(t)=jgn(t,v)dv= 1+— n=1,2,... —wo<t<o
n n
o (D)
Dla n=1 rozktad Studenta przechodzi w rozklad Cauchy’ego: S(t) = % ; 1t2
_|_
Uwaga: Dla rozktadu Cauchy’ego nie istniejg wartoSC oczekiwana ani wariancja. 22“‘“
ayer
Wartosc¢ oczekiwana roz- 3";‘:_ DR
ktadu Studenta (dla n>1): 035" rorkad Gaussa NO,1
% 0.3F
£lt]= [ t8,(Ddt=0 ¥
e 0.2
_ ] 0.15F
Wariancja (dla n>2): 0.1
o , n 0.05F
V[t]=:[ot Sn(t)dt=m [I_'
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Rozkiad! Studenta

Przyktad: Sprawdzamy rzetelnosc producenta cukru. Wazymy 5 toreb cukru

(ktérych waga netto powinna wynosié 1 kg) otrzymujac X = 960 g oraz S, =
10 g. Czy producent jest uczciwy w ramach trzech odchylen standardowych?

Rozkitad normalny: P(u—3c < X < p+3c) = 0.9973

Obliczamy wartosc¢ statystyki Studenta: t= X;” _ 260 101000 =—4
Obliczmy p-two: ¢ 10p—
P(960 < X < 1040) = EoE
®E
=P(-4<t<4)=0.9839 E: Z: .
Dla rozktadu Studenta: i: el
P-66<t<6.6)= 2%I;IIZI:ZIIIIIIZI:IZIIIIZIIIIZIZI:ZfZfffﬁﬁﬁ:ﬁ_
PO34<R<I066)=09973 Lt e
00 5 10 15 20 25 30
stopnie swobody
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Rozkiadl J= Snedecora-Eishera

Rozwazmy dwie zmienne losowe u, oraz u, kazda o rozktadzie y2, odpowiednio
o n i m stopniach swobody. Konstruujemy statystyke Fishera:

<[/ (m)-5e:

taczna gestos¢ p-twa zmiennych u, oraz u, ma postac:

By (Ug, Uy ) = (\/j)”lr(n) (uy )2‘1 exp(_ L;j(ﬁ)mlr(m) (U, )?- exp{—%)

2 2
Interesuje nas rozktad zmiennej losowej F:

( u r aul aul
F=T1oL u, =--Fv oF ov| | =~v SF| n
Ve U, = v ou, 0Ju, 0 1 m
* ’ “ oF ov

(F,v)= 1 NN g g_lv;(mm)'1 exp| -~ LF +1

gn,m ’ - m p 2 m

)
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Rozkiad! = Snedecora-Eishera

Rozktad brzegowy zmiennej F nazywamy rozktadem J - Fishera o (n,m)
stopniach swobody:

Fom(F)= , nm>0, F=>=0

Wartos¢ oczekiwana (dla m>2): EIF]=——=
m-2 Math

Wariancja (dla m>4): Peayer

2m*(n+m-2) B FT T T
VIF]= ( 2 ) S0\ (my=1,1) :
n(m=2)"(m-4) i (n,m)=(5,10) :
Zachowania graniczne: 06— _
n=1: rozklad S_(t) oat
035 E
m—>00: rozktad ¥, (nF) 02E T
0.1 E

n—00 i m—>00: r. Gaussa 07 | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
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Rozktad = Snedecora-Fishera

Przyktad: Porownanie odchylen standardowych. Konstruujemy dwie statystyki

u, oraz u, podlegajace rozktadowi v? 0 n—1 i m—1 st. swobody:

n

="l =LY - u =" =LY -

o) o) G-

Z wielkosci tych mozemy zbudowac zmienng F Fishera:

Fz(nu—xl)/(muil)z o |/ =§

n-1 m-1

Zmienna ta podlega rozktadowi F Fishera o (h—1,m—-1) stopniach swobody
i dostarcza narzedzia do testowania hipotez o rownosci wariancji w dwu
probach prostych wylosowanych z rozktadu normalnego.
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