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Rozktad normalny (Gaussa)

Wyprowadzenie rozktadu Gaussa w modelu Laplace’a btedow pomiarowych.

Rozwazmy pomiar wielkosci p, ktory jest zaburzany przez n losowych efektow

o wielkosci € kazdy, zarowno zanizajacych jak i zawyzajacych pomiar:
P(e)=P(-¢) =

W wyniku pomiaru otrzymujemy jedng z wielkosci:

X, =p+ke+(n-k)(-g)=p+(-n+2k)e k=0,1,2,...n

n n
ktorych rozktad p-twa dany jest przez: B, (n, p= 0_5) = (k}(%)

Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej X,

S[Xk]=<u+(—n+2k)8>=u+(—n+2<k>)8=u+(—n+2-%n)8=u

1 1
V| x, |=eV[-n+2k]=4e*V[k]= 482n5(1—5) =¢g’n
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Rozktad normalny wyprowadzeme

Zachowanie graniczne rozktadu
dwumianowego dla duzych n:

2 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 5-0
B (n )E;eXp(—(k_np)} liczba sukcesow k
o \J27Nnpq 2npq
2
- 2
V27N 5.1, \/ﬁ\/_a 2ng?

Przechodzac z € do zera, natomiast z n i k do nieskonczonosci, ale tak aby wariancja
dazyta do statej ne? — o2 dostajemy gestosé p-twa zmiennej x:

B.(n, p=0.5) \ (x-p)’
2¢ n—w, e50 7 N(X U, G) \/_ Gexp(_zoz]
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Witasnosci rozktadu normalnego

Wartos¢ oczekiwana i wariancja:

lx]=— TX&D(—MJdX=u Vix]=— T(x—u)zexp(—wjdx=cz

J2n 62,

20 V271 © 5, 26
Wszystkie nieparzyste momenty centralne znikajg ze wzgledu na symetrie,
natomiast parzyste dane sa przez: 2\ (2K)! 5 Math
(X — ) = (0] Player
2°k! W,
Dla k = 2 mamy {(x—p)*)=3c*, co oznacza, ze wspétczynniki asymetrii 7, = D [x]
i sptaszczenia v, = 5—4 — 3 przyjmuja wartosci zerowe.
V?* [x]
5 F 0
5 0.8 — ‘:5:
= [ &
#Z [ z
Z 0.6 c=0.5
0.4
i o=1
0.2~ o=2 i E E E :
i 2.14% " 13.59% | 34.135%: 34.135%: 13.59% . 2.14%
0 _'2 (I) é u-30 120 -c m o 1420 u+30
X X
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Dystrybuanta rozktadu normalneg

2

1 u 2 o4l 18 b
d)(x):—J'exp —— |du = e M 1w 1
V2T 5, 2 zZ [ | 0.8
) 0.3 - “t
( 2\ [ ] -
1 1 2X [ 1 06f
5t l-exp| ———| dla x>0 o2} . ;
. ) - B(x) 1300|045
=< ( 7 0.1 m n 0 2:_
1 1 2X i i L
——— [1-exp| ———| dla x<0 ool
2 2 T 4 2x0 x2 4 -4
L \ J x x
X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 | 0,5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0.5319 | 0.5359 || Math
0.1 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5713 | 2¢ayer
0.2 0.5793 | 0.5832 | 0.5861 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141 || Math
0.3 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517 | Player
0.4 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 0.7257 | 0.2911 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7703 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 0.8413 | 0.8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1
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Rozktad normalny - przyktady

Przyktad: Biolog chce oceni¢ wptyw snu zimowego ha mase ciata wiewiorek. W tym celu wazy
1000 dorostych osobnikow ptci meskiej w pod koniec lata i wczesng wiosng. Okazuje sie, ze
pomiary wykonane w lecie maja rozktad normalny o Sredniej u=400 g i odchyleniu standardowym
0=100 g. Jakie jest p-two, ze losowo wybrana wiewiorka wazy w lecie pomiedzy 350 g i 450 g?

350g-400g ___ x—p 4509—4009)

P(350g<x<450g)=P( 1009 . 100g

=P(-05<2<05)=®(0.5)-®(-0.5)=20(0.5)-1=2x0.6915—-1=0.3830

Przyktad: Wyniki testu 1Q przeprowadzonego w pewnej populacji maja rozktad normalny o Sredniej
u=100 i odchyleniu standardowym c=16. lle wynosi wynik testu ponizej ktorego wypada 85%
populacji?

XZH XSSI_GIOOJ =P(z2<24)=®(2,)=085
X, —100
16

Przyktad: Suma niezaleznych zmiennych z rozktadu z rozktadu Gaussa o parametrach p i o:

(z-t-p)’ (t-p) 1 (z-2p)
2nc” Iexp[ 267 ] [ 26° ]dt \/E(\/Ec)exp{ (\/EG)] ( Zu,fc)
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P(X < Xg5) = P(ZE -

Z tablic odczytujemy: 7. =104 = =104 = X, =116.64=117




Dwuwymiarowy rozktad normalny

Gestosc¢ p-twa dwuwymiarowego rozktadu normalnego: Math | | Math

Player Player

N(X’y;ux’uy’cx’cy)=

2 2
1 1 X — Py Y—Hy X—p [ Y—Hy
216,06,/ 1- p’ 2 (1 - PZ) Ox Oy Ox Oy

Elipsy kowariancji: wartosé wielokrotnos¢ udziat

wykladnika dyspersji p-twa
1 | (x=p. Y (y-8,Y X1, 0.5 (C=1) 1 39.3%
1-p* | o, N s, ) 2p = 2.0 (C=2) 2 86.5%

4.5 (C=3)

Kat nachylenia diuzszej osi elipsy: .. 1

2p6 G 0.8F
tan2a = z—xzy 0.6F
o, +0, Gt
0.2F
Proste regresiji lI-go rodzaju: 0F
Gy -0.2;
V=p +pt(x-p) e
(0% 06F"
08k ..
_ 10, 1 1B e
y_uy+__(x_ux) . - 2 - -
p GX X X
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Nieréwnos¢ Chebyshev'a

Niech X, X,, ..., X,, beda niezaleznymi i pochodzacymi z tego samego rozktadu

(o wartosci oczekiwanej u i dyspersji o) zmiennymi losowymi.

o . _ 1 n 1 1 n _1 n _1 B B
Wartosé rednia: X—ﬁizz;xi = 8[x]—8[n§xi}_n;s[xi]_nng[x]—é’[xhu

Player

n n 2

i Vixl-v[ 13 |- L3 vk Lvia =2
N3 N iz n n

Twierdzenie: (Nierownos¢ Chebyshev’a). Dla dowolnej zmiennej losowej X i dowolnej

P(x=&[x]>¢) <~ VIx]
Dowdd: V:X]zji(X—u)z f (x)dx > g

liczby € > 0 zachodzi:

e f (x)dx=¢*P(|x—p|>¢)

> (x—u)zf(x)dxzj|

J|x—p>¢ X—p>e

Uwaga: ,Wiekszosc¢ p-twa dla dowolnej zmiennej losowej skoncentrowana jest wokot
wartosci oczekiwanej w zakresie kilku dyspersji”:

P(|x—p|<ko)=1-P(|x—p|> kc)21_V[X] _q 1

K2 K
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Prawo wielkich liczb

Przyktad: Zastosowanie nierownosci Chebyshev’a do rozktadu wyktadniczego
z parametrem A =1.

P(|X_”|< k5)= P(Ix-1<k)=P(Q1-k<x<1+k)=P(x<1+k)=1-*"

Kk 1 2 3 4
Chebyshev |0 0.750 (0.889 [0.938
P(]x-m|<k)[0.865 [0.950 |0.982 |0.993

Zastosujmy nierownosc Chebyshev’a do wartosci sredniej:
_ 1 _ G’ Math
P(|x—u|28)s—2v[x]=—n ; Péayer
€ €

Twierdzenie: (Prawo wielkich liczb). Dla dwu dowolnych liczb d i € istnieje taka liczba

haturalna N, ze dla wszystkich liczb naturalnych n > N zachodzi:

P(IX,—ppe)<s & lIMP(|X,—up¢e)=0 -
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Centralne twierdzenie graniczne

Jesli dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych X;, X,, ..., X;, pochodzacych

z dowolnego rozktadu, o skonczonych wartosci oczekiwanej p i dyspersji o,
7 n

) X,— S |
to rozktad gestosci zmiennej losowej Z, =— H gdzie X, = —in Math
G/ /n N i1 Player

dazy do standaryzowanego rozktadu Gaussa.

n=

0.5

IIIIIIIIIIII

0 e, | S |.|"|' i L e
1 2 0 1 2 3

I]IIIIIIIIIIII

5 10 0 10 20
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Suma zmiennych poissonowskich

Przyktad: Rozwazmy sume dwoch niezaleznych zmiennych losowych k oraz | z rozktadu
Poissona o tym samym parametrze p. taczny rozktad p-twa zmiennych k oraz ] ma
postac: k

P (1) =R (1) R (1) =y e = B ™

J! K!'j!
Rozktad zmiennej losowej m = k+] otrzymujemy z powyzszego tgcznego rozktadu
sumujgc po wszystkich parach (k, |) takich ktérych suma jest stata i rowna m:

-2u TR 21 il kK m-k 2
=D, Riw=e Zkl(m K)! mle Z( J (r;l)l

K+j=m k=0

Zmienna losowa m bedaca suma n niezaleznych zmiennych losowych z rozktadu
Poissona, bedzie wiec miata rozktad:

()"
_ i
Ten sam rezultat otrzymamy korzystajac z FGP

gm (t)— M(t ) = gm1+ Amy (t) Hgm (t)_ n“(t v

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 9-11



Zachowanie graniczne r. Poissona

k k K+3 k—p k—p —k—=
- - e e k 2
’Pk(u)=%e"g E___e*=_H = (—) = lk=p+x

k+> _ k+1_
J2rk e PRERREL AN

21

X —p-x—1
€ (p+x | ( ( 1) ( XDN 1 2
— =———exXp| X—|u+X+=|In|1+=||= ~7_ =
Tnu( . ) [ p p > " In(1+z)zz 5

~ 1 exp X—(u+x+1) 5—1(1 =~ Y’
27 2){p 2p )
1 N EPRAAREANST AL
=——exp| - = X
27.5\/; p 2u 0.12
0.1

20 0.04
0.02
= 0k - 3
G “' 0 5 10 15 20 25 30 35 40

liczba sukcesow k
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Zachowanie graniczne r. dwumianowego

Przyktad: P-two, ze w czasie T przestanie Swiecic jedna zarowka jest rowne p = 0.1.
Jakie jest p-two, ze w czasie T sposrod n = 100 zarowek przestanie Swiecic od 7 do 19
przy zatozeniu, ze zarowki przepalaja sie niezaleznie?

Obliczenia bezposrednio z rozktadu dwumianowego sg czasochtonne:
19

19 100 _
P(7<k<19)=Y'8B,(n=100,p=01)= Z( ) }(0.1)k (1-0.1)"" =0.8809
k=7

k=7
1 (k np)2
Korzystajac z tw. de Moivre’a - Laplace’a B.(n, p)= exp| ———
mamy: (. P) \J21npQ 2npq
— — — — Math
P(7Sk$19)zp(7 0.5 np< K np< 19+0.5 np}= Player
vnpq vnpq VNpPq

_ F,(7—0.5—10 ., 19+05-10
J9 J9
=®(3.17)-®(-1.17) =d(3.17) + ®(1.17) -1 = 0.9992 + 0.8790 — 1 = 0.8782
Bez ,0.5” otrzymalibysmy: P(7<k <19)=P(-1<2<3)=®(3)-d(-1) = 0.8400
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j =P(-117<z<317) =




