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o Statystyka dla fizykéw, R.J. Nowak, PWN 2002.

o Statystyka dla fizykéw. Cwiczenia, R.J. Nowak, PWN 2002.

o Data Analysis Techniques for Physical Scientists, C. Pruneau, Cambridge 2017.
o Statistical Methods for Data Analysis in Particle Physics, L. Lista, Springer 2017.
o Statistical Data Analysis, G. Cowan, Oxford 1998.

o Data Analysis in High Energy Physics, O. Behnke, K. Kroninger, G. Schott,
T. Schrérner-Sadenius, Wiley-VCH 2013.

o Statistical Analysis Techniques in Particle Physics, |. Narsky, F.C. Porter,
Wiley-VCH 2014.

o Probability and Statistics for Particle Physics, C. Mana, Springer 2017.
= http://home.agh.edu.pl/mariuszp

= Wymagania wstepne - znajomos$¢ rachunku prawdopodobienstwa i statystyki
matematycznej na poziomie kursu dla Il roku | stopnia FT na WFilS AGH.
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Analiza danych w fizyce czastek elementarnych

o Rejestrujemy przypadki zderzen w akceleratorze (np. ete™, eTp, pp, p+A,
A+A, et +A, ..) i dla kazdego mierzymy pewien zestaw charakterystyk:
pedy czastek, ich rodzaje, liczbe muondw, energie dzetdw, ...

o Rozktady mierzonych charakterystyk poréwnujemy z przewidywaniami
teoretycznymi (modele teoretyczne + symulacja odpowiedzi detektora
w $rodowisku Geant4).

o Na podstawie tych poréwnan staramy sie oszacowa¢ swobodne parametry

modeli, ich niepewnosci (statystyczne i systematyczne):
przekroje czynne, masy nowych czastek, temp. przejscia do stanu QGP, ...

o ... a takze oceni¢ jak dobrze poszczegdlne modele teoretyczne opisujg dane
eksperymentalne.

o Staramy sie takze stwierdzi¢ czy w danych nie wystepuja znaczace odstepstwa
od modeli, wskazujace na zaobserwowanie nowych proceséw/czastek, itp.

o Aby to wszystko zrobié¢ w sposob Scisty i ilosciowy potrzebne jest podejscie
wykorzystujace rachunek prawdopodobienstwa i metody statystyczne.

o W dalszej czesci tego wyktadu zaktadam znajomo$¢ rachunku p-twa i statystyki
matematycznej na poziomie kursu dla Il roku FT na WFilS AGH.
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Charakterystyki rozktadéw prawdopodobienstwa

Rozwazamy zmienna losowa ciagta x o funkcji gestosci f(x) oraz funkcje y = g(x).

o Wartos$¢ oczekiwana:
+oo “+o00

e = Ex| = /xf(x)dx, uy =Elyl = /g(a:)f(m)dx
o Wariancja: - oo -
o2 = Vi =[x w)?) = [ (@) f(o)do = £ - €]
o Momenty rzedu n - zwykty m_noooraz centralny w,:
+oo +oo
my =€) = [ fa)de =l - w = [ (o) ) do

o Moment centralny mieszany ;4 rze;du r + s (111 nazywamy kowariancja):

Hrs = E[(x — )" (y — 1y)* // T — )" (y — Ky)® fw,y) dedy

, . . cov(X,y
o Wspétczynnik korelacji:  p(x,y) = M
Oy Oy
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Wektor losowy, macierz kowariancji

Niech X bedzie wektorem losowym (tzn. takim ktérego sktadowe sg zmiennymi
losowymi). Wéwczas wektorem wartosci oczekiwanych jest fi = £[X] natomiast
macierza kowariancji nazywamy:

VR =€ [E-@E- "]
gdzie vi; = € [(xi — ) (x; — 1)), ij = 1,2,
W szczegélnosci: v, = V[x;] oraz v = cov[x, x;].
Twierdzenie: Niech bedzie dany wektor losowy X wraz z wektorem wartosci
oczekiwanych (i oraz macierza kowariancji A. Wéwczas wektor wartosci

oczekiwanych i macierz kowariancji wektora losowego ¥ =BX+ b, gdzie B jest
macierza m x n, a b statym wektorem, dane s3 przez:

E[¥]=Bii+b oraz V[y]=BV[gBT

Dowdd:
E[f) = BE[R]+b=Bji+b
Vi) = €[F - EFNE - €EFDT] =€ BE-DE - 0)'B"] =
=BE[R-@)(E—-@"]B" =BV[KB"
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Rozktad jednorodny (ptaski, jednostajny)

@ Dyskretny: P—l k=1 S[k]—l( +1) V[k]—n2_1
ys e y' k - n’ - 7"'7”7 - 2 n ) - 12
o 1 1 ~ (b—a)?
o Ciagty: f(z) = g << b, x| = §(b— a), Vx| = D
o Dystrybuanta dowolnej zmiennej losowej ma rozktad ptaski na przedziale [0, 1]:
o= [ o PO )= st = s =1
x) = x)dx = = f(z —| = f(z =
v s f(z)

— 00
@ Rozktad jednorodny na sferze o promieniu r = 1:

P(2)dQ = 4i sin@ dody = P(0, @) dfdy
™

.
e Ple) = [ P(6, ) do = %
PO.¢) =7 = o) — o _ sing ine rao
0=, FOde = e
UZF(@)—% = ¢=271u v
v=FB) = e @) et
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Rozkfady dwu- i wielomianowy oraz geometryczny

o Rozktad dwumianowy zmiennej losowej k: EX AN, 3
n _ £x0.3’ = p=0.93
Bk(n’p) = (k>pk(]— - p)n ka k= 07 ]-7 ey 1 oii: p=0.25 =05 p=0.75
€[kl =np, V[k|] =np(1 —p) o
o Rozkfad wielomianowy (ki + ko + ... + kj = n): ° N
n! k.
Whika...k; (11, D1, P2, -, D) = wpl 'ph? e py
Eki] = npi,  VIki] = npi(1 - p;)
o Rozktad geometryczny:
_ 1 1-
Gulr) =p(l-p)" " k=12 EM=_. V=t
o Rozktad ujemny dwumianowy:
k—1
Uk(n,p) = (n B 1) PFA—p) 7k n=1,2,.. k=nn+1
n n(l—p)
Ekl=—-, Vk|=—75
(k] ) (k] e
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Koincydencje przypadkowe

Rozwazmy dwa liczniki Geigera-Miillera (A i B) umieszczone w poziomie w pewnej
odlegtosci od siebie i rejestrujace promieniowanie kosmiczne.

o fa, fB - typowe czestosci rejestracji promieni przez kazdy z licznikéw.

o 7Ao =1/fa, 78 = 1/ fB - typowe odstepy czasu pomiedzy kolejnymi czastkami.

o Impulsy wyjsciowe maja standardowy ksztatt prostokatny o czasach trwania T
i T ktdre s3 znacznie krétsze niz 7 i 7.

o Impulsy wyjsciowe wysytamy na ukfad koincydencyjny, ktéry daje sygnat gdy
impulsy wejSciowe przekrywaja sie cho¢ minimalnie.

| Licznik A |
czas
1 F1 Bl
— czas

| Licznik B |
czas
czas

|Koincydencja| 1

czas
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Analiza danych

Niech czas obserwacji 7 > 74, 78,
wtedy p-two sygnatu na wyjsciu
detektoréw wynosi odpowiednio:

,
ETA =7faTan = Pa= faTa

-
ETB:T]CBTB = Pp = fpiB

Zdarzenia s3 niezalezne, wiec:
P = PyPg = faTa T8
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Koincydencje przypadkowe

o Oszacowanie $redniego czasu trwania
pojedynczej koincydencji (Ta > Tp):

t 0<t< T
Tt)=< Tp Ty <t <Th
Tha+Tg —t TaA<t<Th+1B
t
1 T8 Ta Ta+TB AT
T=—o— tdt+/Tdt—|— /T+T —t)ydt | = 22
Th+13 / P Ta+Te—1) Ta + T3
0 Ts Ta
o Czestos¢ koincydencji przypadkowych dana jest przez:
Pr/T 1 1
fag = /T _ JaTAfsTs (— + —) = fafs(Ta +Ts)
T TA TB
o Podobnie, dla potréjnych koincydencji otrzymujemy:
1 1 1 1 1
Tagc Tap Tc Ta T Tc
1 1 1

= AT feTafeTo [ — + — + —
fasc = faTafeTsfcTc TA+TB+TC

Analiza danych Wyktad 1
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Rozkfad wykfadniczy i Weibulla

o Rozktad wyktadniczy opisuje czas oczekiwania na zdarzenie:

1 1
Exp(t;\) = Xe™™ lub  Exp(t;7) = Ze YT gdzie T= X
T
1
TN
o Czestos¢ koincydencji przypadkowych:

Etj=1=~  V[t] =72

A, Ap - intensywnosci rejestracji promieniowania przez liczniki A i B,
Ty, Tp - czasy trwania impulséw generowanych przez te liczniki.

Niech koincydencja bedzie inicjowana przez licznik A, wtedy:
f(ta,tp; Aa, AB) = Ap(Aa + Ap)exp (—Aata — Aptp) 0<ty<tp<oo

P-two koincydencji: oo ta4Ta
P(ta—tp <Ta) =Ap(ha + /\B)/th e~ Mata /dtB e Bt =1 _ ¢ ABTa
0 ta

taczna liczba koincydencji przypadkowych inicjowanych przez detektory A i B:
fap =X (1—e ")+ Ap (1 — e 75) = AaAp(Ta + Tp)

o Rozkfad Weibulla: f(z;0,0) = g (;)a_le}(p (_ (g)“)
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Rozktad Poissona

o Rozktad Poissona opisuje p-two wystapienia k zdarzen w zadanym przedziale
czasu At jedli czas oczekiwania na kazde kolejne zdarzenie podlega rozktadowi
wykfadniczemu Exp(X).

0~4z'g'x"'x"'x"'x"'x"'x"'w"x"'x"'A
o Rozktad Poissona: 35 3
0.

« rozklad dwumianowy

L E n=10,p=0.1 o rozklad Poissona é
Pr(pn) = FG_M’ w>0k=0,1,.. ,  mesvpe0l 3
. s 8 E|

n=100, p=0.1 3
® e

Ekl=p, Vi =pn

H ® é

@ ° E

] @ e ° E

. ) E|

Dla n oo, p 0’ np e T T VIUTUOUE SPTTIUUT TR 3 TPV
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Bk (nvp) — Pk (,LL) liczba sukcesow k
o Parametr p = AAt okre$la $rednig liczbe zdarzen w przedziale czasu At.

o Rozktad Poissona moze takze odnosi¢ sie do zdarzeh w przestrzeni (\ wtedy
oznacza gestos¢ [1/m™]).

ZoaE T ThEme TS
= onf E
. , . . 0.1F u=20 B
o Dla duzych wartosci ;x mamy: oosk w0
1 (k= (u—0.5))2 006 E
Pr(p) = ——ce 27 oosf X 3
2ro £ 4 . E|
0.02F /- ( . - k|

7 — et ) 1. ST adaas
gdZIe o= \/ﬁ 00 5 10 15 20 25 30 35 40

liczba sukcesow k
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Rozktad normalny (Gaussa)

©
o Rozktad normalny (Gaussa): i
z
2
N, 0) = - ep (=
I bl -
V2mo 202
Exl=p, V=0’ ; s s :
2.14% " 13.59% : 34.135%: 34.135%: 13.59% . 2.14%
o Dystrybuanta standaryzowanego wdo 2o o m W pi2e 3o
. X
rozktadu Gaussa: 2 03 T e
1 S o3pf| = E
— i E
D(z) = 5 [1 —i—erf(:v/ﬂ)] Lo E
= o F n=16
0.2F |

gdzie erf(z) to funkcja bfedu: ]
2 r 42 .. n=t é
erf(z) = 7= /0 e Udt 0':): o n=128 ]

x ST DTS P b e
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
liczba sukcesow k

o Dwuwymiarowy rozktad normalny:

N(xay; .uXHUyyo'x;Uy) =

2 2
- 1 1 T Hx Y—Hy _ T—px Y—Hy
o 2w oxoyy/1—p? eXp{ 2(1-p2) |:( Ox ) * ( Ty ) 2p( Ox ) < Oy ):| }
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Rozkfad logarytmiczno-normalny

o Wielowymiarowy (m) rozktad normalny:

1

1

o Rozktad logarytmiczno-normalny:

. 1 1 (Inz — p)?
pln(xaua ) \/_0'«'17 €xXp < 202 B x>0

Elx] = exp (u + 10'2), Vx| = [exp (¢2) — 1] exp (2u + 0°)

2
o (_m—u)

2

o Zastosowanie rozktadu log-normalnego do iloczynéw wielu zm. losowych:
Rozwazmy n zmiennych losowych z1, 2, ..., 2, oraz ich iloczyn x = [, z;.
Definiujemy zm. losowe w; poprzez z; = e™i orazy = > . | w;

dy

dzx

Dla duzego n, na podstawie CTG, zmienna y ma rozktad nornalny, a wiec

zmienna x ma rozkfad log-normalny.
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Poniewaz x =¢¥ = p(x) = p(y(z)) = p(y(x))i




Centralne Twierdzenie Graniczne

o Niech bedzie dany ciag niezaleznych zmiennych losowych x1,Xa, ..., X,
pochodzacych z dowolnego rozktadu o skonczonej wartosci oczekiwanej p oraz
wariancji o2. Rozktad zmiennej losowe;j:

— n
X — [ . 1
S d ___E: .
Z, YN gdzie X n 2 T;

dazy do standaryzowanego rozktadu normalnego.

2 r
2 Il=1 11=2 1 E
1.5 L5 :
1 1 05E
0.5 0.5 :
0 0 oL
0 0.5 0 1 2 0
0.8 E C
n=5 0.4 E_ r
0.6 03F 02F
0.4 02F :
0.2 01F 0.1 -
0 0t ()=

0 2 4 0 5 10 0 10 20
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