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Analiza danych w fizyce cząstek elementarnych

Rejestrujemy przypadki zderzeń w akceleratorze (np. e±e−, e±p, pp, p+A,
A+A, e±+A, ...) i dla każdego mierzymy pewien zestaw charakterystyk:

pędy cząstek, ich rodzaje, liczbę muonów, energie dżetów, ...

Rozkłady mierzonych charakterystyk porównujemy z przewidywaniami
teoretycznymi (modele teoretyczne + symulacja odpowiedzi detektora
w środowisku Geant4).

Na podstawie tych porównań staramy się oszacować swobodne parametry
modeli, ich niepewności (statystyczne i systematyczne):

przekroje czynne, masy nowych cząstek, temp. przejścia do stanu QGP, ...

... a także ocenić jak dobrze poszczególne modele teoretyczne opisują dane
eksperymentalne.

Staramy się także stwierdzić czy w danych nie występują znaczące odstępstwa
od modeli, wskazujące na zaobserwowanie nowych procesów/cząstek, itp.

Aby to wszystko zrobić w sposób ścisły i ilościowy potrzebne jest podejście
wykorzystujące rachunek prawdopodobieństwa i metody statystyczne.

W dalszej części tego wykładu zakładam znajomość rachunku p-twa i statystyki
matematycznej na poziomie kursu dla II roku FT na WFiIS AGH.
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Charakterystyki rozkładów prawdopodobieństwa
Rozważamy zmienną losową ciągłą x o funkcji gęstości f(x) oraz funkcję y = g(x).

Wartość oczekiwana:

µx ≡ E [x] =

+∞∫
−∞

x f(x) dx, µy = E [y] =

+∞∫
−∞

g(x) f(x) dx

Wariancja:

σ2x ≡ V[x] = E [(x− µx)2] =

+∞∫
−∞

(x− µ)2 f(x) dx = E [x2]− E2[x]

Momenty rzędu n - zwykły mn oraz centralny µn:

mn ≡ E [xn] =

+∞∫
−∞

xn f(x) dx, µn = E [(x− µx)n] =

+∞∫
−∞

(x− µ)n f(x) dx

Moment centralny mieszany µrs rzędu r + s (µ11 nazywamy kowariancją):

µrs ≡ E [(x− µx)r(y − µy)s] =

+∞∫∫
−∞

(x− µx)r(y − µy)s f(x, y) dxdy

Współczynnik korelacji: ρ(x, y) =
cov(x, y)
σx σy
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Wektor losowy, macierz kowariancji
Niech ~x bedzie wektorem losowym (tzn. takim którego składowe są zmiennymi
losowymi). Wówczas wektorem wartości oczekiwanych jest ~µ = E [~x] natomiast
macierzą kowariancji nazywamy:

V[~x] = E
[
(~x− ~µ)(~x− ~µ)T

]
gdzie vij = E [(xi − µi)(xj − µj)] , i, j = 1, 2, ..., n.

W szczególności: vii = V [xi] oraz vij = cov[xi, xj ].

Twierdzenie: Niech będzie dany wektor losowy ~x wraz z wektorem wartości
oczekiwanych ~µ oraz macierzą kowariancji Λ. Wówczas wektor wartości
oczekiwanych i macierz kowariancji wektora losowego ~y = B~x +~b, gdzie B jest
macierzą m× n, a ~b stałym wektorem, dane są przez:

E [~y] = B~µ+~b oraz V[~y] = BV[~x]BT

Dowód:

E [~y] = B E [~x] +~b = B~µ+~b

V[~y] = E
[
(~y − E [~y])(~y − E [~y])T

]
= E

[
B(~x− ~µ)(~x− ~µ)TBT

]
=

= B E
[
(~x− ~µ)(~x− ~µ)T

]
BT = BV[~x]BT
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Rozkład jednorodny (płaski, jednostajny)

Dyskretny: Pk =
1
n
, k = 1, ..., n, E [k] =

1
2

(n+ 1), V[k] =
n2 − 1

12

Ciągły: f(x) =
1

b− a
, a < x < b, E [x] =

1
2

(b− a), V[x] =
(b− a)2

12

Dystrybuanta dowolnej zmiennej losowej ma rozkład płaski na przedziale [0, 1]:

F (x) =

x∫
−∞

f(x) dx
y = F (x)

=⇒ g(y) = f(x(y))
∣∣∣∣dxdy

∣∣∣∣ = f(x)
1

f(x)
= 1

Rozkład jednorodny na sferze o promieniu r = 1:

P (Ω) dΩ =
1

4π
sin θ dθdϕ = P (θ, ϕ) dθdϕ

P (θ, ϕ) =
sinϕ
4π

⇒


P (ϕ) =

∫ π

0
P (θ, ϕ) dθ =

1
2π

P (θ) =
∫ 2π
0
P (θ, ϕ) dϕ =

sin θ
2

u = F (ϕ) =
ϕ

2π
⇒ ϕ = 2πu

v = F (θ) =
1− cos θ

2
⇒ θ = cos−1 (2v − 1)

y

x

z

r̂

ϕθθ ddsind

Element of area
r2S =

θdr

ϕθ dsinr

θsinr

ϕ

θ

ϕθθ ddsinˆd

Element of solid angle
=r
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Rozkłady dwu- i wielomianowy oraz geometryczny

Rozkład dwumianowy zmiennej losowej k:

Bk(n, p) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n

E [k] = np, V[k] = np(1− p)

Rozkład wielomianowy (k1 + k2 + ...+ kj = n):

p=0.05

p=0.25
p=0.5

p=0.75

p=0.9

liczba sukcesow k

B
k
(n

=
2
0
,p

)

0
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Wk1k2...kj (n, p1, p2, ..., pj) =
n!

k1!k2! · · · kj !
pk11 p

k2
2 · · · p

kj
j

E [ki] = npi, V[ki] = npi(1− pi)
Rozkład geometryczny:

Gk(p) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, ... E [k] =
1
p
, V[k] =

1− p
p2

Rozkład ujemny dwumianowy:

Uk(n, p) =
(
k − 1
n− 1

)
pk(1− p)n−k, n = 1, 2, ... k = n, n+ 1, ...

E [k] =
n

p
, V[k] =

n(1− p)
p2
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Koincydencje przypadkowe

Rozważmy dwa liczniki Geigera-Müllera (A i B) umieszczone w poziomie w pewnej
odległości od siebie i rejestrujące promieniowanie kosmiczne.

fA, fB - typowe częstości rejestracji promieni przez każdy z liczników.

τA = 1/fA, τB = 1/fB - typowe odstępy czasu pomiędzy kolejnymi cząstkami.

Impulsy wyjściowe mają standardowy kształt prostokątny o czasach trwania TA
i TB które są znacznie krótsze niż τA i τB.

Impulsy wyjściowe wysyłamy na układ koincydencyjny, który daje sygnał gdy
impulsy wejściowe przekrywają się choć minimalnie.
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Koincydencje przypadkoweKoincydencje przypadkowe
Rozważmy dwa liczniki Geigera-Mullera (A i B) znajdujące się w pewnej odległości od 
siebie i wystawione na promieniowanie kosmiczne, które przybywają losowo w czasie.

� fA, fB – typowe częstości rejestracji promieni przez każdy z liczników.

� ττττA = 1/fA, ττττB = 1/fB – typowe odstępy czasu pomiędzy kolejnymi cząstkami.

� impulsy wyjściowe mają standardowy kształt prostokątny o czasach trwania

TA i TB które są znacznie krótsze niż ττττA i ττττB .
� impulsy wyjściowe wysyłamy na układ koincydencyjny, który daje sygnał gdy 

impulsy wejściowe przekrywają się choć minimalnie.

Licznik A

Licznik B

Koincydencja

czas

czas

czas

czas

czas

Niech  ττττà ττττA,ττττB ,  wówczas p-two

napotkania sygnału na wyjściu de-

tektora A i B wynosi odpowiednio:

A A A A A A
A

T f T P f Tττττ = τ ⇒ == τ ⇒ == τ ⇒ == τ ⇒ =
ττττ

B B B B B B
B

T f T P f Tττττ = τ ⇒ == τ ⇒ == τ ⇒ == τ ⇒ =
ττττ
Zdarzenia niezależne, więc:

A B A A B BP P P f T f T= == == == =

Niech czas obserwacji τ � τA, τB,
wtedy p-two sygnału na wyjściu
detektorów wynosi odpowiednio:
τ

τA
TA = τfATA ⇒ PA = fATA

τ

τB
TB = τfBTB ⇒ PB = fBTB

Zdarzenia są niezależne, więc:

P = PAPB = fATAfBTB
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Koincydencje przypadkowe
Oszacowanie średniego czasu trwania
pojedynczej koincydencji (TA > TB):

T (t) =

 t 0 ¬ t ¬ TB
TB TB ¬ t ¬ TA
TA + TB − t TA ¬ t ¬ TA + TB
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Koincydencje przypadkoweKoincydencje przypadkowe
Oszacowanie średniego czasu      trwania 

pojedynczej koincydencji (TA>TB):

tTB

T(t)

TA TA+TB

TB

 

( )
B

B B A

A B A A B

t t T
T t T T t T

T T t T t T T

≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤


= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤
 + − ≤ ≤ ++ − ≤ ≤ ++ − ≤ ≤ ++ − ≤ ≤ +

0

T

(((( ))))
B A A B

B A

T T T T
A B

B A B
A B A BT T

T T
T t dt T dt T T t dt

T T T T

++++    
= + + + − + == + + + − + == + + + − + == + + + − + =        + ++ ++ ++ +    

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫
0

1

Częstość koincydencji przypadkowych dana jest przez:

(((( ))))/
AB A A B B A B A B

A B

P T Pf f T f T f f T T
T TT

ττττ     = = = + = += = = + = += = = + = += = = + = +    ττττ     
1 1

Podobnie dla potrójnych koincydencji otrzymujemy:

ABC A A B B C C
ABC AB C A B C A B C

f f T f T f T
T T T T T T TT T

    = + = + + ⇒ = + += + = + + ⇒ = + += + = + + ⇒ = + += + = + + ⇒ = + +    
    

1 1 1 1 1 1 1 1 1

T =
1

TA + TB

 TB∫
0

t dt+

TA∫
TB

TB dt+

TA+TB∫
TA

(TA + TB − t) dt

 =
TATB
TA + TB

Częstość koincydencji przypadkowych dana jest przez:

fAB =
Pτ/T

τ
= fATAfBTB

(
1
TA

+
1
TB

)
= fAfB(TA + TB)

Podobnie, dla potrójnych koincydencji otrzymujemy:
1

TABC
=

1
TAB

+
1
TC

=
1
TA

+
1
TB

+
1
TC

fABC = fATAfBTBfCTC

(
1
TA

+
1
TB

+
1
TC

)
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Rozkład wykładniczy i Weibulla

Rozkład wykładniczy opisuje czas oczekiwania na zdarzenie:

Exp(t;λ) = λe−λt lub Exp(t; τ) =
1
τ
e−t/τ gdzie τ =

1
λ

E [t] = τ =
1
λ

V[t] = τ2 =
1
λ2

Częstość koincydencji przypadkowych:

λA, λB - intensywności rejestracji promieniowania przez liczniki A i B,
TA, TB - czasy trwania impulsów generowanych przez te liczniki.

Niech koincydencja będzie inicjowana przez licznik A, wtedy:

f(tA, tB ;λA, λB) = λB(λA + λB) exp (−λAtA − λBtB) 0 ¬ tA ¬ tB <∞
P-two koincydencji:

P (tA − tB ¬ TA) = λB(λA + λB)

∞∫
0

dtA e
−λAta

tA+TA∫
tA

dtB e
−λBtB = 1− e−λBTA

Łączna liczba koincydencji przypadkowych inicjowanych przez detektory A i B:

fAB = λA
(
1− e−λBTA

)
+ λB

(
1− e−λATB

)
≈ λAλB(TA + TB)

Rozkład Weibulla: f(x;α, σ) =
α

σ

(x
σ

)α−1
exp

(
−
(x
σ

)α)
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Rozkład Poissona

Rozkład Poissona opisuje p-two wystąpienia k zdarzeń w zadanym przedziale
czasu ∆t jeśli czas oczekiwania na każde kolejne zdarzenie podlega rozkładowi
wykładniczemu Exp(λ).

Rozkład Poissona:

Pk(µ) =
µk

k!
e−µ, µ > 0, k = 0, 1, ...

E [k] = µ, V[k] = µ

Dla n→∞, p→ 0, np→ µ:

Bk(n, p) −→ Pk(µ)

n=10, p=0.1

n=50, p=0.1

n=100, p=0.1

liczba sukcesow k

B
k
(n

,p
),

 P
k
(n

p
)

rozklad dwumianowy

rozklad Poissona

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Parametr µ = λ∆t określa średnią liczbę zdarzeń w przedziale czasu ∆t.

Rozkład Poissona może także odnosić się do zdarzeń w przestrzeni (λ wtedy
oznacza gęstość [1/mn]).

Dla dużych wartości µ mamy:

Pk(µ)→ 1√
2πσ

e−
(k−(µ−0.5))2

2σ2

gdzie σ =
√
µ.

µ=10

µ=20

µ=30

liczba sukcesow k

P
k
(µ

)

0
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Rozkład normalny (Gaussa)

Rozkład normalny (Gaussa):

N (x;µ, σ) =
1√
2πσ

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
E [x] = µ, V[x] = σ2

Dystrybuanta standaryzowanego
rozkładu Gaussa:

Φ(x) =
1
2

[
1 + erf

(
x/
√

2
)]

gdzie erf(x) to funkcja błędu:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt

2.14% 13.59% 34.135% 34.135% 13.59% 2.14%

x

N
(x

; 
µ

,σ
)

µ-3σ µ-2σ µ-σ µ µ+σ µ+2σ µ+3σ

n=8

n=16

n=32

n=64
n=128

liczba sukcesow k

B
k
(n

,p
=

0
.2

5
)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35
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Dwuwymiarowy rozkład normalny:

N (x, y;µx, µy, σx, σy) =

= 1
2π σxσy

√
1−ρ2

exp
{
− 1
2(1−ρ2)

[(
x−µx
σx

)2
+
(
y−µy
σy

)2
− 2ρ

(
x−µx
σx

)(
y−µy
σy

)]}
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Rozkład logarytmiczno-normalny

Wielowymiarowy (m) rozkład normalny:

N (~x; ~µ,V) =
1

(2π)m/2|V|1/2
exp

[
−1

2
(~x− ~µ)TV−1(~x− ~µ)

]
Rozkład logarytmiczno-normalny:

pln(x;µ, σ) =
1√
2πσ

1
x

exp
(
− (lnx− µ)2

2σ2

)
, x > 0

E [x] = exp
(
µ+

1
2
σ2
)
, V[x] = [exp (σ2)− 1] exp (2µ+ σ2)

F (x) = Φ
(
− lnx− µ

σ

)
Zastosowanie rozkładu log-normalnego do iloczynów wielu zm. losowych:

Rozważmy n zmiennych losowych z1, z2, ..., zn oraz ich iloczyn x =
∏n
i=1 zi.

Definiujemy zm. losowe wi poprzez zi = ewi oraz y =
∑n
i=1wi

Ponieważ x = ey ⇒ p(x) = p(y(x))
∣∣∣∣dydx

∣∣∣∣ = p(y(x))
1
x

Dla dużego n, na podstawie CTG, zmienna y ma rozkład nornalny, a więc
zmienna x ma rozkład log-normalny.
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Niech będzie dany ciąg niezależnych zmiennych losowych x1, x2, ..., xn
pochodzących z dowolnego rozkładu o skończonej wartości oczekiwanej µ oraz
wariancji σ2. Rozkład zmiennej losowej:

zn =
x− µ
σ/
√
n

gdzie x =
1
n

n∑
i=1

xi

dąży do standaryzowanego rozkładu normalnego.
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