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Funkcja Crystal Ball

o W wielu sytuacjach (np. odpowiedz detektora, rozktady pewnych zmiennych)
jedynie w przyblizeniu maja rozkfady Gaussa. Czesto zdaza sie, ze rozkfady te
charakteryzuja sie brakiem symetrii i dtugim ogonem po jednej lub drugiej stronie.

o Wspétpraca Crystal Ball (eksperyment F '
w SLAC) zaproponowata wykorzystanie
do opisu takich zmiennych funkcje: S E ‘

plr;o,n, p,o) =
N exp [—(mz_a’;)z} dla £ > ¢ °'15§‘
«

- >
. i 01 /i
4E-)T o mca

gdzie N jest statg normalizacyjng, a parametry A oraz B zapewniaja ciggfos$¢
funkcji i pierwszej pochodnej:

A:(£> 2 p="""_1q
o] B

M. Przybycien (WFilS AGH) Analiza danych Wyktad 2 1/12



Relatywistyczny rozktad Breita-Wignera

o Relatywistyczny rozktad B-W opisuje p-two produkcji rezonanséw (czastek
niestabilnych) w zaleznosci od dostepnej energii E:
k 2v/2MT
E) = k= —— = /M2(M? T2
f( ) (E2—M2)2+F2M2’ T M2—|—’y, Y ( + )
o Postac rozktadu wynika z propagatora czastki niestabilnej, ktéry w uktadzie
spoczynkowym jest proporcjonalny do kwantowo-mechanicznej amplitudy
opisujacej rozpad rezonansu:
CEA
\/E ol

q; max
> (B~ M2) +iMT

o W przypadku reakgji
a+b—R+X —c+d+X =
o E = M.q4 - energia w CMS,

o I' - szeroko$¢ rozpadu zwiazana ze
$rednim czasem zycia 7 = h/T".

Y

r i
= M M5
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Rozktad energii produktu rozpadu

@ Przyktad: Rozwazmy rozpad a — b + ¢ czastki a 0 masie spoczynkowej m,
energii I/, i pedzie p, w LAB na dwie czastki o masach spoczynkowych my, i me.

o wielkosci oznaczone przez x to wielkoéci mierzone w uktadzie wtasnym czastki a,
o niech 6,0 oznaczaja kat emisji czastki b wzgledem pedu p,
o oznaczenia: py =ps =p*, B=pa/Ea, v=FEs/ma, B=p;/E;
ppcost = y(p*cos0* + BE}) = yE; (B cos0* + [3)
ppsind = p*sin 6*
Ey = v(Ef + Bp* cost) = yE; (1 + BB cos 0*)
Dozwolony zakres energii czastki b:

*

E_ — E* _ *
s Vﬁp* = AE=E,-E =2y8p =222
E, =~E} +~8p a
1
Poniewaz:  f(xz = cosf*,p) = o —-1<z<1, 0<p<2w
T
wiec:
dx 1
9(Ep, ) = f(2(Ep), ) dEy| " 2mAE E_<E<E; 0<¢<2m
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o Rozktad energii czastki b otrzymujemy jako rozktad brzegowy:

27

1
/Q(Eb,<P)d<P = AL E_<E<Ey

0
9 (Bo|E") P+ g (Bo|ED)) P+ g (Bl E() Py

91(Ep) =
f(Ey) =

EF(Ey) Ef (By)

Ma 1

f(Ey) = 9(Ev|Ea)h(Eo)dE, = - / mh(Ea)dEa

E; (Ep) E, (Ep)
Ey
£L = — =
+ EZ;
E
=_*4B (
Mg
o Ogdlnie:

+oo

—00
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Splatanie rozktadu wyktadniczego

Przyktad: Mierzymy czas ¢ oczekiwania na rozpad jadra promieniotwérczego za
pomoca przyrzadu ktérego zdolnos$¢ rozdzielcza ma ksztatt gaussowski:

h<t>=Aexp<—At>=§exp(—§) r(E]H) = V;_mexp(_%)

Splatamy teoretyczna funkcje rozktadu z funkcja zdolno$ci rozdzielczej:

oo o0
(' —t
F(t) = {r(t’|t)h(t) dt = 2 Ofexp( PV G )dt
5 o t'Jo—Xo )
Fee(0 i) [ o))
= exp | —At' + exp | —= |dy
2 2 2
i —00
Tos ' ' ' ' ' ™3 @ Splatanie prowadzi do wygtadzania
=ost 31 rozktaddéw, tym silniejszego im mniej
3:2: o) 3 precyzyjnie przeprowadzamy pomiar.
3 o/1=0. E
oat =05 3 o Zdarza sie, ze w wyniku mato
oF =10 31  precyzyjnego pomiaru otrzymujemy
0.1 3 wielkosci mierzone w niefizycznym
0 1 1 1 1 1 1

-1 0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 obszarze.
t
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Statystyka porzadku

Niech X1, Xs, ... beda zmiennymi losowymi o rozktadzie zadanym dystrybuanta F'(x).
Definicja: Dla k = 1,2,...,n niech X(;) oznacza k-t3 z kolei najmniejsza wartos¢
spoéréd Xy, Xs, ..., X, Wéwczas niemalejacy ciag (X(1), X(2), .-, X(r)) Nazywamy
statystyka porzadku, a X () k-t3 zmienng w porzadku.

Whiosek: Statystyke porzadku otrzymuje sie z nieuporzadkowanej prébki poprzez
permutacje taka w wyniku ktérej mamy: X1y < X(g) < < X(p)

Uwaga: Statystyka porzadku zalezy takze od n: Xy jest k-t3 najmniejsza
wartoécig spoérdd n zmiennnych Xy, Xo, ..., X,,.

Czasem stosuje sie bardziej precyzyjna notacje Xi.,,, Xoun, vy X

Wartosci ekstremalne i ich rozktady:
X1y = min{Xy, Xy, ..., X,} oraz X,y = max {Xy, Xy, ..., X, }
FX(I)(I) =1—-P (X(l) > 93) =1-PXy>z,Xg>u,..X, >zx)=

1-[[PXe>a2)=1-(1-F(z)"

k=1
Fx (2) = P(Xi<2,Xp <z, X, <) = [[ P(X <2) = (F(x))"
k=1
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Statystyka porzadku - rozktady

Dla rozktadéw ciagtych znajdujemy funkcje gestosci prawdopodobieristwa:
o (@) =n (1= F(@)" " f(z) oraz fx, (@) =n(F@)""" f(z)

Przyktad: W biegu na 100 metréw czasy uzyskane przez zawodnikéw maja rozktad
ptaski na przedziale (9.6, 10) sekund. W finale uczetniczy 8 zawodnikéw. lle
wynosi prawdopodobienistwo, ze zwyciezca pobije rekord 9.69 s?

F(r) =250-24 = Fx, (z) =1-(25—-252)° = p= Fx, (9.69) ~ 0.8699

Twierdzenie: Dla k = 1,2,...,n mamy:

Fx(k) ({ZZ) = F(k)];‘in:]i)_ k) /0 ykfl(l - y)nfkdy
czyli
Fxo,(#) = Fyons1—ny (F()  gdzie (a,b) = %x‘”(l !

Whiosek: W szczegdlnosci dla rozktadu ptaskiego u(0,1) mamy
X(k) E,@(k,n—i—l—k‘), k=1,2,...n

Przyktad: Wylosowano 100 liczb z rozktadu ptaskiego (0, 1). Znajdz prawdo-
podobienstwo, ze druga z kolei najmniejsza liczba nie jest mniejsza niz 0.002.

Fz)=z = p=1-Fx, (0.002)~ 0.9826
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Gestos$¢ prawdopodobienstwa zmiennej uporzadkowane;j

Twierdzenie: Dla rozkfadu ciagtego o funkcji gestosci f(x), funkcja gestosci
zmiennej X() dla k = 1,2,...,n dana jest przez pochodng Fx , (z):

o) = TR @)™ (= F@)™ ) =

= fBkmt1-k) (F (7)) - f(2)

Dowdd: Stosujemy regute catkowa Leibniza do Fx ,, (z):

a db da @ g
Ie (/a(x) f(z,t) dt) = f(z,b(z)) -~ f(x,a(x))ﬁ —I—/a(w) o (2,t) dt

Przyktad:

M. Przybycien (WFilS AGH)

Analiza danych Wyktad 2


https://www.wikiwand.com/en/Leibniz_integral_rule

taczny rozktad ekstreméw

Twierdzenie: £3czna ggstos¢ prawdopodobienstwazmiennych X1y i X(,,) dana jest
przez:

_ [nn=1)(Fly) = F(2))"* f(y)f(z), dlaz<
P X (#:9) = {O ! ! dI: pozoz;ta’rych (z,y)

Dowod: Korzystamy z niezaleznosci zmienny X oraz rozfacznosci zdarzen
P(X(l) > x,X(n) < y) =Pz <X <y, k=1,2,....,n) =
—J[P@<Xi<y) = (Fly) - F@@)", daz<y
k=1

P (X <2, X(n) <y) + P (Xa) > 2, X(n) <y) = P (Xn) <)

FX(1)7X(71) (:L’,y) = FX(n) (y) - P (X(1) > l‘,X(n) < y) =
_ {(F(y))"—(F(y)—F(w))"a dla z <y

. . . . 0?
Aby otrzyma¢ funkcje gestosci nalezy obliczyc pochodng mqu)vX(n) (z,9).
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taczny rozktad ekstreméw, zakres

Gestos¢ prawdopodobienistwa zmiennej losowej Ry, = X(,,) — X(1) znajdujemy jako
rozkfad brzegowy dwuwymiarowej zmiennej losowej (R,,, U = X(1)):

fr,(r) =n(n— 1)/ (Flu+7)— Fu)" ? flu+7r)f(u)du, dla r>0
Przyktad: Dla zmiennej losowej X € U(0,1) mamy:
1—r
Ir,(r) = n(n—l)/ (ut+r—w)"?-1-1-du=n(n-1)r""2(1-r), 0<r<l1
0 _
Warto$¢ oczekiwana: £ [R,] = r 1.
n+1

Przyktad: Niech X;, Xa, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
wyktadniczego Exp()). Znajdz (a) fx ., x(., (¥, ), (b) fr, (7).

— Az 2
fX(1)7X(n) (z,y) = n(n—1) (l —e M _ (1-e A )) )
=n(n—1) (e - 6_)\y)n_2 Ne et dla 0<z <y

Ae M \e M =

oo n—2
IR, (r) = n(n— 1)/ (e_’\“ — e‘A(““)) A2e AU gy =
0

=m-DA(1- e_’\r)n72 e dla r >0
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Warunkowe rozktady statystyki porzadku

Przyktad cd: Dystrybuanta zakresu dla zmiennych z rozktadu wyktadniczego:
Fr,(r)=(1—e )"t = (F(r)"

Rezultat zgodny z "brakiem pamieci” rozktadu wyktadniczego - (X(2) — X(1),

X3y = X(1), -+, X(ny) — X(1)) mozna interpretowac jako statystyke porzadku dla

probki n — 1 elementowej, gdzie R, = X(,,) — X(1) jest jej wartosciag maksymalna.

Przyktad: Niech X7, X5, X3 bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu

wyktadniczego Exp(A = 1). Znajdz € [X(5)|[X(1) = z].

SXy X (@,y) = 3-2 (7" —e7Y) et dla 0<az<y

f (y) = Ix X (@, 9) _ 6(e* —e¥)e (@ty) _
X3y X == fx(l)(aj) ="

=2(e"—e¥)e* Y dalO<a<y

Warunkowa warto$¢ oczekiwana jest wiec réwna:

& X Xay =1] = / 2y (e — e V)" PR Vdy = %y =u+tx % =

x

o 3
= / 2(u+x) (e_“C - e_(“+x)) ATy = g 4 5
0
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taczny rozktad statystyki porzadku

Twierdzenie: £aczna ggstos¢ prawdopodobienstwazmiennych X (1), X(g), ..., X()
dana jest przez:

{n! e, flye) dlays <yo<..<yn
0

Fxy Xy X (W15 Y25 oY) = w pozostatych przypadkach

Przyktad: Niech X5, X5, X3 bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
ptaskiego U(0, 1). Znajdz wszystkie rozktady brzegowe statystyki porzadku
otrzymanej z tych zmiennych.

taczny rozktad p-twa:  fx ;) X)X (y1,y2,y3) =6 dla 0<y; <ya<ysz<1
Rozktady brzegowe:

f 6dys =6(1 —y2) 0<y; <ya <1

fy 6dy =6(ys —y1) 0<yr<ys<l1

J26dyr =6y 0<yr<ys<1

fx(l) X(2) (Y1,92

fx(l) X (3 (Y1, 93

fX(Q) X (3) (y27 Ys

) =
) =
)
fX(l) 1)
)
)
)

( zfy 6(1—y2)dy2 =3(1—y1)*> 0<y; <1
Ix@ (y2) = JoZ6(1—y2)dyr = 6y2(1 —y2) 0<yp <1
Ixo (1) = f 6(ys —y1)dys =3(1—y1)* 0<y; <1
Sxe (Ws) = [°6(ys —y1)dyy =3y3 0 <ysz <1
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