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Funkcja generujaca rozktad (p-two)

Definicja: Funkcja generujaca rozktad (prawdopodobienstwo) (FGP) dla zmiennej
losowej X przyjmujacej wartosci catkowite nieujemne, nazywamy:

gx(t)=£[tx]=f:t“-P(X=n)

Twierdzenie: (o jednoznacznosci) Jesli X i Y sg zmiennymi losowymi przyjmujgcymi
wartosci catkowite nieujemne to 0. =9 = P=R

Twierdzenie: Niech X, X,, ..., X beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach
catkowitych nieujemnych, oraz niech S, = X+ X,+...+ X wéwczas:

g (D=TJagx (®)
Dow6d: k=t

n n n

gs, (1) = gt ] = 5[1_[ t ] =TTl 1=1] g9,
k=1 k=1 k=1

Whniosek: Jesli wszystkie zmienne X,, X,, ..., X podlegaja temu samemu rozktadowi,

wtedy: 931 (t):(gx(t))n
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Funkcja generujaca rozktad (p-two)

FGP generuje prawdopodobienstwo, poniewaz:

OE Zn(n 1)..(n-k+Dt"*.P(X=n) = P(X=n)=
n=k
Twierdzenie: Niech X bedzie nieujemng zmienna losowg o wartosciach caikownych

oraz niech £|X|“ < oo dla pewnego k=1,2,..., wtedy
E[X(X=1)...(X=k+1]=g® (1)
Whiosek: W szczegolnosci dla k=1i k=2 mamy
ElXl<o = £&X]=g (1)
ElXl<w = VIXI=g ()+g (D-(g, 1)
Przyktad: FGP dla ro:ktadl; Bernouliego: £[x]= g, (1) _
gx(t)=(1_ p)t +pt=q+pt = { [X]= g (1 +g),<(1) ( ( ))2 -

)
ElXl=g, (1)=np

9, (t)=k§tk(ﬂ) pg"* =(q+ pt)" = {v[X] 7 (1)+ g (1)-(g (1)) = npe

(n) (t)|

Przyktad: FGP dla rozktadu dwumianowego:
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Funkcja generujaca rozktad (p-two)

Przyktad: FGP dla rozkladu geometrycznego ( P(X=k) = pq*, k=0.1,...)

znajdujemy FGP 1
Zt pg = pZ(tq dla |t|<a
Znajdziemy FGP dla sumy n nlezaleznych zmlennych z rozktadu geometrycznego (Fs):
n
n p
S, = X+ Xyt .t X, g5 (D =(g, (1) =(ﬁ)

oraz sam rozkfad p-twa:

P(S,=k)= klgi‘:)(t)‘ klpn(n+1) (n+k-Dg* (1- )n_kLo:

_(n+k=-D! 4 (n+k-1) , ¢ ~
=D P9 pog PO k=0

Dokonujac zmiany indeksu, otrzymujemy rozktad ujemny dwumianowy w standardo-
wej postaci:

ntk=j = P(Sn=i)‘(rj1 qu”, j=n,n+l,
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Funkcja generujagca moment

Definicja: Funkcja generujaca moment (FGM) dla zmiennej losowej X nazywamy
. . . . i (X
funkcje zmiennej rzeczywistej t postaci v, (t) =& [e ]
pod warunkiem, ze istnieje stata h>0 taka, ze powyzsza wartos¢ oczekiwana istnieje

dia [t|<h
Twierdzenie: (o jednoznacznosci) Jesli X i Y sg zmiennymi losowymi dla ktorych w

pewnym obszarze istniejg FGM, to v, (t) =y, (t) = f (X) — f (y)

Twierdzenie: Niech X,,X,,..., X beda niezaleznymi zmiennymi Iosowyml dla ktorych
istniejg FGM, oraz niech S, = X+ X,+...+ X wowczas:
Vs, (t)‘H‘l’xk (t)

Dow6d:
n n n
ve, 0= eletr g TTe | TTele™ =TT v,, ©
k=1 k=1 k=1
Whiosek: Jesli wszystkie zmienne X, X,, ..., X, podlegaja temu samemu rozktadowi,

wtedy: Ve (t) _ (\Ifx(t))n
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Funkcja generujagca moment

Twierdzenie: Niech X bedzie zmienng losowa, dla ktérej FGM (t) istnieje dla
|t| < h, gdzie h> 0, wtedy istnieja wszystkie momenty zmiennej X i sa okreslone przez:

-4
elx ]_dtk v, (D)

Dowéd (zmienna ciggta):

+ao

dla k=1,2,...
t=0

X,

Ie’xfx(x)dx<oo = VX, >0 mamy J.e“fx(x)dx<oo i Ie“fx(x)dx<oo

—© Xy —o0

Poniewaz dla dowolnego r > 0 zachodzi [x|' /e¥ 50 dla x> o wiec:

lel f, (x)dx = lel f (x)dx+j|x| fy (x)dx+j|x| f, (x)dx <

—X

X

s [t Gdcelnf P(Xlsx, o J e (odx<on

Roézniczkujac FGM n-krotnie dostajemy:

v (1) = jxn e (A = PO, =[x (ax=£[x"]
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Funkcja generujagca moment

Przyklad: FGM dla rozktadu dwumianowego
vy (t)= Z ( ) -p)"" =(pe'+1-p)’
v (t)=n (pe +1- p) e = EX]=vy} (0)=np
vy (t)=n(n-1)(pe' +1-p) " (pe’) +n(e+1-p)" pet =
= elx=y (0)=n(n-1)p +np
Przyktad: FGM dla rozktadu wyk{admczego

XA ~—AX —(At)x A 1
v, (t)= !e re™dx = xj tx ==
n A n |
‘Vg()(t) n t)n+1 = E[X ]— ;:n

, dla t<A
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Funkcja generujagca moment

Twierdzenie: Jesli (t) jest FGM zmiennej X, to FGM zmiennej Y = o X+

dana jest przez v, (t) — eﬁth (OLt)
Dowéd:

v, (t) = g[etY] _ g[et(ax+ﬁ)] _ g[etaxem] _ eﬁt\llx (at)
Przyktad: FGM dla rozktadu normalnego

0 2 )
N(0,1) = \|1X(t)=‘[e‘xLexp[—X—}dx=et " dla co<t<o
Y 27 2

NS

Aby znalez¢ FGM dla rozktadu normalnego J\/(u,c) wykonujemy transformacje
zmiennej i korzystamy z powyzszego twierdzenia:

Y=oX+p = vy, (t)=€"y (ot)=€""""?, dla -o<t<ow
Definicja: Funkcja generujaca moment (FGM) dla wektora losowego X = (X4, X,, ... X,)
funkc;j t, Xy +ott, X,
nazywamy funkeie . (t,-t,) = glet™ ]

pod warunkiem, ze istnieja state h;, h,, ..., h >0 takie, ze powyzsza wartos¢
oczekiwana istnieje dla |tk| <h, k=1,2,...n.
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Kumulanty

o Definicja: Kumulanty k,, zmiennej losowej X zdefiniowane s3 jako wspdtczynniki
w rozwinieciu funkcji generujacej kumulanty g(¢):

(oo}
t" d"g(t)
9O =mE], g =3 o Fn = ~am
o Przyktad: Kumulanty dla rozktadu dwumianowego
g(t) = (U(t)) =nln(1—p+pe') = r = Lgt)|,_,=np
2
ko = gz 9()],mg = np(1 — p)
3
K3 = g 9(t)|,— = n(2p® = 3p +p)
o Wiasnosci kumulant (niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi,
Z =X +Y. oraz ¢ jest dowolng stat3)

0:(t) =10 (£ [0 ) = In (E[e]) + In (£[e™]) = gx(t) + g (1)

t=0

dn n 3
(z) - t - t _ t — (x) (v)
Kn dt"gz( ) o dt”gz( ) o + dtngY( ) o a2 +Hn
k1(X+¢) = k1 (X) + ¢, Fn (X +¢) = £,(X)

Kn(cX) = " kp(X)
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Kumulanty

o Relacje pomiedzy kumulantami k i momentami m;, = E[X*]:

~ mp " > K k
WO —el) - 1437 e (ZTT>
| >

n=1

. . . . — (n—1
Mozna pokazaé, ze zachodzi relacja: &y, Z ( >I€mmn_m

m=
o taczne kumulanty zmiennych losowych X, Xo, ..., X,, sa zdefiniowane jako
pochodne facznej funkcji generujacej:

glt1,ta, o tn) = In (€ fexp Z::l 1))

o Kumulanta 1-go rzedu n zmiennych losowych ma postaé:

KX, Xe, o Xa] = > (1P = DD TT T

P BeP LlieB
gdzie P oznacza partycje zbioru 1,2, ..., n, | P| liczbe czesci w partycji, B bloki
w partycji, ¢ numeruje elementy w bloku.

o Kumulanta 1-go rzedu dla dwéch i trzech zmiennych ma postaé:
kX, Y] = E[XY] - E[X]E[Y]
k[X,Y,Z] = E[XYZ] — EXY]E[Z] — E[XZ)E[Y] — EYZ]) E[X] + 2E[X] E[Y] E[Z]
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Kumulanty

o Kumulanta dowolnej liczby niezaleznych zmiennych losowych jest réwna zero
(poniewaz wartos¢ oczekiwana iloczynu takich zmiennych jest réwna iloczynowi
wartosci oczekiwanych).

o taczna wartos¢ oczekiwang n zmiennych losowych mozna wyrazi¢ za
pomoca kumulant:

EXy Xy Xn] =Y [[ #[Xisi € B

P BeP

o Przyktad: £[XYZ] =
RIXY,Z)+ kXY [Z] + w X, Z] K [Y] + & [Y,Z] k [X] 4+ £ [X] & [Y] & [Z]
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Funkcja charakterystyczna

Definicja: Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej X nazywamy funkcje zmiennej

istej t postaci: .
rzeczywistej t postaci o, (t)=8[e“x]=£[codt X)+i Sil‘(t X)]

Wiasnosci:

0, (D]=lele™ ] < gle™[=1=¢, (0)

* (o) (D) = &[cos(t X)—i sin(t X)] = E[cod—t X+i sif-t X]=g, (-t)

= Rozkiad zm.|. X jest symetryczny wtedy i tylko wtedy gdy f. ch. jest rzeczywista
o (W=¢cle™]=9, (1) =9, (t))* =0, (1)

Twierdzenie: (o jednoznacznosci) Niech X iY beda zmiennymi losowymi. Wtedy:

(Px(t) =0y () = fx (x)= fy (y)
Przyktad: Funkcja charakterystyczna dla rozktadu dwumianowego

0.(1)= z (R 1=y = (per +1- )

Przyktad: Funkcja charakterystyczna dla rozktadu wyktadniczego

J‘enxx e Mdx = 7\,‘[ —(x |t)xdx_}\‘}\,lt
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Funkcja charakterystyczna

Twierdzenie: Niech X bedzie zmienng losowa o dystrybuancie F i funkcji charakterys-

tycznej ¢. Jesli F jest ciggta w punktach a i b to wtedy:
—ith —ita

F(b)-F(a)= I|m—j'i o(t)dt

Twierdzenie: Jesli spetniony jest warunek I (p(t)| dt < to wéwczas zmienna X ma
rozkiad ciggly o gestosci:
i (X) _ J' —|t><

Przyktad: Znajdz gestosc p-twa zmiennej losowej X, ktorej funkcja charakterystyczna
dana jest przez (0('[): exp(2it—3|t|)
Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest catkowalna:

i [ e — o[ty = 2

.|;|¢(t)|dt—£e dt_zje dt=3 <o

3

Znajdujemy funkcje gestosci p-twa: f () =— I dtexp —itx +2it— 3|t|) #
-2) +9
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Funkcja charakterystyczna

Twierdzenie: Jesli zmienna losowa X ma rozktad dyskretny to wowczas:
T
U Y g
=P(K=k)=Ilim—= | e™o(t)dt
p.=P(K=k) sz_fT o(t)
Przyktad: Znajdz rozktad p-twa, ktérego funkcja charakterystyczna ma postaé (p(t) e

Sprawdzamy czy funkcja charakterystyczna jest catkowalna: I |<p(t)|dt I dt =00

Poniewaz mamy do czynlenla ze zmienng dyskretna, wiec:

pk_l'm_jeXp[—lt(k 2)]dt—l|m 1 M

LT —ik-2) |
—lim sm(T(k—Z))_ 0 da k=2

Twierdzenie: Niech X,,X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi dla ktérych
istnieja funkcje ch., oraz niech S = X+ X,+...4+ X wéwczas: (1) . (1)
95, (=T (t

Twierdzenie: Jesli @y (t) jest f. ch. zmiennej X, to f.ch. zmiennej Y = a X+ dane

jest przez oy (t) = eim(px (Ott)
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Funkcje charakterystyczne

Przyktad: Znajdz rozktad sumy dwoéch niezaleznych zmiennych losowych z rozktadu

Poissona o parametrach p, i K,.
o(t)= ie”“ i—k!ef” = e”i(”i;) =exp(p(e'-1))
= 000 (1) =exp(u (" -1)) e (&' 1)) = (1 +11)(¢ 1))

Z postaci funkcji charakterystycznej wynika, ze rozktad sumy niezaleznych zmiennych
losowych z rozktadu Poissona o parametrach p, i 1, podlega rozktadowi Poissona o

parametrze |, + L,.
Twierdzenie: Jesli istnieje n-ty moment zmiennej losowej X to jej funkcja charakterys-

tyczna jest n-krotnie r62niczkowa|na i zachodzi:

m, g[x]_— (px() da k=1,2,..,n

k dtk

0, ()= 1+Z£[x ]('t) +(’)(|t|) da t—0

Uwaga: F. charakterystyczna istnieje dla dowolnego rozktadu, w szczegolnosci dla takiego, ktory
nie posiada wszystkich momentow.
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Randomizacja i sumy losowe

Przykfad: Zrédto emituje n czastek o w ciagu godziny. Czastki te rejestrujemy za
pomoca detektora o wydajnosci p. Jaki jest rozktad liczby zarejestrowanych czastek?

gx (t)= eu(t—l)
Y|X=neB,(n p) gdzie XeP, (1) g, (D =(g+ pt)"

Korzystajac z FGP oraz twierdzenia o warunkowej wartosci oczekiwanej otrzymujemy:

o (D=l 1=g[€[t" 1x=nT]=€[(a+ pt)" ] = g (q+ pt) = (@) = grot-0

A wiec zmienna losowa Y podlega rozktadowi Poissona z parametrem Ap.

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X beda niezaleznymi, nieujemnymi, zmiennymi losowymi
o tym samym rozktadzie oraz niech N bedzie nieujemna zmienng losowa niezalezng od
X5 X5, X, Definiujemy S, =0oraz S, = X+ X,+...+ X dla n>1, wéwczas:

g5, (D =g,(g, (D)

Dowdéd:

N (t)=8[t5N]=i£[t5“ |N=n]-P(N=n)=i£[t5n IN=n]- P(N=n) =

=i£[tsn].P(N= n)=§:(gx(t))n -P(N=n)=g, (g, (1)
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Losowe sumy zmiennych losowych

Twierdzenie: Zatézmy, ze spetnione sg warunki poprzedniego twierdzenia.
a) Jesti E[N]<w i E[X]<o = €[S, ]=£INI-€[X]
b) Jesli dodatkowo

VINl<w i VIX]<owo = V[, ]=EIN]-VIXI+(£[X]) - VIN]
Dowdd (a):

g, (D=0,(g:(V) = g5 O] =gu(0xV)-g W], = £[s]=£IN-£[X
® ¢ (0], = g(gV)-(g W)+ (g V)- gL V], =
= E[N(N-D]-(€IX])" + £IN]-[X (X~ 1)]
s\ =, (0, +a (0], (g5 )] =

= £[N(N=D]-(£[X])* + £IN]-E[X X=D]+EN1-£lX 1-(EN1-£[X 1)’ =
= £[N]- VIXI+(£Ix]) - VIN]

M. Przybycien (WFilS AGH)

Wyktad 3



Losowe sumy zmiennych losowych

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
Rozktadzie, dla ktorych istnieje FGM dla |t| < h gdzie h>0. Niech N bedzie nieujemna
zmienna losowa o wartosciach catkowitych, niezalezng od X, X,, ..., X,. Definiujemy
S, =0 oraz S = X+ X,+...+ X, dla n=1, wéwczas: v, (t) = N (‘l’x (t))

Przyktad: Niech X, X,,... beda niezaleznymi zmiennymi z rozktadu wyktadniczego oraz
niech N € Fs( p) bedzie niezalezna od X,, X, ..., X,. Znajdz rozktad S, = X+ X+...+ X,
A

Pr—t A
Ne FS( p) =pg“' Vs, (t)= On (\l’x(t))= Aot _ P = Wexp(ph) (t)

A pr-t
1=a, ) .
o _ P _prpt_ p
N eGe(p) = pq wsN(t)—gN(wx(t))—l_q Tt - PTG
-t

Twierdzenie: Niech X, X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie oraz niech N bedzie nieujemng zmienng losowg o wartosciach catkowitych,
niezalezng od X, X,, ..., X,. Definiujemy S,=0oraz S, = X+ X,+...+ X dla n=>1,

wéwczas: ®s (t)= gN((Px(t))
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