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Efektywnos¢ detektora

@ Przyktad: W celu wyznaczenia wydajnosci detektora, umieszczamy na wigzce
(jeden za drugim) dwa detektory o nieznanych wydajno$ciach p4 i pp. Niech
oznacza nieznang liczbe czastek padajacych na detektory, a n4 i np niech beda
liczbami czastek zaobserwowanych tylko przez A i tylko przez B, oraz niech N¢
bedzie liczba czastek zaobserwowanych przez oba detektory jednoczesnie. Liczby
czastek zaobserwowanych przez kazdy z detektorédw to Ng = np + N¢ oraz
Njp=ny+ Ne.

o Kazda czastke przechodzacg przez oba detektory mozemy zakwalifikowaé do jednej z
czterech roztacznych klas:

o czastka zarejestrowana tylko przez A: p, = pa(1 — pg), zmienna losowa ng = N4 — N¢
o czastka zarejestrowana tylko przez B: p, = pp(1 — p4), zmienna losowa ng = Ng — N¢
o czastka zarejestrowana przez A i B: pc = papp, zmienna losowa N¢
o brak rejestracji przez AiB:p=(1—pa)(1 —p),n=N —ny —np — N¢

o Rozkfad p-twa zmiennych (n4,np, No, N) zadany jest przez:

PnA,nB,No,N(pA7PB7 N) = WnA,nB,Nc (N7 pAapB)PN (M)

N! N
D0 Py PP p"

gdzie Whams,Ne (N, pA, PB) = malngl Nolnl
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Efektywnos¢ detektora
J ,LLnl MnJ Mn )
o Poniewaz: HPW (i) = n;lle—m "'nLj!e_#j — He‘up?lp;lz cpld =
i=1

= Pn(N)Wnl...nj (naph ~-'7pj)

J J
gdzie n:;ni, u:;m, pi = ’%
wiec faczny rozktad p-twa przyjmuje postaé:
Prynp Nowm(PaspB,y 1) = Pry (119a) Prg (1p6) Pne (1P ) P (1p)
o Po wysumowaniu po n, mozemy zapisa¢ funkcje wiarogodnosci:
L(na,np, Nc;pa,ps, 1t) = Pn (11Pa) Prg (11Ps) PNe (HpC)

o Obliczamy In £, rézniczkujemy po parametrach i znajdujemy estymatory:
olnL _na + N¢ npg

N¢

— u(l - -0 5. = —C

oo o — w(1—pB) Pa= .

olnL ng + No na Nc¢

= — — 1 — = O = %) = —

o . — (1 —pa) B =N,
OlnL ns+ng+ Ng . NaNp
- —(1-(1-pa)1—pp) =0 = 4B

o . (1-(1—-pa)d—ps)) =N
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Efektywnos¢ detektora

o Korzystajac z tw. Cramera-Rao znajdujemy macierz kowariancji V(pa, g, ii):

pa(l—pa) (1—pa)( —ps) (1 =pa)(1 —pp)
HpB H pB
vo | (=pa)—ps) pa(l —ps) _(L=pa)(1—-pB)
K HpA pa
(A —pa)A—pp) (A—pa)(l—pp) M(l—pA)(l—pB)+pApB
PB ba DPAPB

Po wstawieniu za parametry ich estymatoréw otrzymujemy V(ﬁA,ﬁB,ﬂ)

Ze wzgledu na "regute zatrzymania” (Poissona), nawet gdy wydajnos¢ jednego
z detektoréw wynosi 100%, to V[N] # 0.

Rozwazmy regute zatrzymania w postaci zadanej liczby nap =n4 +np + N¢
czastek tacznie zarejestrowanych przez oba detektory.

taczny rozktad p-twa zmiennych ny oraz np przy ustalonej wartosci nyp:
WnA,nB,Nc(NapA)pB) —
BnAB (N7 pAB)

_ nag! < Pa )nA ( Db )nB <pc )nABnAnB
nalnp!(Nap —na —ng)! \pan DAB DAB
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Efektywnos¢ detektora

o Rozktad P, , »,,(nap,pa,pp) odgrywa role funkcji wiarogodnosci, wiec:
InL = Nyglnpg+npln(1 —pa)+ Nglnpg +naln(l —pp)
—napln(pa+pp — papp) + const

o Korzystajac z tw. Cramera-Rao znajdujemy macierz kowariancji V(pa,pg):

pa(l—pa) (1 -pa)(1 —pB)(pa+pp — Paps
V= Np NAB
(1 —pa)(L —pB)(pa +PpB —PaAPB) pa(l—pB)
NAB Na

o Catkowita liczba czastek jest zmieng losowa podlegajaca rozktadowi ujemnemu
dwumianowemu, gdzie liczba sukceséw to nap, a p-two sukcesu to p4p.
Za ocene nieznanej liczby czastek IV i jej wariancje, mozemy przyjac
odpowiednio wartos¢ oczekiwang i wariancje dla zmiennej z tego rozktadu:
nAB 1l—pap nap (1—pa)(l—ps
EN] = VIN] = nap i 4B _ (1—pa)(1 —ps)
PAB Pan pap 1= (1 —pa)(1—pp)
o Wida¢, ze jedli jedna z efektywnosci dazy to jednosci, to wariancja dazy do zera.
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Zastosowanie MNW do danych zgrupowanych

o Rozwazamy histogram o n przedziatach [z — Ay /2,2, + Ak/2], k=1,..,n
i liczbie przypadkéw w przedziale n; oraz catkowitej liczbie przypadkéw N.

o P-two znalezienia zmiennej losowej x w przedzialem o Srodku xj:

. Tr+Ak/2 o n .
Pu(d) = / Fla:ide, S (@) =
T k=1

k—Ay/2
o Jesli liczba przypadkéw N jest ustalona (dosw. Bernoulliego), to liczby ny
pochodz3 z rozktadu wielomianowego i funkcja wiarogodnosci ma postaé:
o NI
LO) =Wy, ....n, (N, Py,...,P,) = —P”lP”2 P
() = War, (N Procn P) = ;
o Jesli liczba przypadkéw N podlega rozktadowi Ponsso_pa o parametrze u, to
funkcja wiarogodnosci przyjmuje posta¢ (g = pPy(6), 1= > 1_; fx):
n n N N '
9\ — — M e _ P IV n nn
L) = kHP"k(“’“) e B R R
=1 =1

o Zaktadajac, ze Vng] = uPx(1 — Py) ~ puPx = ng, w obu przypadkach
maksymalizujemy wyraienie:

1 < — NPy(
ln,C anlnPk + const ~ — Z( k ke))

k=1

[\)
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Metoda Najmniejszych Kwadratéw (MNK)

o Zatézmy, ze mierzymy n niezaleznych wartosci, y1, Y2, ..., Yn, kazda z rozktadu
Gaussa o nieznanej wartosci oczekiwanej i znanej wariangji:

Ely] = nlzi; 5) VIyi] = 01'2
O tzw. zmiennych kontrolowanych x; zaktadamy, ze s3 znane doktadnie.

o Chcemy oszacowacd nieznane parametry g tak aby dopasowanie krzywej do
punktéw pomiarowych byto mozliwie najlepsze.

o Konstruujemy taczna funkcje gestosci p-twa:

o1 (yi —m:)°
g(y17 o Yns My s Ty 01y -y Jn) = ;I;[l \/%0'7; exp (_#>
Woéwczas log z funkcji wiarogodnosci ma postaé (pomijamy wyrazy niezalezne

od parametréw): )2
(yi — xza
In E =-3 Z

o Zasada najmniejszych kwadratéw g’f05|, ze parametry nalezy dobraé tak, aby
spetniony byt warunek:

n —a
o x“ )2 . i
R(O) = = min (0
i=1
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MNK - pomiary skorelowane

o Funkcje n(x;; 5) nazywamy krzywa regresji najlepszego dopasowania MNK.
Parametry g to estymatory MNK.

o W przypadku skorelowanych pomiardéw, musimy skorzysta¢ z wielowymiarowego
rozktadu Gaussa ze znang macierza kowariancji V.
o Woéwczas MNK sprowadza sie do warunku:
RO = >~ (v =0 0)) (Vi (95 = n(a30)) = min (7)

i,j=1
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MNK - przypadek liniowy

o Rozwazmy sytuacje kiedy zwigzek pomiedzy parametrami 6;, a wielkoscia
mierzona 7 przyjmuje postac liniowa:
n(w:0) = 1(2)01 + @2(2)02 + P ()0
gdzie ¢;(x) sa znanymi, liniowo niezaleznymi funkcjami.
o Dla n punktéw pomiarowych (z;,v;), ¢ = 1,...,n otrzymujemy uktad n réwnan:
m = p1(21)01 + 2(21)02 + Pm(71)0m

ne = ¢1(w2)01 + p2(72)02 + P (2)0m .

M = @1(zn)01 + 902(xn)92 + ‘Pm(xn)em

gdzie
m e1(z1) @2(x1) .. pm(x1) 01
. 72 P1(72) p2(22) o Pm(r2) o D)
=1 . o= : : . o0=1 .
T 01(xn) 2(rn) - Pm(Tn) Om

Macierz ® nazywamy macierza konstrukcyjna.
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MNK - przypadek liniowy

o Zasada najmniejszych kwadratéw przyjmuje postaé (oznaczenie Q = V_l):
R = (7 — ®6)"Q(7 — ®6) = min (6)

Zapiszemy wielko$¢ R w jawnej postaci:

R Zn: (yi - i (Pk(xi>ek) Qij (yj - i (Pl(xi)el> =

,] 1 k=1
= Z yin]yj -2 Zlkz @k(xz)eszjyj + Zlk;lq)k(xz)eka(Pl(xg)
i,j=1 @] ,J

Rézniczkujemy wzgledem parametru 0, (p =1, ..., m):

aR n m n m
0.~ =230 > Or(T)0pQijys + X D Or(wi)0kpQij@i(x;)0+
p i =1 k=1 ig=1 k=1
+ 2 2 0r(®:)0kQi@i(x)01, =
ig=1 k=1
= -2 Zl(pp(mi)Qijyj + Z”Z ©p(zi)Qijei(z;)01+
ig= ij=11=1
+ ElkE Ok (7:)0kQi59p(T5)
ij=1k=1
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MNK - przypadek liniowy

@ Zamieniajac indeks [ na k oraz zmieniajagc pomiedzy soba nazwy indekséw
i oraz j otrzymujemy (macierz Q = V! jest symetryczna):

5‘R
89 —2 Z (pp T; Q”yj +2 Z Z(Pp Z; sz@k($J)ek =0
i,j=1 i,j=11=1
(®7Q7), (27QP8),
o Otrzymalismy ukfad liniowych réwnan (zwanych normalnymi) na nieznane
parametry 0; w postaci macierzowej:

dTQP0 = dTQy
o rozwigzaniach liniowo zaleznych od mierzonych wielkosci:
5 (&T “1aTh=_ (aTv—1ag) "L Tyv—1- _ Ty-1-_ we
0= (2'QP) ¢'Qy=(2'V'e) o'V y_W<I>‘IIV y= vy

=W
o Jesli wielkosci mierzone s3 nieobcigzone, to réwniez nieobcigzone sg estymetory
parametréw:

£[6) = [y = Ve[ = Wi = ("V'0) TV 16 =6
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MNK - przypadek liniowy

o Macierz kowariancji estymatoréw parametréw ma postaé:

VIO] = E[U(F -~ 7)(W (G~ 7)) = E[V(F — D)7~ )"0 =
= VE[(y -G - M) = WeTVIE[(g — ) (7 — 1)V oW =
= WoTV-IVV1oW =W 'V oW =W
\_\:1_/

A wiec: V[ =W = (@TV-1le) "

o Dysponujac estymatami parametréw mozemy wykorzystaé je do interpolacji
badz ekstrapolacji, konstruujac krzywa najlepszego dopasowania:

() = @1(2)81 + @2(2)0s + ... + @ (2)8,, = ¢7(2)6
Btad takiej operacji wynosi:
Vii(@)] = E[(f(z) —n(2))?] = E[(F" («)(6 ~ 6))(¢" («)(6 - §))"] =
= E[¢T(2)(8 - 6)(6 — 6)T ()] = " (x) W ()
o Twierdzenie Gaussa-Markowa: Po$réd wszystkich nieobcigzonych estymatoréw,
ktére sa liniowymi kombinacjami wielko$ci mierzonych, estymatory metody

najmniejszych kwadratéw maja najmniejsza wariancje.
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Ocena jakosci dopasowania

@ Ocena jakosci dopasowania na podstawie resztkowej réznicy w minimum:
Emin =Y — 1
o Jej wartos$¢ oczekiwana i wariancja sa odpowiednio réwne:

S

ElEmin] = E[7—1 = E[) — EM] =7 — £[®6] =7 — @O = — 7 =0

VEmin] = E[-M@ -] = ... =V[g] - V[ )
o Ocena btedéw systematycznych — wptyw (ang. pull): z; = yl;mA
VIyi] = Vil

Wratos$¢ Srednia wptywu istotnie rézna od 0 wskazuje na btedy systematyczne
w danych, a odchylenie standardowe istotnie r6zne od 1 na niedostateczng
kontrole nad btedami statystycznymi procedury pomiarowe;.
@ Ocena jakosci dopasowania na podstawie wartos$ci Rin:
o poréwnanie modeli — im mniejsze Ruin tym lepsza zgodnos$¢ (uwaga:
dopasowujac wielomian n — 1 stopnia do n punktéw dostaniemy Ry, = 0).

o gdy mierzone wielkosci pochodza z rozktadu normalnego, wéwczas estymatory
parametréw maja rozktady normalne, natomiast wielko$¢ R, jest statystyka
x? wylosowana z rozktadu o (n — m) stopniach swobody Ruin = X2_,, O ile
postulowana zalezno$¢ f(x;01,...,0,,) jest stuszna. (Jesli macierz V(y) jest

macierza kowariangji, a nie jej estymat.)
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