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MNK - dopasowanie linii prostej

o Rozwazmy dopasowanie linii prostej do danych doswiadczalnych:

N1 12
S M2 1 29
T=00 < =1 . {21}
: Do 2
Mn 1z,
o Zaktadamy, ze pomiary nie s3 skorelowane:
20 ... 0 ss20 .. 0
2 —2
v 0 S.2 0 L y-lo 0 S2. 0
00 ..s2 0 0 ..s,7?
o Wprowadzamy oznaczenia:
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MNK - dopasowanie linii prostej

o Konstruujemy macierze W i U:

TV =
s;2 .. 0] [1m L
1 1 _ s 82 Sl [S S.
T : Tl T | 7 | Se Saa
0 sp? ] |1 @, 2 2 | L1,
_ Tyr—1 -1 _ Sza) _Sz
W—(<I>V <I>) _A[—Sw S}
U =wWoTv!=
1 1 Sze — 15, Szz — TnSy
_A[—Sx S ] zy ZTn =4 1S — S, T,S — S,
2 e 3 2

o Wyznaczamy estymatory parametréw linii prostej:
éz vy = [él] =A SeaSy = SaySa
SSzy — S8y
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MNK - dopasowanie linii prostej

o Z macierzy W = V[é] odczytujemy:
V[01] = S..A L o S,
N COV9,9 :_SIA pe7e = —
Vibo] = SA 91,2 (002 =55,

o Obliczamy wartos¢ statystyki R w minimum: Ry = Syy — Syél — SzyéQ

o Poniewaz parametry s3 liniowymi funkcjami wielkosci mierzonych, wiec
poziomice statej wartosci R (czyli x?) sa elipsami:

1[0 —60)2  (82-652  [0.-6)(6:2-6\] _
=0 | D8, | Do) 2"(@[éﬂ><@[éﬂ )]_R Fo

o Problem dopoasowania do danych wielu nieliniowych funkcji mozna sprowadzi¢
do problemu dopasowania linii prostej:

y = ab” Y =Ina+xzlnb=da + bz
y = ax’ y =Ina+blnz =a + ba’
y = aexp [bz] y =Ina+br=a + bz

o €z ’ l o /
y_a—i—bx y—ax+b—b+ax
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Dopasowanie linii prostej - dygresja

o Dopasowanie linii prostej z pominigciem rachunku macierzowego:
n(z) = f(x;6) = 01 + 0z

o Znajdujemy wartosci parametréw dla ktérych R osigga minimum:

OR "y — 01 — 01 i "1 "
z<—><zz w53

i=1 i=1 i=1
— 0515 "y "z " g2
2T iYi i ;
D S (= L Y S oF B o
2 i—1 i i—1 i i—1 i

o Przyréwnujac oba réwnania do zera otrzymujemy:
01 = A(S22Sy — S2S4y) 02 = A(SS.y — S2S,)

@ Prosta najlepszego dopasowania, fj(x) = 0, + 0o, pozwala dokonad
interpolacji lub ekstrapolacji. Btad tej operacji dany jest przez:

Vil = oleWT(o) = Al a| SHx]=A<sm—zxsﬁx2s>=

- o (@””;) via (- 5)
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MNK - dopasowanie linii prostej

Przyktad: Zbadano wptyw kofeiny na sprawnos¢ wykonywania prostych czynnosci
manualnych. 30 studentéw podzielono losowo na trzy grupy po 10 oséb i kazdej
grupie podano rézne ilosci kofeiny: 0 mg, 100 mg i 200 mg. Po dwéch godzinach
poroszono ich o wykonanie z maksymalna szybkoscig czynno$ci polegajacej na
stukaniu palcami po stole. Wyniki pomiaréw przedstawia tabela:
Dawka
 [mg]
0

Liczba stuknieé palcami y [min_l] ytoy

242 | 245 | 244 | 248 | 247 | 248 | 242 | 244 | 246 | 242 || 244.8+£0.76
100 248 | 246 | 245 | 247 | 248 | 250 | 247 | 246 | 243 | 244 || 246.4 £ 0.65
200 246 | 248 | 250 | 252 | 248 | 250 | 246 | 248 | 245 | 250 || 248.3+£0.70

=250 Prosta dopasowana MNK:
£ 249 1 y=244.7£ 0.7+ 0.017 £ 0.005 x
E 248 - { - -
3,247 + elia'el ezié'gz
'€ 246 A
2245 + Kowariancja i wspdfczynnik korelacji
8 ;:‘3‘ ] pomiedzy estymatorami parametréw:
=242 — cov[f, 05] = —0.0028
-50 0 50 100 150 200 250 p(é1, éQ) =058

Dawka x [mg]
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MNK - dopasowanie linii prostej

Niepewnos¢ inter- i ekstrapolacji: : 254
S—6.139 S, — 644.85 E 27
> 250 1
n(z) = fE: 248
2 >
é1+égxi\/;+\)[é2]<ﬂfs§> 2 o]
3 N —

Przewidywanie dla = 400:
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

1n(400) = 251.5 £ 1.5 Dawka x [mg]

2 Dystrybuanta empiryczna:

&

> 0 T < T

F(x): #H T KT < Tit1
nL_H T > x,
-1,5 ; : ‘ ‘ \ ot o _ 1 _rt-r
241 243 245 247 249 251 253 Flqi) = n+1 11 1= =5

Szybkoé¢ stukania [min™']
F(g;) | 0.091 0.182 0.273 0.364 0.455 0.546 | 0.636 | 0.727 | 0.818 | 0.909
qi -1.335 | -0.908 | -0.605 | -0.349 | -0.114 | 0.114 | 0.349 | 0.605 | 0.908 | 1.335
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MNK - dopasowanie linii prostej

o Jesdli hipoteza o zaleznosci liniowej jest prawdziwa, to statystyka R ma rozktad
x? on —m =3 — 2 =1 stopniach swobody:
o0

Runin = Syy — Sy01 — Suy02 = 0.033 = P(x® > Runin) = / X1 (u)du = 0.857

Rmin
o0
o Jedli zazadamy  P(x? > Ruin) = / x1(u)du =0.99 = Rpyi =0.00015
7—\’fmin

o Oznacza to,ze $rednie odchylenie kazdego punktu od dopasowane;j linii w
jednostkach typowej niepewnosci wynosi tylko: 1/0.00015/3 ~ 0.007

o Poniewaz parametry s3 liniowymi funkcjami wielkosci mierzonych, wiec
poziomice statej wartosci R (czyli x?) sa elipsmi:

1 (91 — 91)2 (92 — é2>2 91 - él e2 - éZ _ _ .
1—p% | D20 - D2[0,] _2p< D[6,] ) ( DB )] e
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MNK - przypadek liniowy - skalowana macierz kowariancji

o Jedli nie jest znana macierz kowariancji wielkoéci mierzonych, to MNK pozwala
znalez¢ jej estymate w pewnych szczegdlnych sytuacjach, np. gdy macierz ta
znana jest z dokfadnoscia do statego czynnika, V = o2V

2 _ - -1 .
6=0j=WoTv'j=(aTv'a)  eTV lj= (<I>TV—1<I>) TV 1y
— N

v =W

Ve =W = (@TV ) = o2 (@TV—1<1>)_1 = 0?W

>

o Minimalna wazona suma kwadratéw reszt, &; = y; — 1, = y; — [ (24,
przyjmuje postaé:

Rnin = TV ! (y4f - (3T<I>T) e (g_ @5) _

),

é@Tv =0TV 1y = TV HBI-—) =0 = (-7 "V 'd=0

= (7" - 0T ) Vi = TV - TRV = TVl - W =

— —

—{ij= 0} = 7)™V G0 - - TW -0
o Mozna pokazaé, ze & [Ruin] = Tr(V7IV) = Tr(W W) =n —m
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MNK - przypadek liniowy - skalowana macierz kowariancji

o Mozna wiec zaproponowaé nieobcigzony i niezalezny od rozktadu estymator 62

o grv-lg
0" = —
n—m
o W konsekwencji otrzymujemy petng postaé estymatoréw macierzy kowariancji
mierzonych wielkosci oraz estymowanych parametréw:

. - . - -1 -
V=62V, W=3a2 (<I>TV—1<I>) = 52W
o Przyktad: Rozwazmy dopasowanie prostej n(x) = 01 + 022 do nieskorelowanych
danych (z;,y;), ktérych btedy znane s3 z doktadnoscia do czynnika skalujacego,
S; = OU;.
11 I &r 1 1 yi 1

I
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MNK - przypadek liniowy

Estymatory parametréw linii prostej oraz ich macierzy kowariancji:
01 = (UsaUy = UsUsy)8, 6y = (UUsy —UU,)8
IR S v [onde] =

U,n628 —U,625 }

~U,6%5 U636
n—2

W zaleznos$ci od stanu wiedzy o btedach s; nalezy odpowiednio wybra¢ u;:
o staty btad bezwgledny: s, =0 = u; =1
o staty btad wzgledny: s; = oy = wi=1wy;

o Rozwazmy zmiane zmiennych: y = %, z= L. al tb=ar' +b = o.=2
ax xr

staty btad bezwgledny: 0. = si% = U=

y2

S

yi
Sqi 1 1

staty btad wzgledny: 0. = —— = wu; = —
Yi Yi Yi

@ Rozwazmy przypadek skorelowanych pomiaréw tej samej wielkosci, n(x) = 6.

R= (g— @§>T v (17— ‘M) = > (5= 0)V;;' (y; — 0) = min(0)
ij=1
ij=1 inj=1 =1
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MNK - przypadek liniowy - pomiary skorelowane

R ; vt
ORI o o g T ¥V _ S wi wy = 2LV
o 0=0 Zkl lvkl =1 Ek,l:l Vkl
(é) = Zwi(yz) = Hsz =0
=1 =1

. "L 00 89
Vo = — w;Viiw; = w Vw

6] Z_ 55: ;" Z jj

o Przyktad: Niech y; i y2 beda dwoma skorelowanymi pomiarami wielkosci 6:

2 1 —P
_ { o3 P0102] Loyl L [ P 0102]
- - 1

2 _ 2 —_P -
po102 03 1 p 0102 Ug

2
g5 — p0102
2 2
o1+ 05 —2po109
2\ 2 2
(1 —p*)oio;

2 2
o1+ 05 —2poi02

é:wy1+(17w)y2, w =

Vb = wTVw =

Uwaga 1: Dla p > 03/01 mamy w <0 = 0 ¢ (y1,y2) - dla silnie dodatnio
skorelowanych pomiaréw z duzym prawdopodobienstwem oba pomiary leza po

tej samej stronie wartosci prawdziwej.
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MNK - przypadek liniowy - pomiary skorelowane

Uwaga 2: Dla p = 01 /02 (lub p = 02/01) waga drugiego z pomiaréw jest réwna
zero i nie wptywa on na Srednia.

o Definiujac btad skorelowany (np. niepewnos¢ swietlnosci przy pomiarze dwéch
przekrojéw czynnych w tym samym eksperymencie) jako 02 = pojco wyniki
pomiaréw mozna zapisacé:

0=y o] +oc, 0 =ys +oh +oc

gdzie 0}? = 0 — 02 oraz )% =03 — 0.
Zaktadajac, ze o¢ < 01, 02 (co oznacza, ze wagi wy g > 0) mozna zapisaé:

Y1 Y2

- + 2
N e A e A
r 1 i L
a%—aé O’%—O’% 2 ’2
R 1 1
V] = — — toe= 11 +tod
T ok o2 o

o Przyktad: Wykorzystujac dwa razy ten sam pomiar i zaniedbujac korelacje
zmniejszamy btad o /2. Jedli poprawnie przyjmiemy, ze wéwczas p = 1 to

oczywiscie taka operacja nie zmniejsza btedu.
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