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Ruch orbitalny czastki obdarzonej masa

o W ruchu po okregu w ptaszczyznie réwnikowej mamy:

d2u+u_GM 3GMu2 N u_GM%_3GMu2 T Mr?
d¢p? k2 c2 ~ h? c? o —3M
o Z réwnanh geodezyjnej mozemy wyznaczy¢ takze staty k:
h? 2M 2M =0 1—2M/r
.2 2 T
- (1l-— )=k -1 = k= ——"—=
T < r ) r (1—3M/r)i/?

Energia catkowita czastki na orbicie o promieniu r wynosi E = kmgc?.
o Czastka moze pozostawad na zwigzanej orbicie o promieniu r gdy F < mgc

oM\ 2 M
(1——) <1——3 = 4M <r < oo
T T

2.

o Orbity dla ktérych » < 3M nie moga by¢ geodezyjnymi, poniewaz:

21 dg\®> M
ro=h = (E) ~r2(r —3M)

A wiec bez wzgledu na to jak duzy bytby moment pedu czastki swobodnie
spadajacej, nie moze sie ona poruszaé po orbicie o promieniu r < 3M.
dp\>  [dpdr\® (1—2M/r)? [(d$\® GM

o W zmiennych Schwarzshilda: o) “\ew) T wm %) T
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Ucieczka z okolic czarnej dziury

@ Przyktad: Stycznie do sfery o promieniu 7o = 10M zostat wystrzelony satelita
z predkoscia vo sheil = 0.5. lle wynosza moment pedu i energia satelity? Czy
satelita oddali sie do nieskonczonosci?

Do obliczenia momentu pedu potrzebujemy czas wtasny 7: dtshell = Y0,shell AT

d¢ 2 dgo dZshell
-

= 7' Y0,shell FT 70 Y0,shell 57— D = T0 Y0,shell V0,shell = D.775M
she shell

oa\ L2
Do obliczenia energii potrzebujemy czas ¢: dt = (1 — —) dtshell
r

1/2

E 2M\ dt 2MY\ dt dt 2M
—=(1- 1- el = (1- 25 ) yohe = 1.033
m dT dtshell dr To '

o Gdyby satelita zostat wystrzelony radialnie na zewnatrz, wéwczas oddalitby sie do
nieskonczonosci gdzie miatby wciaz niezerowa predkosc.

o Aby stwierdzi¢ czy satelita wystrzelony stycznie do sfery réwniez oddali sie do
nieskonczono$ci musimy zbadad jego orbite w geometrii Schwarzschilda.

M. Przybycien (WFilS AGH) Ogélna Teoria Wzglednosci Wyktad 11 2/11



Efektywny potencjat w mechanice Newtona

o Aby opisa¢ orbite czastki o masie m wokét czarnej dziury o masie M korzystamy
z zasady zachowania energii:

1 M 2 2 2 72
E=Ek+Ep=§mv2—GTm gdzie v2=<dr> +< dd)) :<dr> +

i) P Ua) = &) trae
W jednostkach geometrycznych mamy: £ 01p ]
1/dr\’ E Mo (L/m)*] 2 E
s\at) =™ |77 T | el Lmfiar ]
potencjat efektywny V(1) /m o0 7
Ogolne rozwigzanie mozna zapisa¢ jako: 0’02§
0
t= /2 / T const :
=/— | ——— + cons -0.02 [
2 VE -~ V(r) 004E
W szczegdlnosci okres drgan: 0.06 b
r2(E) dr ol
T am ——— 008
r1(E) = V(r) DLy I 20 25 730 35 40 4550
gdzie r1 2 to rozwigzania réwnania E =V (r). ™
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Efektywny potencjat w geometrii Schwarzschilda

o Korzystajac z metryki Schwarzschilda oraz wyrazajac dt i d¢ za pomoca dr:

-1
dr? = (1 - ¥> dt? — (1 - ¥> dr? — r?dg?

E oM\ dt E aM\ !
—=(l1-—)— = dt=—(1-— d
m ( T )d’]’ m( 7‘) g
L d L1
— == = dp=——dr
m dr m r?
znajdujemy: g8 T T
R o0 @/)22”* N -
T m)T | g 1
<E> :<E> —(1—T> [1+ 2 :|§0.96? E/m V/m A

ar\?_ (E\® (V\? s
() =(%) -() e

1(V>2:1 M (L/m)®  M(L/m)?

m

2 2 r 212 73

Ostatni wyraz odpowiada za dodatkowe przyciaganie wynikajace z OTW.
Odpowiada m. in. za precesje orbit.
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Efektywny potencjat w geometrii Schwarzschilda

o Efektywny potencjat Schwarzschilda pozwala na wieksze zblizenie do czarnej
dziury niz to wynika z rozwazan klasycznych.

o Wokoét czarnej dziury nie moga istniec stabilne orbity kotowe o promieniu r <6M

o Istnienie minimalnego promienia stabilnej orbity, prowadzi do tworzenia sie
dyskéw akrecyjnych, w ktérych na skutek tarcia wywotanego turbulecjami, gaz
jest podgrzewany tracac przy tym moment pedu az do opuszczenia minimalnej
orbity i gwatownego spadku po spirali do czarnej dziury.

2104 : : g
a 2roaf ]
] =
£1.02 - Newton B E
= V/m+1 =102 1
1k 4 1+ L/m=4.33M B
E/m 0.98 -
0.98 | [
0.96 -
096 - 1 7 L/m=3.464M
0.94 i
L/m=4M i
Il Il Il Il Il Il Il L Il Il Il
094 G015 20 25 30 35 a0 "% 5 10 15 20 25 30
r/'M /M
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Precesja peryhelium Merkurego

o Peryhelium (aphelium) - punkt na orbicie ciata niebieskiego krazacego wokét
Stofca znajdujacy sie w miejscu nawiekszego zblizenia (oddalenia) od Stonca.
(W przypadku obiektéw krazacych wokét Ziemi méwimy o perygeum i apogeum.)

o Merkury: (perlhellum = 46.04 - 10% km; aphelium = 69.86 - 10° km)

o wielka o$ elipsy obraca sie o 0.159 stopnia (574 ) na stulecie,
o mechanika Newtona (wptyw innych planet) wyjasnia obrét o 531",

o OTW potrzebna do wyjasnienia pozostatych 43"

Planeta | Obrét peryhelium | Sr. promien | Okres obiegu
[arc sec/rok] orbity [j.a.] [lata]
Merkury | 42.980 4+ 0.001 0.38710 0.24085
Wenus 8.618 £ 0.041 0.72333 0.61521
Ziemia 3.846 £ 0.012 1.00000 1.00000
Mars 1.351 £ 0.001 1.52368 1.88089

o Przyblizenie ruchu harmonicznego w przypadku dowolnego potencjatu polega na
rozwinieciu potencjatu w szereg Taylora wokét potozenia réwnowagi do wyrazéw
drugiego rzedu:

dVv 142V
V(r)=V(ro) + —= (r=mo)+ 5% .

T=To
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Orbita Merkurego w przyblizeniu Newtona

o Ruch satelity po orbicie eliptycznej traktujemy jako ztozenie ruchu po okregu o
$rednim promieniu 7o (minimum potencjatu - d(V/m)/dr(r = r9) = 0) i drgan
harmonicznych w kierunku radialnym wokot Sredniej orbity kotowej:

. 1 d?
Czesto$¢ kotowa w ruchu harmonicznym: Y _lpe o 2o EW/m)
m 2 dr?

o Orbita Merkurego w mechanice Newtona w przyblizeniu harmonicznym:

1<dr>2:E_[_M+(L/m)2] N %-—%ﬂ”my

r=ro

2 \ dt m r 272 oy 212

Czesto$¢ w;- ruchu drgajacego:

2 d\Vv
dr 72 r3 dr r—ro
d*(V/m) 2M  3(L/m)? 5  d*(V/m) M
i R O
Czestos$¢ wy ruchu kotowego po orbicie:
L ,d¢ L1 (M\'?
m_rdT_r‘% = w¢_mr2_<7“8>

Poniewaz wy = w; oznacza to ze ruch odbywa sie po zamknietej elipsie.
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Orbita Merkurego w geometrii Schwarzschilda

o Stosujemy model przyblizenia harmonicznego do orbity Merkurego w OTW.

Czesto$¢ w, ruchu drgajacego:

() =3 () s (-2 = () 5 6

d (1V? M (L/m)? 3M(L/m)? 9 M3
i ()| 0 o ey
a2 (17?2 oM 3(L/m)>  12M(L/m)? ,  M(rg—6M)
W(W)Z‘Ts* AT T a0, —3M)
Czestos¢ wy ruchu kotowego po orbicie:

L d L/m)? M

E:r2£:r2w¢ = W= ( {"4) :rg(ro—SM)
Réznica czestosci kotowych jest w przyblizeniu réwna:

3M

w2 — wz — G—W

o 3 (rg — 3M)

o Dane liczbowe: Txiemia = 3.157 - 107 s, Titerkury = 7.602-10% s, ro = 5.8-10'% m
A¢ = 41.12 arc sec / stulecie (wartos¢ doktadna 42.98 arc sec / stulecie).
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Predko$¢ swiatta w réznych uktdach odniesienia

o Wiekszo$¢ informacji o zdarzeniach w kosmosie dociera do nas w postaci fal
elektromagnetycznych.

Jednak w zakrzywionej czasoprzestrzeni, obraz swiata ktéry w ten sposéb
uzyskujemy, moze by¢ znieksztatcony, jesli Swiatto przechodzi w poblizu
zwartych, masywnych obiektéw.

Predkos¢ swiatta w réznych uktadach odniesienia:

o W uktadzie swobodnie spadajacym (radialnie lub po dowolnej orbicie) predkosé
$wiatta wynosi v = 1.

o W uktadzie Schwarzshilda v < 1 (ale ta predko$¢ nie jest mierzona lokalnie):

dr 2M
oM dr? E:i(l_T) gdy do=0
dr2:oz(1_7)dt2— —r?d¢® =

2M 1/2
=5 r%::ﬁ:(l—g) gdy dr=0
o W uktadzie zwigzanym ze sferg v = 1:
d
d7? = 0 = dtfye — dre —rde? dis:e:: =+l (dsiar = drie +17d¢%)
shel
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Parametr zderzenia

o Traktujemy Swiatto jako czastke o masie m — 0 i jednocze$nie predkosci v — 1.

@ Moment pedu mozna wyrazié¢ poprzez Definicja parametru zderzenia b:
parametr zderzenia L = bp, co daje: m ._‘ pedp
b L L m—0 I trajektoria
= = - b= czastki
Poo E? —m? E parametr
o Numeryczna warto$¢ parametru zderzenia zderzenia
jest zachowana podczas catego ruchu. —— - ’
o Korzystajac z réwnan ruchu dla czastki testowa  predkosc ’
materialnej: rownolegta do p
dr\*  (EY L 2MN T (/m)? d _L/m E _( 2M\dt
dr) — \m r r2 odr T 2 om r ) dr
otrzymujemy:

(&) () (5 (-2 (-2 [ 8

dp _dgdr _ (LY (, 1
dt — drdt (E><__>r_2
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Ruch $wiatta w geometrii Schwarzschilda

o W granicy m — 0 oraz korzystajac ze zwiazku b = L/E dostajemy réwnania
ruchu dla Swiatta w uktadzie Schwarzschilda:

271/2
ﬁ::t 1—% 1-—- 1—% » oraz rﬁzi 1—% b
dt r r ) r2 dt r Jr

o Predko$¢ swiatta w funkcji parametru zderzenia i wspdtrzednej r:
1/2

dr\? dp\? oM oMp21?
o8 (2)] (- )2

o Obserwator na sferze o promieniu r mierzy sktadowe predkosci odpowiednio:

oM\ /2 VARE
drshell = <1 - —> d?", dtshell = (1 — —> dt

T r

sy [y (1 B ETT e (o 2y

ditshell ro)r? ditshel r r

o Przyktad: Parametr zderzenia dla $wiatta wystanego ze sfery o promieniu ry pod
katem 0y (wzgledem r):

oM \'/? oM\~ Y?
Zﬂ:(l—) E = b:rosin90<1—)

To To

1 x sin 90 =T0
dtshell
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