Szczegolna i ogodlna teoria wzglednosci
(wybrane zagadnienia)

Mariusz Przybycien

Wydziat Fizyki i Informatyki Stosowane;
Akademia Gérniczo-Hutnicza

Wykfad 2



Dodawanie predkosci

Rozwazmy obiekt poruszajacy sie w ukfadzie S’ z predkoscia @’ wzgledem tego
uktadu. Natomiast uktad S’ niech porusza sie z predkoscia v wzgledem uktadu S

w kierunku osi .
do"  , dy , d¥

YA O A . r_ _
S @ = (uw,uy,uz) gdzie u, = T I v
d d d
St U= (g, uy,u,) gdzie u, = d_:tv’ Uy = d_ltj’ u, = d_’;
Transformacje predkosci:
dx dz’ + vdt’ ul 4+ v
uz = — = —
dt At/ +oda’ /2 1 +oul/c?
U, = % — dy/ — U/y
Yoodt oy (dt +oda’/c?) v (14 vul,/c?)
dz dz’ ul,
U, =

dat v (dt + vda’/c?) B v (1 +vul,/c?)

o Dla u},, v < ¢ dostajemy klasyczne prawo dodawania predkosci u, =~ u/, + v.

o Jesli ul, = ¢ lub v = ¢ w wyniku dodawania zawsze dostajemy u, = c.

o Dodawanie do siebie predkosci mniejszych od ¢ daje w wyniku zawsze predkosé
mniejsza od ¢ (nie mozna przyspieszy¢ czastki do ¢).
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Dodawanie predkosci - przyktady

Przyktad: Kiedy stosujemy wzér na relatywistyczne dodawanie 4 »
predkosci? Niech vy = vy = 0.9c¢.

B
o predkos¢ A wzgledem C: v = (1.8/1.81)c = 0.9945¢

C

o wzgledna predkos¢ A i C' w uktadzie B: v = v; +v9 = 1.8¢ B
Przyktad: Jak dtugo, w uktadzie kazdego z obserwatoréw A, 4c/5

B i C, trwa wyprzedzanie pociggu B przez pociag A? 205
Dtugosci spoczynkowe A i B s3 réwne. (=7
@ Obserwator C' mierzy wzgledna predkos$¢ oraz dtugosci 2c

A i B, a stad czas wyprzedzania t¢:
Upel = 4¢/5 — 3¢/5 = ¢/5,

L L 7L
La = Ljva=3L/5 Lp=L/yp=AL/5 = toc= 2128 _

Urel c
o Obserwator B mierzy predko$¢ oraz dtugosé A:
4c¢/5 — 3¢/5 5 13 12
—@mem 1~ W AT 13

. . L+ L 5L
Czas wyprzedzania zmierzone przez obserwatora B: tp = ST A=
U c

u

o Taki sam czas zostanie zmierzony przez obserwatora A.
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Dodawanie predkosci - przyktady

Przyktad: Jak dtugo trwa wyprzedzanie z punktu widzenia obserwatora D, ktéry
porusza sie ze stata predkoscia pomiedzy koncem i poczatkiem pociagu B, jesli
zdarzenia F; "zréwnanie sie poczatku A z koficem B" oraz Es “zréwnanie sie
konca A z poczatkiem B" zachodza dla tego obserwatora w tym samym miejscu?

Z punktu widzenia obserwatora D oba pociagi poruszajg si —
z rF:Swnymi i przeciwnie skierowanymi perkoaé%:ia%i . e start
Warto$¢ predkosci v wyznaczamy z punktu widzenia B: »
2v 5c c 5 41A_>
1+ v2/c? 13 7 'Ts5 7 () = 26 i B.Dt Y

Dtugosci obu pociaggéw w uktadzie D s3 réwne:
2V6
LA = LB = L/")/(’l)) = TL
Poniewaz E; i E2 zachodza w tym samym miejscu (D) wiec podczas
wyprzedzania kazdy z pociggdw musi przeby¢ odlegtos¢ réwna swojej dtugosci,
dlatego czas wyprzedzania w uktadzie D wynosi:

_2V6L/5  2V6L
b= c/5 ¢
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Aberracja $wiatta gwiazd

Niech S bedzie uktadem zwigzanym ze Storicem i gwiazdami statymi, natomiast
S’ uktadem zwigzanym z Ziemia.

Niech 6y bedzie katem pod jakim wida¢ gwiazde w uktadzie S,
woéwczas:
P , Uy — U ccosby + v
Uy = —CCOS Uy, = =—
0 Tl —oug/c? 1+ Bcosby
in 6
uy = —csinfy ul = Yy = csimoo

Yool —ouy/c? _7(1 + Bcosby)

W uktadzie zwigzanym z Ziemig, teleskop nalezy ustawi¢ pod
katem 6, takim ze:

' = —ccost to f

) = tgf = B L
y = —csind’ v(cos By + 3)
Poniewaz 3 ~ 10~%, wiec:

!
- 0
cosf = :x = 1CiSﬁOC:S§O ~ (cos By + B)(1 — BcosBy) ~ cos by + Bsin? Oy
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Niezmienniczy interwat czasoprzestrzenny

Z niezmienniczosci predkoéci $wiatfa wynika, ze jesli ¢?At? — Az? = 0, to réwniez
spetniony jest warunek ¢?At'? — Az'? = 0.

Rozwazmy transforamacje wielkoéci As? = ¢?At? — Ax?:
v\ 2
A82 = Ct2—$220272 <t12+c_2) _72 ($,+Ut,)2:

2
— 42 (Cztlz + 202t + U—2x’2 2 ot — Uzt/2> _
c

2 2
— 2 (c2t’2 (1 -~ v_2> _ 2 (1 _ '0_2>) — 22 g2 (As’)2
c c

A wiec jedli ?At? — Az? = b to réwniez *At'? — Az'? = b, dla dowolnego b.
Wielko$¢ As nazywamy niezmienniczym interwatem czasoprzestrzennym.

Przyktad: (dylatacja czasu) Rozwazmy dwa zdarzenia zachodzace w poczatku
ukfadu S” w odstepie czasu t'.

S (2, t) = (0,¢)
S (x,t) = (vt,t)

t,

Y/
V1—02/c? =

} = A2 0=C22—0v*? = t=
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Interpretacja fizyczna interwatu As?

@ As? > (0 (zdarzenia rozdzielone ‘czasopodobnie’)
Poniewaz c*t? > x? wiec istnieje takie |v| = |x/t| < ¢ dla ktérego
' =~(x —vt) =0, czyli istnieje S” w ktérym oba zdarzenia zachodza w tym
samym miejscu, a wielkos¢ As/c =t' jest czasem wiasnym.
o As? <0 (zdarzenia rozdzielone ‘przestrzennopodobnie’)
Poniewaz c*t? < x? |t/z| < 1/c, wigc istnieje takie v = c*t/x < ¢, ze
t' = ~(t —vx/c?) = 0, czyli istnieje S" w ktérym oba zdarzenia sa jednoczesne,
a wielko$¢ |As| jest dtugoécia whasng (As? = c2t'? — 2/2 = —a'?).
o As? =0 (Swietlny, zerowy)
Poniewaz c*t? = x? wiec |v/t| = ¢ w kazdym ukfadzie. A wiec nie istnieje
uktad w ktérym oba zdarzenia bytyby jednoczesne lub zachodzity w tym samym
miejscu (uktad taki musiatby poruszaé sie z predkoscia $wiatta).
Przyktad: Czy mozna znalez¢ taki uktad w ktérym Chrzest Polski i Bitwa pod
Grunwaldem zasztyby (a) w tym samym miejscu, (b) w tym samym czasie?

r1 — X2 &~ 200 km

t; —ty = 1410 — 966 = 444 lata
Interwat jest czasopodobny, wiec istnieje wiec taki uktad w ktérym oba zdarzenia
zachodza w tym samym miejscu. Uktad taki porusza sie od miejsca Chrztu do
miejsca Bitwy z predkosciag v = (200 km) /(444 lata).
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Diagramy czasoprzestrzenne

Wspbtrzedne (¢, z) dowolnego zdarzenia P przyjmuja rézne wartosci w réznych
uktadach odniesienia. Do opisu konieczna iest znaiomo$¢ praw transformacvinvch.
ctd / ot

ct cta ct'
A

A

e
> > a o
x x X
Linia éwiata $wiatta Transformacja Galileusza ~ Transformacja Lorentza
" — linia $wiata punktu O w uktadzie (z, ),
2" — prosta réwnolegta do dowolnej prostej faczacej zdarzenia jednoczesne

i przechodzaca przez punkt ¢’ = 0.
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Diagramy Minkowskiego - jednostki

o Kat nachylenia i jednostka osi ct’:

x = (z +vt’) B
i £ I N R C

(', ct')y =(0,1) =

A wiec kat nachylenia dany jest przez tgf, = % S I}
c c
‘Na papierze’- 1 jednostka ct’ 1432
pap " 1jednostka ct  \/ 1— 32 et o o Gt)=(0,1)

(e,c)=(Byy)

o Kat nachylenia i jednostka osi 2’
(@',ct’) = (1,0) = (z,ct) = (v,/c)

A wiec kat nachylenia dany jest przez:
ct v

tg02:f:7i
x C

(x',ct)=(1,0)

‘Na papierze’: L1°dnostka o 14 (x.ct)=(v.By)

" 1 jednostka x 1-— 32

Jednostkowa dtugos$é na osi wspdtrzednej x wyznaczajg punkty przeciecia z

hiperbola: 2% — 12 = 1
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Diagramy Minkowskiego - przykfad

Przyktad: (skrécenie dtugosci) Rozwazmy pret o dtugosci 1 m spoczywajacy w

uktadzie S’. Chcemy znalez¢ dtugos¢ preta w uktadzie S. le%
en ,
S AC=1m < \ <l right
end

/1 2
St AC = li_—gQ — dtugo$¢ ‘na papierze’

AB = AD — BD = (AC) cost — (AC) sinftgh =

= (AC)cosf (1 - tg*6) = \/@% -

Przyktad: (skrécenie dtugosci) Rozwazmy pret o dfugosci 1 m spoczywajacy w
uktadzie S. Chcemy znalezé dtugos¢ preta w uktadzie 5.

left
end
S AB=1 m o ¢t right
end

CAE = = /1 + 32 = dtugos¢ ‘na papierze’ ;/

Poniewaz jednostka na osi ' ma dtugosé

w jednostkach osi =’ dugosé¢ AE wynosi /1 — 32.
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Wzglednos¢ réwnoczesnosci - przyktad

Lampy A, B, C, D, E umieszczono w réwnych odstepach wzdtuz osi . W
uktadzie w ktérym spoczywaja, zapalajisie w chwilach t4, tp, to, tp i tg.

ct ct’

o Jaka jest kolejno$¢ zapalania sie
lamp w ukfadach S i S’?

o W jakiej kolejnosci Swiatto lamp
dociera do obserwatoréw O i O'?

tg [

o Gdzie znajduje sie obserwator O’
w chwili gdy dociera do niego
Swiatfo lampy D7

th=tc|- j /:_:/’,‘:;:"<’/”’/’—’/’ o 7

O A B C D E X
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Wyscig zétwia i zajaca |

Zajac i z6tw startuja z tego samego miejsca, jednak meta dla z6twia jest o potowe

blizej niz dla zajaca. A
ct

Sedzia znajdujacy sie w spoczynku
wzgledem gruntu stwierdza remis.

Ae

o Ktére punkty oznaczaja
przekroczenie mety odpowiednio
przez zajaca i z6twia?

o W momencie gdy jedno z nich F
przekracza linie mety, gdzie

znajduje sie drugie?
o Kto wygrat wedtug zajaca? /

o Czy z6tw sie zgadza sie z zajagcem?

(6] —
start meta meta X
zolw zajac
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Wyscig zétwia z zajacem |l

Zajac i z6tw startuja naprzeciw siebie i koncza wyscig na wspélnej linii mety,
majac do przebycia jednakowe odlegtosci.

Sedzia znajdujacy sie w spoczynku o ot A /C"
wzgledem gruntu stwierdza, ze obaj E
wystartowali jednoczesnie oraz ze
jednoczesnie przekroczyli linie mety.

Podaj lokalizacje zdarzen:
o z6tw przekracza linie startu, .
o gdzie wtedy (w uktadzie z6twia) e

znajduje sie zajac? o/ ] 0/

o zajac widzi start zétwia,

o czy zgadzaja sie z sedzia co do B - — >
réwnoczesnego przekroczenia linii
. &0 P LT \ 1
startu i mety? A .
X
start meta start
zolw zajac
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Pociag przejezdzajacy przez tunel

Pociag i tunel maja jednakowe dtugosci wiasne L, oraz wzgledna predkos¢ v.

o W ktérym punkcie poczatek pociggu ‘
opuszcza tunel? ct

-

o W ktérym punkcie koniec pociagu
wjezdza do tunelu?

o W ktérym punkcie znajduje sie
koniec pociaggu, w ukfadzie g
zwigzanym z pociagiem, w chwili gdy B/
poczatek pociggu opuszcza tunel?

o W ktérym punkcie znajduje sie
poczatek pociagu, w uktadzie
zwigzanym z tunelem, kiedy koniec
pociagu wjezdza do tunelu?

o Czy pociag zmiesci sie w tunelu,
w uktadzie zwigzanym z tunelem?
A w uktadzie zwigzanym z pociggiem?

Y

G pociag H 1 tnel J x
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Efekt Dopplera - klasyczny

Fala rozchodzaca sie wzgledem osrodka z predkoscia w wysytana jest przez zrédfo
Z, poruszajace sie z predkoscig uy; w kierunku odbiornika O, ktéry porusza sie¢ w
tym samym kierunku co zrédto z predkoscig us. Zrédto wysyta impulsy o okresie
7 =1/f. Jaka jest czesto$¢ f’ impulséw rejestrowanych przez odbiornik?
)\/ = (’LU — Ul) T
, N w — Uy

7= =T = fl=f
w — U w — U2 w —up

w — U9

Szczegdlne przypadki:
F=r(i-2) ey w=0w=v

flzﬁ gdy w1 =-v,u3 =0
=0 [Z)) [o]—
111 I, I
= ZD) [o]-
i 1 ! |

wT
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Relatywistyczny efekt Dopplera - podtuzny

W uktadzie S zrédta (1 =T = 1/ fo):

r1 = ct1 = xg + vty

Zrodlo Obserwator
xo = c(to — n1) = 2 + Vio i )
ct ¢
skad .
cnt venT
t2_t1— = To — X1 =
c—v c—v
W ukfadzie S’ obserwatora: ©
%
l =T = 7_l _ tl2 B tll _ Qﬁ(" (xpty
F-TETETS
v t=nt - o
_’Y[(t )_0(2_1‘1)}_ S
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Relatywistyczny efekt Dopplera - podtuzny

To samo z innej perspektywy.
W uktadzie Obserwatora: Zrodlo \

Obserwator

0= —z9+ct1

0 = —z9 —ont + c(ta — n7)

Skqd to — 11 :nT(l—i-ﬂ)

Dylatacja czasu daje 7 = 7/, wiec

to — t 1
TEL:'YTI(l'i‘B):TO ﬂ
n 1-—
. 1-0
A = —_—
wiee [ = foy/ 1
Whiosek:

B > 0 - przesuniecie "ku czerwieni"
0 < 0 - przesuniecie "ku fioletowi"

Whiosek: W przypadku relatywistycznym nie ma znaczenia czy porusza si¢ zrédto

czy odbiornik - nie istnieje eter (odpowiednik powietrza dla fal dzwiekowych).
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Relatywistyczny efekt Dopplera - poprzeczny

o Jaka czestotliwo$¢ obserwujemy gdy zrédto (S’) znajduje sie w najmniejszej
odlegtosci od obserwatora (.5)?

y
Z punktu widzenia zrédta S’, obserwator porusza sie )
z predkoscia v przecinajac o$ iy’ w chwili gdy fotony RO
wyemitowane przez zrédto wpadaja do jego oczu 1‘\ (case 1)
(S: T, 5 : Tp):
X
T
7=22 f= _Jo %
gl V1 —=p32
o Jaka czestotliwo$¢ obserwujemy gdy zrédto S’ widzimy w najmniejszej
odlegtosci od obserwatora S7 )
Fotony do oczu obserwatora S biegna wzdtuz osi y. .
P - - -0

Kiedy obserwator widzi, ze zrédto S’ przecina o$ y, widzi
tez btyski o mniejszej czestotliwo$ci niz emitowane przez
zrédto:

(case 2)

T=qTy = f=fo/I-52 x
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