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Związek Transformacji Lorentza (TL) z obrotami

Rozwżamy dwa układy kartezjańskie S i S′, o wspólnym
początku i obrócone względem siebie o kat θ:

S : P (w, x) w = r cosφ x = r sinφ
S′ : P (w′, x′) w′ = r cos (φ− θ) x′ = r sin (φ− θ)
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FIGURE 3.4. A triangle in which the
hypotenuse and one angle are known.

3.5 ROTATIONS

Now consider a new set of coordinates, call them (x′, y′), based on axes

rotated counterclockwise through an angle θ from the original ones, as

shown in Figure 3.5. For instance, the y-axis could point toward true

north, whereas the y′-axis might point toward magnetic north. In the

primed coordinate system, point B has coordinates (r, 0), and point A

has coordinates (0, r), whereas the unprimed coordinates of B and A are,

respectively, (r cos θ, r sin θ) and (−r sin θ, r cos θ). A little work shows that

the coordinate systems are related by a rotation matrix

(
x
y

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
x′

y′

)
(3.12)
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FIGURE 3.5. A rotated coordinate system.
[
w′

x′

]
=
[
r cosφ cos θ + r sinφ sin θ
r sinφ cos θ − r cosφ sin θ

]
=
[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

] [
w
x

]
Operacja obrotu w układzie kartezjańskim zachowuje długość:

r′2 = x′2 + w′2 = (x2 + w2)(sin2 θ + cos2 θ) = x2 + w2 = r2

Stosując podstawienia w = ict oraz w′ = ict′ otrzymujemy transformacje Lorentza
(kąt θ staje się urojony):

ct′ = ct cos θ +
x

i
sin θ

x′ = x cos θ − ict sin θ

}
⇒
cos θ = γ
sin θ = −iγβ

⇒
[
ct′

x′

]
=
[
γ −γβ
−γβ γ

] [
ct

x

]
s′2 = (ct′)2 − x′2 =

(
(ct)2 − x2

) (
γ2 − γ2β2

)
= (ct)2 − x2 = s2
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TL jako funkcje hiperboliczne
Stosujemy podstawienie θ = iα:

ct′ = ct cos iα+
x

i
sin iα = ct coshα− x sinhα

x′ = x cos iα− ict sin iα = x coshα− ct sinhα

}
⇒ coshα = γ
sinhα = γβ

⇒ tghα = β

Transformacje Lorentza można zapisać za
pomocą obrotu hiperbolicznego:[

ct′

x′

]
=
[
coshα − sinhα
− sinhα coshα

] [
ct
x

]
20 4. HYPERBOLA GEOMETRY
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FIGURE 4.1. The graphs of (a) cosh β, (b) sinh β, and (c) tanhβ.

A geometric derivation of these properties is given in Chapter 15.

The properties of the hyperbolic trigonometric functions look very much

like their ordinary trigonometric counterparts (except for signs). This sim-

ilarity derives from the identities

coshβ ≡ cos(iβ), (4.10)

sinhβ ≡ −i sin(iβ). (4.11)

4.2 DISTANCE
We saw in Chapter 3 that Euclidean trigonometry is based on circles, sets

of points that are a constant distance from the origin. Hyperbola geometry

is obtained simply by using a different distance function. Measure the

“squared distance” of the point B with coordinates (x, y) from the origin

by using the definition

ρ2 = x2 − y2. (4.12)

This distance function is the key idea in hyperbola geometry.

4.3 HYPERBOLA TRIGONOMETRY
In hyperbola geometry, “circles” of constant distance from the origin be-

come hyperbolas with ρ = constant. We further restrict ourselves to the

branch with x > 0. If B is a point on this hyperbola, then we can define the

hyperbolic angle β between the line from the origin to B and the positive

cosh θ

cosh θ

θ
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come hyperbolas with ρ = constant. We further restrict ourselves to the

branch with x > 0. If B is a point on this hyperbola, then we can define the
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A stąd otrzymujemy:{
ct′ + x′ = (coshα− sinhα)(ct+ x) = e−α(ct+ x)
ct′ − x′ = (coshα+ sinhα)(ct− x) = eα(ct− x)

Dwie sukcesywne transformacje Lorentza:

ct′ − x′ = eα1(ct− x)
ct′′ − x′′ = eα2(ct′ − x′) = eα1+α2(ct− x)
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FIGURE 4.4. A hyperbolic triangle in which the hypotenuse and one angle are
known.

What is coshβ? We first need to work out the length ρ of the hy-

potenuse. The (hyperbolic) Pythagorean theorem tells us that

52 − 32 = ρ2, (4.16)

so ρ is clearly 4. Take a good look at the 3–4–5 triangle of hyperbola

geometry shown in Figure 4.3. Now that we know all the sides of the

triangle, it is easy to see that coshβ = 5
4 .

Trigonometry is not merely about the ratios of the sides of triangles; it

is also about projections. Another common use of triangle trigonometry is

to determine the sides of a triangle given the hypotenuse ρ and one angle β.

The answer, of course, is that the sides are ρ coshβ and ρ sinhβ, as shown

in Figure 4.4.

4.5 ROTATIONS
By analogy with the Euclidean case, we define a hyperbolic rotation through

the relations (
x
y

)
=

(
coshβ sinhβ
sinhβ coshβ

)(
x′

y′

)
. (4.17)

This corresponds to “rotating” both the x- and y-axes into the first quad-

rant, as shown in Figure 4.2. While this may seem peculiar, it is easily

verified that the “distance” is invariant, that is,

x2 − y2 ≡ x′2 − y′2, (4.18)

which follows immediately from the hyperbolic trigonometric identity (4.4).
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FIGURE 4.2. Defining the hyperbolic trigonometric functions via a hyper-
bola. Point A has coordinates (ρ sinh β, ρ cosh β), and point B has coordinates
(ρ cosh β, ρ sinh β), where ρ is the hyperbolic radius.

x-axis to be the ratio of the Lorentzian length1 of the arc of the hyperbola

between B and the point (ρ, 0) to the “radius” ρ. We could then define the

hyperbolic trigonometric functions in terms of the coordinates (x, y) of B;

that is,

coshβ =
x

ρ
, (4.13)

sinhβ =
y

ρ
. (4.14)

A little work shows that this definition is equivalent to the one given by

Equations (4.1) and (4.2).2 This construction is shown in Figure 4.2, which

also shows another hyperbola, given by x2 − y2 = −ρ2. By symmetry,

point A on this hyperbola has coordinates (x, y) = (ρ sinhβ, ρ coshβ).

The importance of this hyperbola will become clear in Chapter 6.

1No, we haven’t defined this. In Euclidean geometry, the length of a curve is obtained
by integrating ds along the curve, where ds2 = dx2+dy2. In a similar way, the Lorentzian
length is obtained by integrating dσ, where dσ2 =

∣
∣dx2 − dy2

∣
∣.

2Use x2 − y2 = ρ2 to compute

ρ2 dβ2 ≡ dσ2 = dy2 − dx2 =
ρ2 dx2

x2 − ρ2
=

ρ2 dy2

y2 + ρ2
,

then take the square root of either expression and integrate. (The integrals are hard.)
Finally, solving for x or y in terms of β yields Equation (4.1) or (4.2), respectively, and
the other equation then follows immediately from (4.4).

θ

θ
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Ogólne transformacje Lorentza
Każde prawo fizyczne, które jest niezmiennicze względem standardowych TL,
obrotów oraz przesunięć w przestrzeni i przesunięć w czasie, jest również
niezmiennicze względem dowolnych układów inercjalnych.

Ogólne transformacje pomiędzy dwoma inercjalnymi układami odniesienia składają
się z nastepujących etapów:

1. Obrotu i przesunięcia w przestrzeni tak aby oś x układu S pokryła się
z kierunkiem ruchu układu S′,

2. Przesuniącia w czasie tak aby początki układów spełniały t = t′ = 0,
3. Standardowych transformacji Lorentza,
4. Obrotu w przestrzeni i przesunięcia w czasie tak aby wrócić do wyjściowego
układu S′.

Ograniczając wymiary przestrzenne do dwóch i zaniedbując przesunięcia, mamy:

L(β⃗) = A2(−θ)L1(β)A1(θ)
gdzie:

A1 =

 1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 L1(β) =

 γ −βγ 0
−βγ γ 0
0 0 1

 A2 =

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ
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Ogólne transformacje Lorentza
Stosując oznaczenia, βx = β cosφ oraz βy = β sinφ dostajemy:

L(βi) =


γ −γβx −γβy
−γβx 1 + γ−1β2 β

2
x

γ−1
β2 βxβy

−γβy γ−1
β2 βxβy 1 + γ−1β2 β

2
y


Uwzględniając pominiętą współrzędną z, pełną transformację Lorentza można
zapisać w postaci macierzowej blokowej w postaci:

L(β⃗) =

(
γ −γβ⃗ T

−γβ⃗ I + γ−1β2 β⃗β⃗
T

)
Transformacja współrzędnych czasowej i przestrzennych czterowektora:(

A′0

A⃗′

)
= L(β⃗)

(
A0

A⃗

)
⇒

{
A′0 = γ(A0 − β⃗ · A⃗)
A⃗′ = A⃗+ γ−1β2 (β⃗ · A⃗)β⃗ − γA0β⃗

Ogólne TL dla czasu i współrzędnych przestrzennych mają postać:

t′ = γ(t− β⃗ · r⃗)

r⃗ ′ = r⃗ +
γ − 1
β2
(β⃗ · r⃗)β⃗ − γtβ⃗
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Własności czterowektorów
Iloczyn skalarny czterowektorów:

A ·B ≡ A0B0 −A1B1 −A2B2 −A3B3 ≡ A0B0 − A⃗ · B⃗

W szczególności: A2 ≡ A ·A ≡ A0A0 −A1A1 −A2A2 −A3A3 ≡ A20 − |A⃗|2

Iloczyn skalarny czterowektorów jest niezmienniczy wzgledem TL:

A ·B = A0B0 −A1B1 −A2B2 −A3B3 =
= γ(A′0 + βA

′
1) γ(B

′
0 + βB

′
1)− γ(A′1 + βA′0) γ(B′1 + βB′0)−A′2B′2 −A′3B′3 =

= A′0B
′
0(γ
2 − γ2β2)−A′1B′1(γ2 − γ2β2)−A′2B′2 −A′3B′3 =

= A′0B
′
0 −A′1B′1 −A′2B′2 −A′3B′3 = A′ ·B′

Kombinacja liniowa czterowektorów jest czterowektorem:

C0 ≡ (aA+ bB)0 = aA0 + bB0 = aγ(A′0 + βA′1) + bγ(B′0 + βB′1) =
= γ(aA′0 + bB

′
0) + βγ(aA

′
1 + bB

′
1) ≡ γ(C ′0 + βC ′1)

C1 ≡ (aA+ bB)1 = ... = γ(C ′1 + βC ′0)

Twierdzenie: Jeśli jedna ze składowych czterowektora jest równa zero we
wszystkich układach odniesienia, to wszystkie jego składowe sa równe zero we
wszystkich układach odniesienia.
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Charakterystyczne układy odniesienia
Czterowektory dzielimy na czasopodobne, przestrzennopodobne i zerowe
w zależności od tego czy ich długość jest dodatnia, ujemna lub zerowa.
▶ układ własny czterowektora czasopodobnego

Ponieważ A20 − A⃗ 2 > 0 w układzie S, więc istnieje układ S′ w którym składowe
przestrzenne są równe zero:

A0 = γA′0

A⃗ = γβ⃗A′0

}
⇒ γ =

A0
A′0
, β⃗ =

A⃗

A0

W układzie własnym czterowektora czasopodobnego AµAµ = A′ 20 , a więc
składowa A′0 nie jest tylko składową czterowektora, ale jest niezmiennikiem.
▶ układ charakterystyczny czterowektora przestrzennopodobnego

Ponieważ B20 − B⃗2 < 0 w układzie S, więc istnieje układ S′ w którym składowa
czasowa jest równa zero:

B0 = γβ⃗ · B⃗′

B⃗ = B⃗′ + γ−1β2 (β⃗ · B⃗
′)β⃗

}
⇒ β =

B0
B∥

Ponieważ określona jest jedynie wartość β więc istnieje nieskończenie wiele takich
układów.
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Czterowektor prędkości
Element czasu własnego:

dτ =
ds

c
=
1
c

√
c2dt2 − dr⃗ 2 ⇒ dτ =

dt

γ

Czterowektor prędkości (cztero-prędkość):

vµ ≡ dx
µ

dτ
=
dt

dτ

dxµ

dt
= γ

(
c
v⃗

)
W układzie spoczynkowym cząstki mamy:

vµ ′ =
dxµ ′

dτ
=
(
c

0⃗

)
A więc: v · v ≡ vµvµ = γ2(c2 − v2) = c2

Przykład: Cząstka porusza się w S po okręgu o promieniu r i środku w początku
układu S ze stałą prędkością v. Znajdź czterowektor prędkości cząstki w S′

poruszającym się względem S z prędkością u w standardowej konfiguracji.

x = r cosωt = r cos
(
vt
r

)
y = r sinωt = r sin

(
vt
r

) } ⇒

{
vx = −v sin

(
vt
r

)
vy = v cos

(
vt
r

)
A więc: vµ = (γvc, γvvx, γvvy, 0)S
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Czterowektor prędkości
W układzie S′ mamy: v′µ = (γ

′c, γ′v′x, γ
′v′y, 0)S′ gdzie

γ′c = γu
(
γvc−

u

c
γvvx

)
= γuγvc

(
1− uvx
c2

)
⇒ γ′ = γuγvQ, Q ≡ 1−

u⃗ · v⃗
c2

v′x =
vx − u
Q

v′y =
vy
γuQ

Równania orbity cząstki w funkcji czasu własnego (τ = t/γ) :

 x = r cos
(vγτ
r

)
y = r sin

(vγτ
r

)
Korzystając z tych równań, czterowektor prędkości można wyznaczyć z definicji.

Możemy też najpierw przejść do układu S′ i wyznaczyć v′µ bezpośrednio w S
′:

ct′ = γu
(
ct− u
c
x
)
, x′ = γu(x− ut), y′ = y

dt′ = γu
(
dt− u
c2
vxdt

)
= γuQdt ⇒

dt

dt′
=
1
γuQ

A stąd: v′x =
dx′

dt′
=
dx′

dt

dt

dt′
=
vx − u
1− uvx/c2

=
−1
Q

[
v cos

(
vt

r

)
+ u
]

v′y =
dy′

dt′
=
dy′

dt

dt

dt′
=

vy
γu(1− uvx/c2)

=
1
γuQ

[
v sin

(
vt

r

)]
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Relatywistyczne składanie trój-prędkości

Rozważmy czterowektory prędkości tej samej cząstki w układach S i S′ w
standardowej konfiguracji (u⃗ to prędkość S′ względem S):

vµ = (γvc, γv v⃗ )S , vµ ′ = (γv′c, γv′ v⃗ ′)S′

Współrzędne tych czterowektorów związane są TL:

γv′c = γu

(
γvc−

u⃗ · γv v⃗
c

)
⇒ γv
γv′
=
(
γu

(
1− u⃗ · v⃗

c2

))−1
≡ 1
γuQ

γv′ v⃗
′ = γv v⃗ +

[
(γu − 1)

u⃗ · γv v⃗
u2
− γu
c
γvc

]
u⃗

Relatywistyczne składanie prędkości w ogólnej postaci (v⃗, v⃗ ′ to prędkości cząstki
w układach S i S′, u⃗ to względna prędkość układów):

v⃗ ′ =
1
γuQ

{
v⃗ +

[
u⃗ · v⃗
u2
(γu − 1)− γu

]
u⃗

}

gdzie γv′ = γuγvQ oraz Q = 1−
u⃗ · v⃗
c2
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Czterowektor przyspieszenia
Czterowektor przyspieszenia:

aµ =
dvµ

dτ
=
dt

dτ

d

dt
(γc, γv⃗) = γ

(
c
dγ

dt
,
d(γv⃗)
dt

)
=

γ
dγ

dt
=
1
2
d

dt
γ2 =

1
2

(
1− v

2

c2

)−2 1
c2
d

dt
v2 =

=
1
2
γ4
1
c2
d

dt
(v⃗ · v⃗) = γ4 v⃗ ·

˙⃗v
c2

=
(
γ4
v⃗ · a⃗
c
, γ4
v⃗ · a⃗
c2
v⃗ + γ2a⃗

)

Czterowektory prędkości i przyspieszenia cząstki są ortogonalne:
1
2
d

dτ
(v · v) = v · a = 0

Dla v⃗ = (vx, 0, 0) mamy v̇ = v̇x = ax ⇒ a =
(
γ4
vxax
c
, γ4ax, γ

2ay, γ
2az

)
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Ruch przyspieszony
Ogólna transformacja dla 3-przyspieszenia:

a⃗ ′ =
1
γ2uQ

3

[
Qa⃗+

u⃗ · a⃗
c2
v⃗ +
u⃗ · a⃗
u2

(
1
γu
− 1
)
u⃗

]
gdzie a⃗, a⃗ ′ są przyspieszeniami cząstki w układach S i S′, v⃗ jest prędkością

cząstki w układzie S, u⃗ jest prędkością układu S′ względem S oraz Q ≡ 1− u⃗ · v⃗
c2
.

Przykład: Transformacja do chwilowego układu spoczynkowego cząstki (dla
uproszczenia zakładamy, że cząstka porusza się wzdłuż osi x, tzn. u⃗ = (vx, 0, 0)):

a′x = γ
3
vax, a

′
y = γ

2
vay, a

′
z = γ

2
vaz

Przykład: Cząstka porusza się w układzie laboratoryjnym (LAB) z prędkoscią v po
okręgu x2 + y2 = r2, z = 0. Znajdź wektor i czterowektor przyspieszenia w chwili
gdy cząstka przecina ujemną oś y, zarówno w układzie LAB jak i w chwilowym
układzie spoczynkowym cząstki (osie x′, y′ są równoległe do x, y).

S : a⃗ = (0, v2/r, 0) a = (γ4v⃗ · a⃗, γ4(v⃗ · a⃗)v⃗ + γ2a⃗)
= (0, 0, γ2v2/r, 0)

S′ : a′ = a = (0, 0, γ2v2/r, 0) (a2 nie ulega zmianie przy TL wzdłuż osi x)
a⃗ ′ = (0, γ2v2/r, 0)

M. Przybycień (WFiIS AGH) Szczególna Teoria Względności Wykład 4 11 / 11


