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Dynamika relatywistyczna: ped i energia

Rozwazamy zderzenie elastyczne dwéch czastek, A i B,
poruszajacych sie w ukfadzie S z réwnymi i przeciwnie 4
skierowanymi predkosciami, przy czym sktadowe v, sa

mate, a sktadowe v, duze. Zderzenie elastyczne zmienia

jedynie zwroty predkosci w kierunku osi x: 4,
17:; = (Vs _vy) Tg = (—Vz, _vy> B i
Th = (—vg,vy) TE = (va,vy) '

To samo zderzenie w uktadzie S’ poruszajacym sie z predkoscia @ = (0, —vy):

@) = v iy U (e )y o (g
4 Yl —wol )" 1 —uvf wd—vf) ") Yu(l = vg)’

v/ —Vg 2vy kys Vg 2vy
ol <%<1+v5>’ 1+v5> (s) = <%<1+v5>’ 1+v5>

Wida¢, ze w uktadzie 5" mamy m ((5%) + (75)) # m ((75) + (75)")

Potrzebna jest nowa definicja pedu, tak aby zasada zachowania pedu réwniez
obowigzywata w dynamice relatywistycznej!

Uwaga: Zaktadajac, ze v, < v, mamy T =+pTp oraz vy, =v} /75

M. Przybycien (WFilS AGH) Szczegélna Teoria Wzglednosci Wyktad 5 1/14



Dynamika relatywistyczna: ped i energia

Zastosujmy w definicji pedu zamiast predkosci czastki jej predkos¢ “wtasciwg”
(zdefiniowana jako skfadowa przestrzenna czterowektora predkosci), czyli p= ymu

2
7 R S ki
A 1— (02 1-v2—12
VAT S U Vi
R e A LR (T T

tatwo mozna przekona¢ sig, ze rzeczywiscie zachodzi réwnosé:

m (Va (@) +vp(@R)") = m (Va(@h) + 75 (F5))

Rozwazamy teraz zderzenie nieelastyczne dwéch czastek o <
o masach m, poruszajacych sie z rbwnymi i przeciwnie !
skierowanymi predkosciami u. W wyniku zderzenia powstaje .
(w spoczynku) czastka o masie M. vzﬁ
W ukftadzie zwigzanym z jedna z czastek m mamy: s
2u 1+ u? v
VS irwe T T ioa o
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Dynamika relatywistyczna: ped i energia

Korzystajac z zasady zachowania pedu dostajemy:
2m
V1—u?

Sprawdzamy czy wielkoé¢ E = ymc? jest zachowana w tym zderzeniu.

Yomv +0 =y, Mu = M=

W uktadzie w ktérym obie czastki sie poruszaja:
2m 1
Mc? = 2(yymc?) < —:2<—>m
0 Cume) = = =\
W uktadzie w ktérym prawa czastka spoczywa:

1+u? 1 2m
2 2 2
=y M s | — =
eme” +yome” = yulMe <l—u2>m+m V1—u? (\/l—u2>
Uwaga: Powyzsze rozwazania pokazujg jedynie, ze wielkoéci ymv i ymc? sa
zachowane w tych konkretnych procesach (zderzeniach czastek).

Na pytanie czy rzeczywiscie s3 zachowane moze odpowiedzie¢ tylko eksperyment
(akceleratory czastek, obserwacje kosmologiczne, ...).
Nazwy ped i energia stosujemy przez analogie do dynamiki Newtona.
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Dynamika relatywistyczna

Przyblizenie nierelatywistyczne:

2 2 4
S BN Y P U . L = mc? + tme?
E:vmc-m—mc <1+2c2—|—804+...>—mc —|—2mv + ...

Bardzo wazny zwigzek energii i pedu:
2
— p12c® = ?m2ct — *m*0? P = yPmPc (1_1)_2) =m?c
c

Dla fotonu (m = 0) mamy: E = pc

Uwaga: Kazda bezmasowa czastka musi sie poruszaé z predkoscia $wiatta (musi
by¢ v — oo, aby energia E > 0).

Znajac ped i energie czastki znajdujemy jej predkosé:

sy
le <y

lle wynosi mc?:

m=1kg = mc = (1kg)(3- 108m/s)~1017J}

10'7/2-10'% = 5.10° lat
6000kWh /rok ~ 2 - 101°W - s/rok = 2 - 101%J /rok

Anihilacja to najbardziej wydajny proces zamiany masy na energie.
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Transformacje Lorentza energii i pedu

Niech czastka w ukfadzie S’ ma predkos$é v/, energie E’ oraz ped p’. Uktad S’
porusza sie w standardowej konfiguracji wzgledem uktadu S z predkoécia v.

S":  E'=~um oraz p' =y, mu

u 4+

S E= wImn = = w = u/’ul /
¥ oo Yu = Yur Yo (1 4 1'v)

u =

= Yu Yo (1 +w'v)m

= yumu = (1+u'v)m il (v +v)m
P="u = Yu' Yo 1+ uv = Yu' Yo

A wiec transformacje energii i pedu dla pojedynczej czastki majg postac:
E = y(E' +vp)
pr = Yy +VE')  py=p, p.=0D.

E
Czterowektor energii-pedu:  p, = mv, = (yme,ymv) = (—,ﬁ)
c

Ogdlne TL dla energii i pedu (S i .S’ poruszaja sie w standardowej konfiguracji ze
wzgledna predkoscia @):
E = y(E—1d-p)
. E
pr=p4d | —5 (— 1) —m—}
U c
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Masa niezmiennicza (inwariantna)

Ze wzgledu na liniowos¢ TL sa one stuszne réwniez dla uktadu czastek:

ZE = 7(2E’+v2p')
Zp = v(Zp'—i-vZE’)

o A nawet dla dowolnej kombinacji liniowe]j energii i pedéw.

o W szczegdlnosci widaé, ze jesli zasada zachowania energii (ZZE) i pedu (ZZP)
jest spetniona w jednym ukfadzie inercjalnym, to jest tez spetniona w kazdym
innym uktadzie inercjalnym.

o ZZP implikuje ZZE i na odwroét.

o Korzystajac z czteropedu ZZEiP zapisujemy: Ppocz = Dkon

Masa niezmiennicza:

E2_p2 — 72(E/+1}p/)2 —’)/2(p/+’UE/)2 _
1
— 1_1)2 (E12(1_v2)_p12(1_v2)) :EIZ_p/Q

7 s . ) 2 2 2
W szczegélnodci mamy:  Ei, — o = Ecwm
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Zderzenie elastyczne czastek

Przyktad: Czastka o masie m i energii F/ zderza sie elastycznie z identyczna
czastka znajdujaca sie w spoczynku, w taki sposéb, ze obie rozpraszaja sie pod
katami 6 wzgledem kierunku ruchu czastki padajacej. Zapisz kat 6 poprzez E i m.

Czteropedy czastek przed zderzeniem:
plz(Eap7070) p2:(m707070) p= E? —m?

Czteropedy czastek po zderzeniu:

py = (E',p cosf,p'sinh,0) ph=(E' p cosh,—p sinb,0)

E+m p

ZZEiP pozwalaja zapisa¢: pj, = (T, §’i§ tg 9,0)

(1) = (E;rmf - (§>2(1+tg20) = m?

= cos?0 = E? —m? _LE+m
T E24+92Em—3m2  E+3m
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Rozpad czastki

Przyktad: Czastka o masie M i energii E rozpada si¢ na dwie identyczne czastki.
W uktadzie laboratoryjnym sa one emitowane pod katami 7/2 i 6. Znalez¢é energie
powstatych czastek.

Czteroped czastki przed rozpadem:

pl:(EaPaO,O) gdzie p:\/m A}—» =

Czteropedy czastek powstatych w wyniku rozpadu:

Pl1 = (E].a 07p170> Plz = (E27p2 COSH, —pP2 Sin970) P12 = E]{Q - m2

ZZP dla sktadowej = daje pycosf = p, natomiast sktadowe y musza byé
przeciwnego znaku, co prowadzi do:

pll = (El,O,ptgH,O) pl2 = (E27p7 —ptgaao)

Z7ZE daje: E=F|+Ey = \/p2tg20+m2 + \/]92(1 +tg? 0) + m?2
Ostatecznie dostajemy:

_E2_p2_M2 oraz E_E2+p2_2E2_M2
T 2E  2E 2T "9E ~  2E
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Jednostki w fizyce wysokich energii

Przykfad: (rozpad czastki, cd.)

pP—p1=p2 = p>—2pp:+Dp;=p3

M2—2EE1+m2:m2 = Elzﬁz
2F
By — E? 4+ p? _ 2E% — M?
2F 2F

Jednostki w fizyce czastek elementarnych:

Energia spoczynkowa protonu:

E, =muc? = (1.67-107%7 kg)(3 - 108 m/s) ~ 1.5- 10719 J

= E, =938 MeV
1eV = (1.6022- 1071 C)(1 J/C) = 1.6022 - 10719 J } r

Méwimy, ze masa protonu wynosi 938 MeV.
my, = 938.3 MeV, m,, = 939.6 MeV, m, = 137 MeV, m, = 0.511 MeV, ...

IMeV/c? = 1.783 - 1073 kg
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Energia w uktadzie Srodka masy (CMS)

Przyktad: W ukfadzie LAB dane s3 czteropedy czastek p; = (Eq,py) oraz

p2 = (Ea, pa2). Jaka jest energia tego uktadu w CMS? Jaka jest predkos¢ CMS?
Uwaga: Poniewaz energia w CMS nie moze zaleze¢ od konkretnego uktadu LAB,
wiec musi dac sie zapisa¢ za pomoca wielkosci niezmienniczych, ktére mozna
skonstruowaé z wielkosci danych:

pi=mi, p3=m3,  pip2, (P1+p2):  (p1—Dp2)?

W uktadzie CMS mamy (wielkosci w CMS oznaczamy gwiazdka *):
pr+ps =0 = pi+pi=(E]+E5,0) = E =E+E;
A wiec
E*2 = (Bf + B5)? = (0} +3)* ™ (01 + p2)? = (Bv + B2)? = (5 + ) = M*
Poniewaz £ = yM oraz p'= ’yMﬁ wiec predko$¢ uktadu CMS dana jest przez:

AR B Bam
Ey+ By’ M /(B + E)? — (p1 + p2)?

o= 7 =
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Energia czastki w uktadzie spoczynkowym innej czastki

Przyktad: W ukfadzie LAB dane s3 czteropedy czastek p; = (Eq,py) oraz
p2 = (Ea, p2). Jaka jest energia czastki 1 w uktadzie spoczynkowym czastki 27

W ukfadzie spoczynkowym czastki "1" zachodzi pj; = 0, wiec:

p1p2 = PP = E1E) = mi By =  Exn= p;p2
1
A stad otrzymujemy:
2,2 2 2 2,2
—mim —mim
|p21| _ E21 % (p1p2)? 173 oraz U§1 |p2;| _ (P1p2) : 1m3
mi B3 (P1p2)
Uwaga: wszystkie powyzsze wielko$ci wyrazajg sie poprzez niezmienniki, ktére
mozna obliczy¢ w dowolnym uktadzie!
W szczegblnosci z punktu widzenia uktadu CMS (hipotetyczna czastka o
czteropedzie P = p; + py i masie M) mamy:
1 1
pip2 = 5 [(p1+p2)” —pi —p3] = §(M2 —m} —m3)
Pp; M? £ (mi —m3)
|17*|2 _ |ﬁ<*|2= [MQ—(WM +m2)2] [M2—(m1—m2)2] o g2 <|p |>
‘ 402 ‘ E?
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Energia w CMS - przyktady

Przyktad: Zderzenie przeciwbieznych wigzek czastek:

s = (p1+p2)? =PI+ 2p1p2 + 3 ~ 2p1p2 = 2(E1E2 — Py - o) ~ 4B By
HERA ¢(27.5 GeV) + p(920 GeV): /s = 318 GeV,
LHC p(7 TeV) + p(7 TeV): /s = 14 TeV.
Gdyby zderzenie zachodzito ze stacjonarna tarcza, wéwczas:

s = (p1 + p2)® = pi + 2p1p2 + p3 ~ 2p1pa = 2(E1 My — 0) = 2B, M

Aby energia dostepna w CMS byta taka jak w eksperymencie z przeciwbieznymi
wigzkami, musielibySmy miec:
HERA (e +p): E. ~ 53.9 TeV,
LHC (p+p): Ep = 104.5 TeV.

Przyktad: Jaka jest energia i ped czastki 2 w uktadzie spoczynkowym czastki 1
jesli obie czastki powstajg w wyniku rozpadu M — my + ms?

1
M? = (p1 +p2)> =mi +m3 +2pps = pip2= §(M2 —m3 —m3)

p1p 1 . pip2)? — mim
By =2 = (M? —m? —m3), P21 |? (papa)” —mim;
mq 2ma my
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Transformacje Lorentza do uktadu spoczynkowego czastki

Gdy wzajemna predko$¢ uktadéw S i S’ ma dowolny kierunek, ogélne TL maja

postac:
7 =7+ G < 7 F-ﬂ—t>, ¢ = (t—F-ﬁ)
By o B ¥ g
W zastosowaniu do czteropedu, transformacje te przyjmuja postaé:
- LA -1 1
p=p+6y| P B-E), E’=7<E—p-ﬂ)
v+1

Aby przej$¢ do uktadu spoczynkowego czastki o czteropedzie P = (Fg, ps)
i masie P? = M?, wystarczy zastosowaé powyzsze transformacje dla

—

ﬁ:p—s oraz 7:%
E, M
Przyktad: Transformacja do CMS: P = p; + ps = (E1 + Eo,p1 + p2) = (E, p).
O A A XN ) , 1 S Pp,
—pr 2 (2P g Ef=—(EE -7 7)) = -2
Dy p1+M E+ M 1 1 M( 1 =P p1) i
o P PD L1 L\ Pp
= - - FE E}=—(EFEy,—7p- = —=
P2 = P2 M\E+M 2 2 M( > — P p2) M
- -2
W szczegélnosci mamy:  py + p3 = p'+ % El—i)—M —FE) =0
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Transformacja katéw

Niech uktad CMS (S*) porusza sie z predkoscia 3
wzgledem ukfadu LAB (S.s) wzdtuz wspélnej osi z:
E* = y(E" = Bp;)
pr =0, —BE"), pr=0p. py=Dpy
Zapisujac pedy we wspdtrzednych sferycznych mamy:
E* = ~(E" — Bp‘cosf")

p* sin 6* cos ¢* = p'sin 6" cos "

p* sin 0* sin ¢* = p"sin 6" sin ¢*
p*cosB* = v(p-cosb" — BE")
Skad otrzymujemy: tg¢" =tgd* = ¢" = ¢* oraz

ctg0* =~ (ctg 0" — ) , gdzie r* = s

BL
gdzie B* to czynnik (3 czastki w uktadzie LAB.
Stosujac odwrotne TL mozna pokazad, ze
o T : p
ctg 0t =~ (ctg9 + sin9*> , gdzie r* = or
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