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Sita w dynamice relatywistycznej

Definicja sity w mechanice klasycznej:

- d o . = R
F= d_zt) lub jedli masa jest stata F = ma

W mechanice relatywistycznej p'=ymu wiec jako definicje sity przyjmujemy

- dp
F=—
dt
Relatywistyczna zalezno$¢ sity od przyspieszenia:
d(ymv . . d
F= % =m (vy+y0) :éd_z :73va§:ma’y(72fu2 +1) =~v*ma

Rozwazmy teraz wielkos¢:
dE _dlm) _ A (1 \_ o do
dr dz  dz \ /1 -2 =7 dr
Znaczenie wielkosci, ktdérg nazywamy sita bierze sie z relacji:
dp dE
dt  dx
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vdv B dv
de  dt

=~v’ma

p = ymo, EE’ych =



Praca i energia potencjalna w dynamice relatywistycznej

Zwigzek pracy z energia w mechanice relatywistycznej:

/Fdx = /(73ma)d:c = /(73mvj—2) dz = /73mv dv = ym

Z1 v1

v2

U1

Definiujemy energie potencjalna (wzgledem punktu z):
x

Viz) = —/F(x) dz = V(1) + yml, = V(z2)+ ym|,,

Zo

1
Zwigzek podobny do klasycznego, tylko teraz FE = ~ym zamiast E = imv2.
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Sita w dynamice relatywistycznej

Relatywistyczna sita zdefiniowana jest wiec przez:

= dp - "
F= d_zt) zgﬁ:'ymﬁgzm’yu—l—mva
Relatywistyczna zaleznos$¢ sity od przyspieszenia w dwdch wymiarach:

. R m
P =ymi = ———= (Va, vy)
\/1—v2 =2
Zakfadajac, ze poczatkowo czastka porusza sie tylko w kierunku osi x mamy:

o @' - Vg Vg (Vg Vg + Vyy) Uy Uy (V304 + vy0y) _
dt V1—12 (1—02)3/2 7 /T2 (1 —0v2)3/2

ot (i (14 75) i) -

_ Uz Uy _ 3
_m<(1_1}2)3/2, 1—1}2>_m(7 aza’Yay)

Uwagi:
o wektor sity nie jest réwnolegty do wektora przyspieszenia,
o tatwiej przyspieszy¢ czastke w kierunku prostopadtym do jej ruchu.
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Transformacje Lorentza dla sity

Chcemy znalezé TL sktadowych sity dziatajacej na czastke w uktadzie S’ w ktérym
czastka chwilowo spoczywa, do uktadu S wzgledem ktérego czastka porusza sie
z chwilowa predkoscig v (ruch odbywa sie wzdtuz osi = — z').

S (Fy, Fy) =m(y3az,vay)

S (FLF)) = m(d,,d)

TL dla przyspieszenia czastki z uktadu S’, w ktérym chwilowo spoczywa, do S:
! !/

= gl ol
TP eug)s e T T 8
1 1/1 A
inaczej: 20 dt? = S <§a; dt/2> = a, =ya, (@) =7a,
a, = a; — (’UU;)(I; :éul :u’ :Og:%
Y, (o) T 72
1
Z powyzszych zaleznosci dostajemy: F, = F., F, = —F;
v

Poréwnanie sit w uktadach z ktérych zaden nie jest uktadem spoczynkowym czastki:
F!=F, =F, 'y”F?j’ = F?: =~F,
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Transformacje Lorentza dla sity

Przyktad: Do jednego z koncéw sprezyny umocowano mase m
ktéra moze poruszaé sie jedynie wzdtuz preta nachylonego pod
katem 6" w ukfadzie S” w ktérym spoczywa. Drugi koniec
sprezyny zamocowany jest w poczatku ukfadu S’.

Sprezyne rozciagnieto, a nastepnie puszczono swobodnie.

Jak ta sytuacja wyglada z punktu widzenia uktadu S7

Potozenie masy m w uktadzie S:

1 1 1 1
(x,y) = <vt - 5%252, —iayt2> = (Az,Ay) = (——ath, ——ayt2>

2 2
Ay a R DU
—Z—toh) = Y —toh tan¢ = tan®
Az & Az & T ~— rod
! ]- / 1 / F a
F,=F, oraz F, = —Fy = tgp=—tgh
0 Y S
a F, F, tan® = y tan®’
Inaczej: 2 =~2"Y =~—2 — ytgh =tgh !
naczej e Y F, ’YF; yig g oo .

Uwaga: Pret nie dziata na mase m zadnj sita ani w ukfadzie S" ani w S.
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Czterowektor sity

Ogdlne TL dla sity:
_dp,  y(dp, —vdE)  Fy—v%  F, - (F-q)

F;j_ = = =
dt’ ~y(dt — v dzx) 1 —vu, 1 —vu,
dE dj .
E2: 2 2 _ 2.2 2 EXZ . X 5. F
§ p +m =p-p+m° = 7 p 7 p
F':d_%: oy _ By

Yooodt y(dt—vdr) (1 —ovuy)
W zapisie wektorowym mamy:

Frogr_ 4B AdE —vdp,) _ (F @) - vF,

—

odt y(dt—wvdx) 1 —ou,
d dE dp
Czterowektor sity: F = d—i =7 (E’ d_11?>
d
Dla m = const mamy F = v —m% = ma
dr dr

W uktadzie spoczynkowym czastki F = (0, f) oraz ma = (0,md) czyli

=ma
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Relatywistyczne réwnania ruchu

Przyktad: Znajdz réwnanie ruchu czastki o masie m poruszajacej sie pod wptywem
statej sity F= 17, jesli wiadomo, ze w chwili t = 0 czastka rozpoczyna ruch w
poczatku uktadu z pedem p(0) = pot.

dp

Réwnanie ruchu czastki zadane jest przez: F = il = (po, ft,0)
Wyznaczamy zalezno$¢ predkosci czastki od czasu:

N

U=——=—=

= =P = ‘ p = < (pOa fta 0)
my E m2ct _|_p202 /Eg + f2t202

Po scatkowaniu otrzymujemy:

dr 2

t 02
—_——= , ft,0 = ’F:/ T v
dt ’—Eg T P2 (po, f1,0) o /—Eg T Pee (po, f

0) dt

1cft _Eo | cft B
z(t) = f o y(t)—T 1+ 1+(E0> , z2(t)=0
2,2
yz%( 1 4 cosh — >_§O[ 1—|—1+goc +...]z%m2
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Rakieta z napedem fotonowym

Przyktad: Rakieta napedzana silnikiem fotonowym emituje strumien fotonéw
pochodzacych z konwersji masy na fotony. Niech m oznacza chwilowa mase

rakiety, natomiast v jej chwilowa predkos¢ wzgledem Ziemi. Znajdz zalezno$¢
masy rakiety od jej predkosci. W chwili startu masa rakiety wynosita M.

Niech masa (—dm > 0) zostanie zamieniona na fotony. Energia wyemitowanych
fotondw (w uktadzie rakiety) wynosi E, = —dm, natomiast ich ped p, = dm.

Ped fotonéw w ukfadzie Ziemi (TL):
pr =7(pr +vE;) = y(dm + v(=dm)) = y(1 —v) dm
ZZP w uktadzie Ziemi:
(ymw)p, =v(1 —v)dm + (ymv), = (1 —v)dm+d(ymv) =0
d(ymv) = (dm)yv + m(dy)v + my(dv) = yvdm + m(y3v dv)v + my dv =
= yvdm + my(y*v? + 1) dv = yv dm + m~y3dv

Ostatecznie otrzymujemy:

d d
0 =101 = v)dm +yodm +my* dv = qdm +my*dv = 4 =0
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Rakieta z napedem fotonowym

Catkujac to réwnanie, przy zadanych warunkach poczatkowych, otrzymujemy:

dv m 1 14w 1—v
—0 = 1 (—):—-1 = m=M
/ y 1—0? "\ 2“(1—v> " 1+v

Uwaga: wynik nie zalezy ani od szybkosci zamiany masy na fotony, ani od
czesto$ci emitowanych fotondw, a jedynie od catkowitej wypromieniowanej masy.

1—w M e M
= —

Catkowita energia rakiety: E =vym =~yM

1+v 14w 2
o L. . M? —m?
Zaleznos¢ predkosci od masy rakiety: v = W
Inny sposéb rozwiazania (rozwazymy site dziatajaca na rakiete w ukfadzie Ziemi).
d d
W uktadzie zwigzanym z rakietg na fotony dziata sita: F = dp dm
T T

Zgodnie z Il ZDN na rakiete dziata sita przeciwnie skierowana. W uktadzie Ziemi
(sktadowa podtuzna sity nie ulega zmianie przy TL) sita ta przyjmuje wartos¢:

dm dm dp d(~yv) 3dv
F = —— =t= = —y— _—Y— = — = = N
woittTiE Ty v Yt a ™G
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Relatywistyczne linki

Przyktad: Rozwazmy relatywistyczng linke, ktéra dziata na przymocowana do niej
mase m stata sitg T niezalezng od stopnia rozciggniecia linki. Nierozciggnieta linka
(o dtugosci zerowej) ma mase réwna zero. Niech masa m bedzie zamocowana do
Sciany za pomoca takiej linki i ma poczatkowa predkos¢ v w kierunku prostopadtym
do Sciany. Jak daleko masa m oddali sie od Sciany i ile czasu bedzie trwat ruch?

FAz=AE = (-T)l=m-ym = I= —mWT_1>

Przyktad: Dwie masy, m i M, potaczono relatywistyczng linka o dtugosci [ i sile
naprezenia T. W jakim punkcie z liczac od lewej masy (m) spotkaja sie obie masy
po zwolnieniu?

Pedy obu mas dane s3 przez:
Pm =\ (m+Tx)2—m2 oraz py =+ (M+T(—x))2— M2
Z relacji F =dp/dt wynika, ze pedy obu czastek musza by¢ réwne i przeciwnie

sieowane, asad a4 )
M +m+Tl
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