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Od Szczegdlnej Teorii Wzglednosci ...

Szczegblna Teoria Wzglednosci (STW) - podsumowanie:

o stuzy do opisu obiektéw poruszajacych sie z duzymi predkosciami,

o stuszna w inercjalnych uktadach odniesienia,

o zdarzenie to punkt w czasoprzestrzeni (t, z,y, z),

o uptyw czasu i odlegtosci przestrzenne wygodnie mierzy¢é w tych samych
jednostkach (np. czas w metrach pokonanych przez $wiatto),

o obserwatorzy znajdujacy sie w réznych inercjalnych uktadach odniesienia
przypisuja najczesciej rézne wartosci odlegtosci Az i uptywu czasu At
pomiedzy dwoma zdarzeniami,

o zgadzaja sie jednak co do wartosci odstepu czasu A7 (czas wtasny), mierzonego
na zegarze w uktadzie w ktérym oba zdarzenia zachodza w tym samym miejscu:

As? = At? — Az? = Ar?
o dtugoséé wtasna Ao - odlegtoé¢ pomiedzy jednoczesnymi zdarzeniami:

As? = At? — Az? = —Ao?
Zasada maksymalnego starzenia sie:
Czastka swobodna porusza sie pomiedzy dwoma zdarzeniami w czasoprzestrzeni
po linii, wzdtuz ktérej uptyw czasu pomiedzy tymi zdarzeniami, mierzony na
zegarze zwigzanym z czastka, jest maksymalny.
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... do Ogodlnej Teorii Wzglednosci

Metryka w STW: (ptaska czasoprzestrzen)
Odlegtosci pomiedzy punktami w przestrzeni okreslaja jej geometrie.

Interwaty pomiedzy zdarzeniami w czasoprzestrzeni okreslaja geometrie
czasoprzestrzeni:

As? = At? — Az? = Ar? As? = At? — Az? = —Ao?
Gdy istnieje centrum przyciggania wygodne stajg sie wspdtrzedne sferyczne:
(A7)? = (At)? — (Ar)? — (rAg)?

Réwnowaznosé masy bezwtadnej i grawitacyjne;:

Mmy
F = G’I‘—2 = a= mgg .13 .
F =m;a m; 25
Masa grawitacyjna jest proporcjonalna do masy
bezwtadne;j.

Zasada réwnowaznosci Einsteina (ZRE):

Uktad odniesienia poruszajacy sie ze statym przyspieszeniem jest lokalnie
nieodréznialny od uktadu znajdujacego sie w spoczynku lub poruszajacego sie

ruchem jednostajnym w polu grawitacyjnym.
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Lokalno$¢ uktaddw inercjalnych

Uktad inercjalny nie moze by¢ zbyt duzy (czasoprzestrzenie).

Lokalny charakter uktadéw inercjalnych er P
_

wymaga stosowania OTW - do opisu ruchu }Ks s

w poblizu masywnych obiektéw potrzeba %

wielu lokalnych uktadéw inercjalnych. .
Pojecie ‘obserwatora’ w STW

i tzw. ‘odlegtego obserwatora’ w OTW -
(uktad inercjalny ale nie siegajacy zrédta

przyciagania grawitacyjnego)

Einstein: krzywizna czasoprzestrzeni

Newton: przyspieszenia ptywowe
Dla dwéch trajektorii 7 () oraz 7 (t) = 71 (t) + 7 mamy (P - potencjat
grawitacyjny):

& o d? - . -
= Ve = 0= =V +07) + V() = —(67 V)VE()

Miarg krzywizny jest zmiana odlegtoéci pomiedzy liniami prostymi, ktére byty
poczatkowo réwnolegte.
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Grawitacyjna dylatacja czasu

Whiosek z ZRE: Zegary znajdujace si¢ wyzej w polu grawitacyjnym spiesza w
poréwnaniu do zegaréw znajdujacych sig nizej.

ts - odstep czasu pomiedzy sygnatami emitowanymi &
przez zrédto ’ '

t, - odstep czasu pomiedzy sygnatami rejestrowanymi h B 1g
przez odbiornik ‘

S - chwilowy uktad spoczynkowy rakiety (¢t = 0) ‘

Analiza w ukfadzie S: Rozwazmy serie szybkich btyskéw (t5 mate) - predkosé oraz
droga przebyte przez zrédto w czasie t5 daza do zera:

1
vg =gt — 0 oraz lszigt2—>0

a wiec mozna zaniedbad ruch rakiety jesli rozwazamy zrédfo.

Ale czas potrzebny na dotarcie sygnatu do odbiornika jest skoficzony h/c, a wiec
nie mozna zaniedbaé ruchu rakiety jesli rozwazamy odbiornik.

Zaniedbujac efekty wyzszego rzedu znajdujemy, ze:

h 1 ) (h/c)?—0
v = gt =g oraz h—1Il.=h-— ég(h/c) _—
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Grawitacyjna dylatacja czasu

Klasyczny efekt Dopplera prowadzi do zaleznosci:

ct ts ( v gh
=TT fo=(1+2) 1 (+Cz 5

Obserwator znajdujacy sie na powierzchni Ziemi widzi, ze zegar na wiezy spieszy w
poréwnaniu z jego zegarem:

Aty = <1 + %) Aty
C

Uwaga 1: Poniewaz cafa analiza odbyta sie w jednym ukfadzie odniesienia (5),
wiec to co obserwator widzi jest réwnowazne temu co aktualnie jest.

Uwaga 2: Mogtoby sie wydawad, ze skoro ¢, jest mierzone w uktadzie S, a
odbiornik porusza sie wzgledem niego, wiec w zasadzie powinniémy pomnozy¢ f,
przez v - jednak jest to efekt drugiego rzedu w gh/c?, ktéry systematycznie
zaniedbywali$my, wiec teraz nie mozemy go uwzglednic.

Pierwszy eksperyment (precyzja — zmiana czestosci promieniowania gamma
(R.Pound, G.Rebka, Phys. Rev. Lett. 3, 439 (1959))
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Ukfad jednostajnie przyspieszony

Rozwazamy czastke o masie m jednostajnie przyspieszang sita f = mg. Czastka
poczatkowo spoczywa w uktadzie S, a nastepnie znajduje sie w kolejnych

chwilowych uktadach inercjalnych S’ hyperbola
P

fi = f. = const

dp d t
f = —p = (’ymv) = ’yv = gt = V= g— :"/' x'
dt dt 1+ (gt)2 A
¢ t e
gtdt 1 ( AT
z= [ vdt= | ———=-(V1+ gt2—1) x
/0 o V1+(gt)2 g (99) P g
NV 1
Definiujac punkt P (zp,t,) = (—1/g,0) mamy (z —z,)* —t* = 7

Nachylenie linii PA, gdzie A jest dowolnym punktem na linii $wiata czastki, dane
jest przez:

la—1tp gt -

v IFG?
Linia PA definiuje wiec chwilowa o$ 2. Oznacza to, ze zdarzenie P jest
jednoczesne w S’ z dowolnym zdarzeniem zachodzacym w ukfadzie czastki.

Punkt P jest analogiem horyzontu zdarzen wokét czarnej dziury.
M. Przybycien (WFilS AGH) Szczegélna Teoria Wzglednosci Wyktad 8

6/12



Ukfad jednostajnie przyspieszony

Jaka jest odlegtoéé punktéw P i A w chwilowym ukfadzie czastki S'?

1
Mamy v = /1+ (gt)? oraz a:A—:cP:g,/1+(gt)2

1 1
Az =~(Az' +vAt) = éAt/:O§ = m;—x;,:;(xA—xp)ZE

W uktadzie S” punkt P pozostaje zawsze w statej odlegtosci od czastkil

1

Z jednostajnie przyspieszanych czastek budujemy jednostajnie
przyspieszany uktad odniesienia (ale taki w ktérym odlegtosci
pomiedzy nimi pozostaja state w ich uktadach chwilowych S'):

1 1 1
o= omz go=3 = g(s)ox

A'i B odczuwaja rézne przyspieszenia wtasne. Nie jest mozliwe skonstruowanie
statycznego ukfadu (o skonczonych rozmiarach) w ktérym wszystkie punkty
odczuwaja jednakowe przyspieszenie witasne.

Po opuszczeniu uktadu S’ po penym czasie mijamy punkt P, ale obserwator
pozostajacy w uktadzie S’ stwierdzi, ze czas ‘spadania’ na P jest nieskoficzony.
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Jednostki masy - masa w metrach

Opis czasoprzestrzeni w poblizu masywnych obiektéw jest prostszy jesli masa ciata
jest wyrazona w jednostkach dtugosci.

ngmkg
1"

F=G

3
G =6.6726-10"1 |
[kg - 52

3

6.6726 - 10~ 11
¢ _ [kg } = 7.424. 10—28[ }
& 8.9876- 101 (] kg

| Obiekt | Masa [kg] | Masa [m] | Promien [m] |
Ziemia 5.9742-10%* | 4.44-1073 | 6.371-10°
Stonce 1.989 - 10°° 1.477-10° | 6.960 - 108
Czarna dziura w centrum | 5.2 - 103° 3.8-10
Drogi Mlecznej (2.6 - 105M)
Czarna dziura w centrum | 6- 1039 4.10"2
gromady galaktyk Virgo | (3-10°Mg)
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Rozmaito$¢ rézniczkowa (differential manifold)

Definicja: Rozmaito$¢ M to dowolny zbiér (punktéw), ktéry mozna w sposéb ciagty
sparametryzowad. Liczba niezaleznych parametréw potrzebnych do jednoznacznego
okreslenia dowolnego punktu w zbiorze okre$la wymiar rozmaitoséci. Same parametry

nazywamy wspétrzednymi (zt, 22, ..., z™).

Definicja: Rozmaito$¢ rézniczkowa to rozmaito$é na ktérej mozna okresli¢ pole
skalarne w kazdym punkcie, ktére jest rézniczkowalne wszedzie.

Przyktady rozmaitosci:

o zbidr obrotéw uktadu kartezjanskiego w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej
- parametry to katy Eulera,
o przestrzen fazowa czastki w mechanice klasycznej - parametry to wspo6trzedne

przestrzenne (1,22, x3) oraz pedy (p1,p2, ps),
o czasoprzestrzen z geometrig Minkowskiego - parametry to (¢, z1, 22, 3).

Definicja: Krzywa w rozmaitosci okres$lona jest réwnaniem parametrycznym:
% = 2% (u) (a=1,2,..,N)

Definicja: M-wymiarowa powierzchnia w rozmaitoéci N-wymiarowe] okreslona jest
za pomocg M-parametréw:

2 = x%(ut,u?, ... u™) (a=1,2,..,N)
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Geometria rozmaitosci i tensor metryczny

Wybér wspbétrzednych do okreslenia potozenia punktu w rozmaitosci jest dowolny.
Nowe wspdtrzedne mozna zapisaé jako funkcje starych wspétrzednych:

o' =2t 2?2 (a=1,2,..,N)

Jesli rozwazymy dwa bliskie punkty P i @@ w rozmaitosci, ktdrych wspdtrzedne to
z% oraz % + dx“, to wbwczas:

61,10. 0$la 61;111 ax/a
la __ 1 2 N __ b
dz'* = Ers dx” + 92 de* + ...+ adex —bg_l Dt dx
axla
Konwencja sumowania Einsteina:  da’® = deb
x

Geometria rozmaitosci okreslona jest poprzez zdefiniowanie odlegtosci (interwatu)
pomiedzy punktami, ktérych wspdtrzedne réznig sie o infinitezymalng warto$¢:

ds* = f(z®, dz®)
W OTW rozwazamy interwaty w postaci (rozmaito$¢ pseudo-riemannowska):
ds® = gap(z) dzda®

gdzie gup(2) to tzw. tensor metryczny, ktéry mozna uwazaé za symetryczna
macierz N x N, a wiec zawierajaca 3N (N + 1) niezaleznych funkcji gap(z).
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Tensor metryczny

Postaé tensora metrycznego zalezy od wyboru wspétrzednych, natomiast przy
transformacji wspétrzednych niezmienniczy jest interwat pomiedzy dwoma
punktami w rozmaitosci:

0z Oz’
oOx'c ax/d

Funkcje metryczne g,;(x) oraz g/, (z') opisuja ta sama geometrie rozmaitosci.

ds® = gapda®da® = gap(z(2')) da’cda’* = gl (') da’ “da’? = ds'?

Tensor metryczny mozna wyznaczy¢ wprost z wektoréw bazowych:

or of Oz O O Oxf
B R R e A T
Przyktady tensoréw metrycznych:

o 3D przestrzen Euklidesowa:

—

Gab(T) = €q - €}

wspoirzedne kartezjanskie: g, = diag(1,1,1)

wspdtrzedne sferyczne: dr
10 o ds® = (dr,df,d) [gas) | dO | =

Gab = 0 72 0 = d¢
0 0 r2sin%6 = dr? 4 r2d6? + r? sin?0 d¢?

o czasoprzestrzen Minkowskiego: g, = diag(1,—1,—1,—1)
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Geometria rozmaitosci

Lokalna geometria okreslona za pomoca gu»(2) jest wewnetrzng cecha rozmaitosci
i nie zalezy od tego czy i w jaki sposdb ta rozmaitos¢ jest zanurzona w przestrzeni
0 WyZszym wymiarze.

A" B’
Rozwazmy robaka na kartce papieru na ktérej
zdefiniowana jest odlegtos¢ ds® = dax? + dy?. Q A
Jedli kartka zostanie zwinieta w cylinder, to 0
robak nie bedzie w stanie stwierdzi¢ zadnej /
réznicy - suma katdéw w trdjkacie bedzie »

réwna 180°, obwdd okregu 2772, itp. 4 5

Przejscie od cylindra do ptaskiej kartki oznacza zwykta zmiane wspétrzednych:
ds? = dz* + a*d¢? zgx:z, y:aqb?zde—I—dyQ

Inaczej sytuacja wyglada w przypadku sfery 2D zanurzonej
w 3D przestrzeni Euklidesowej. Nie istnieje transfromacja
wspbirzednych, ktéra przetrasformowataby odlegtosé
wyrazona we wspotrzednych sferycznych (6, ¢):

ds®> = a®(db? + sin® 0dp?)
do postaci Euklidesowej ds? = dz? 4 dy? w catym obszarze

. s -
jednoczesnie.
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