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Réwnania pola Einsteina

Réwnania pola Einsteina maja postad:

1 1 81G
R, — égw,R =—kTw & Ru=-—kTuw-— §Tg,w), K= T=T}
gdzie R,, =R, , oraz R=g" R, to odpowiednio tensor i skalar Ricci'ego.

RF ., to tensor krzywizny - w przestrzeni 4D posiada 20 niezaleznych sktadowych.

T, = putu” to tensor energii-pedu, ktérego sktadowe w lokalnym kartezjafiskim

inercjalnym uktadzie w punkcie P maj3 nastepujaca interpretacje (u* = v, (c, @)):

0 T = puPu® =~2pc? - gesto$é energii czastek,

o T = pulul = v2pcu’ - strumien energii (x ¢c~1) w kierunku i-tym,

o T =T0 _ gestoé¢ pedu (x c) w kierunku i-tym,

o TV = pu'n/ =~2pulu’ - tempo przeptywu i-tej sktadowej pedu na jednostke
powierzchni w kierunku j-tym.

Przyktad: Tensor energii-pedu dla idealnego 5
ptynu (brak sit pomiedzy czastkami, brak

przewodnictwa ciepfa, brak lepkosci) ma posta¢  TH" =
(p tutaj oznacza izotropowe ci$nienie):

ooog
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o oo
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Geometria Schwarzschilda

o Réwnania pola Einsteina w 4D to uktad 10 nieliniowych réwnan rézniczkowych,
ktérych rozwigzaniem jest metryka g*. W ogdlnym przypadku réwnan pola
Einsteina nie da sie rozwigza¢ metodami analitycznymi.

o Pierwsze doktadne rozwiazanie r. E. zostato znalezione przez K. Schwarzschilda
(1873-1916) w 1916 roku (miesiac po opublikowaniu OTW).

o Rozwigzanie Schwarzschilda okresla geometrie statycznej czasoprzestrzeni
(metryka nie zalezy od czasu, a element dtugosci ds? jest niezmienniczy ze
wzgledu na transformacje t — —t) na zewnatrz sferycznie symetrycznego
rozktadu materii.

o Metryka Schwarzschilda:

2GM 2GM\
d52:c2(1— ¢ )dt2—<1— ¢ ) dr? — r2d6* — r?sin® 0 d¢?

cr 2r
t - ‘odlegty czas' - czas mierzony na zegarze obserwatora znajdujacego sie
daleko od centrum przyciggania grawitacyjnego.
r = (obwdd sfery wspétsrodkowej z masg M) /27 - ‘zredukowany obwdd’
0, ¢ - katy polarny i azymutalny mierzone na sferze wspdtérodkowej z masg M.
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Lagranzjan i dziatanie dla czastki relatywistyczne;j

o Relatywistyczny lagranzjan dla czastki swobodnej: L = —mcy/1 — 32 —

oL d (0L d/ o

oL 20 For
; —mc — — = ymy;
b= qu or; 2 mu
2
H=uvp =001 L y_
m v
! —— P*F+m*c)+V £
= ¢ +m?c =
ymc? P yme?

o Zasada najmniejszego dziatania (cdr = ds):
ta /s 2 T2 T2
S = ( me ) dt = / —mc2dr = —mc/ Vds?
t1 Y T1

o Trajekoria czastki swobodnej w czasoprzestrzeni jest taka, aby
uptyw jej czasu witasnego byt maksymalny.

T1

1
@ Przykfad: rzut pionowy ¥ = v, ot — 591@
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Lagranzjan i linie geodezyjne w geometrii Minkowskiego

o Dla ogdlnej metryki g, (x) i parametryzacji w postaci czasu wtasnego mamy:
. . d 0L oL
L = —mecy/guit () (1) = —mc®  oraz  — e + oo = 0
o Prowadzi to do nastepujacego réwania dla linii geodezyjnej:

.y 1 89041/ 39(15 69[3u B v w v sBaa
JarT +§<8x5 9 e ¥ =0 <& x—i—Fﬂamx =0

@ Przyktad: Linie geodezyjne na sferze:

x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, 2z =rcosb
= siné?cos¢a:c'+sin951n¢g§'+cos€§'
eﬁzwea = < & :r(cochosqS:%:’:i—cosGsinAgbgj’—sin&é’)
rsinf(—sin ¢ & + cos ¢ )

|
Y

)
@l
Il

0 0 dt
0

10
0-1 0 dr | r=r (4 Lo 0
=100 =2 0 7 R U Rl W
2 . 9 dé 0 0 —R?sin’f
00 0 —r°sin“é do
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Lagranzjan i linie geodezyjne na sferze

O=ct, 2t =0, 22 = ¢):

\/ Guu @t (T) &Y (T \/02t — R20(7)? — R?sin® 0(7)p(1)2 = ¢

0922 _
Ozt

Uzywajac do parametryzacji czasu wtasnego mamy (x

—2R2sinf cos b,

Poniewaz jedyna niezerowa pochodna metryki jest
wiec réwnania linii geodezyjnej przyjmuja postaé:
ct(t) =0
R26(7) 4 sin 6(7) cos (1) R2¢(7)%? = 0
R2sin? 0(7)d(7) — 2sin 0(7) cos (7)) R20() (1) = 0
Chcemy znalez¢ linie geodezyjna faczaca biegun pdtnocny i potudniowy:
O(ro=0)=0  O(1f)=m oraz t(0)=0 t(ry)=T
Rozwigzaniem trzeciego réwnania jest qS(T) =0 = ¢(1) = ¢o = const
Pozostate dwa réwnania upraszczaja sie do postaci:
.é.'(T)zoie(T):AHB;»e(T):m/tf} D
{(r)=0 = t(r)=Cr+D = t(r) =T1/t; rooe
Linie geodezyjne to tuki két wielkich taczace oba bieguny (lub inne punkty).
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Metryka Schwarzschilda - dyskusja

o Zapisujemy Lagranzjan dla metryki Schwarzschilda (¢ = 1, masa w [m]):
2M\ . oM\ ! . :
L=gits" = ( — —) i — (1 - —) 72— (92 + sin? 9¢2)
r r
oraz korzystajac z réwnan E-L otrzymujemy rownanie linii geodezyjnej:

o2M\ .
<1—T)t:const5k

oM\t M. oM\ 2 M . )
(2 2 (2 )

r r
D
0+;7’"0—¢>251n9c059:0

r2 sin29¢:const5h

Ograniczamy rozwazania do pfaszczyzny réwnikowej (6 = 7, df = 0).

(1—ﬂ>i:const5k

;
oM\ . Me. oM\ 2 M :
1-22)) e (-2 Ze2 2o

r r2 r r2

2 —
r“¢ =const =h
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Metryka Schwarzschilda - dyskusja

Interpretacja fizyczna statych k oraz h:

o Poniewaz L nie zalezy jawnie od t oraz ¢, wiec sktadowe py oraz ps 4-wektora
pedu, p,, = moi,, s3 zachowane:

§E:puu“, u” = (c,0,0,0) = EZPO?

; 2M \ . E
Po = mogoo t = moc? (1 - —) t=moc’k = k= >
r moc
p3 = m0933¢} = —morzd') = —mph = h=_—
mo

Witasnosci metryki Schwarzschilda (MS):
2M oM\ !
d82 = (1 — T) dt2 — (1 — T) d?“2 - T'2d¢2

o Osobliwo$¢ w r = 0 - to jest rzeczywista osobliwo$¢, ktérej nie mozna usunaé
poprzez transformacje wspétrzednych.

o Horyzont zdarzen (promien Schwarzschilda) - pozorna osobliwos¢ w r = 2M.

o (1 —2M/r) - krzywizna (w przypadku nie obracajacego sie obiektu sferycznie
symetrycznego zalezy jedynie od r, a nie zalezy od ¢)

odla r— o0 lub M — 0 krzywizna (1 — 2M/r) — 1 (ptaska czasoprzestrzeri)
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Metryka Schwarzschilda - dyskusja

o Przyktad: W jakiej odlegtosci od masy M czasoprzestrzen staje sie ptaska?
Stofice: Mg = 1500m, Ry =7-10m, d=1.5-10"m

2M, 2M,

1— r®:1—10—6 = T=10f2=3-109mz4R®
2M, 2M,

1_ © _1-108 = = © _3.10" m~2d
r 10_8

Uwzglednienie krzywizny czasoprzestrzeni konieczne jest przy opisie orbit planet.

Czarna dziura: M = 10°Mg, 1ly=9.46-10" m

2M
I-—=1-10°% =
T

M
=05 0.32 ly

MS stosuje sie do obszaru na zewnatrz masywnego obiektu (Ziemia, Stofce, ...).

Czarna dziura nie ma powierzchni — MS opisuje catg przestrzen, az do r = 0.

Osobliwos¢ dla 7 = 0 jest ‘rzeczywista’, tzn. wszystko co dociera do centrum

czarnej dziury jest zgniecione do zerowej objetosci (punktu).

o Natura osobliwosci nie jest znana — mechanika kwantowa nie dopuszcza istnienia
czegokolwiek w punkcie, ale nie istnieje jeszcze kwantowa teoria grawitacji.

o W osobliwosci zatamuja sie wszystkie prawa fizyki — na szczescie wszystkie

‘rzeczywiste’ osobliwosci wydaja sie by¢ ‘ubrane’ (kosmiczny cenzor) — tzn.

istnieje powierzchnia r = 2M ktérag mozna przekroczy¢ tylko w jedna strone...
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Rozciagniecie radialne przestrzeni i przesuniecie ku czerwieni

o dla r > 2M mamy:

o odlegto$¢ pomiedzy wspdtérodkowymi sferami w kierunku
radialnym jest wigksza niz odlegtos¢ wynikajaca z pomiaru
wspdtrzednej 7:

—1/2
do = d’l"she” = (1 — g) dr
. . . . 2M
o grawitacyjne przesuniecie ku czerwieni: dr = dtga = (1 - —)
Przyktad: Znajdz odlegto$¢ pomiedzy wspdtérodkowymi sferami o wspdtrzednych
r1 = 4km iry = 5km, dla czarnej dziury o masie Stofica (M = 1.477 km).

dr
Arehel = / drshenl = VT

[ -

Przyktad: Jak zmienia sie okres fali $wiatta wystanego ze sfery o promieniu
r1 = 4M i absorbowanego na sferze o promieniu 7o = 8M?

§r:22§:1.723 km

1— 2M
dtshell, 1 gt — dtshell, 2 N dtshel, 2 _ r2_ 0.866 199

2M 2M dt / 2M 0.707
1_T ]__F shell, 1 1_T

Odpowiada to przesunieciu $wiatta z6ttego do gteboko czerwonego krarica widma.
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Czarna dziura w mechanice Newtona

Obiekt o masie my4, znajdujacy sie poczatkowo w duzej odlegtosci od czarnej
dziury o masie My, i bedacy wzgledem niej w spoczynku, jest przez nig
przyciagany grawitacyjnie. Zgodnie z teorig Newtona mamy:

1 M 112G M,
OZEzimkg’UQ—GkgTTnkg = U= Tkg

v \/ZGng \/ZM
/B = - = T = —_—
Cc cer r

Wynik ten jest stuszny takze w OTW, ale dla obserwatora znajdujacego sie na
sferze wspdtsrodkowej z masa M.

Minimalny promien sfery z ktérej wystany obiekt moze sie oddali¢ w nieskonczonos¢:
Thoryzont = 2M

Wynik ten stuszny jest takze w OTW gdy r jest ‘zredukowanym obwodem’.

Interpretacja fizyczna rézna w teorii Newtona i Einsteina!

OTW - $wiatto wystane radialnie na zewnatrz z horyzontu zdarzen nigdy nie
opusci horyzontu.

M. Przybycien (WFilS AGH) Szczegélna Teoria Wzglednosci Wyktad 9 10/11



Trzy uktady wspétrzednych

Uktad poruszajacy sie (spadajacy) swobodnie:

© najprostszy opis zdarzer (mozna stosowaé STW),

o lokalno$¢ uktadu - sity ptywowe,

o jedyny uktad w okolicach czarnej dziury, w ktérym moze przetrwaé cztowiek.
Uktad powtoki sferycznej (wokdt centrum przyciagania grawitacyjnego):

@ np. powierzchnia Ziemi - brak mozliwosci naturalnego ruchu - odczuwamy site
grawitacji,
o lokalnie stosujemy STW z metryka:

(d7)? = (dtshen)® = (drsnen)® — (r do)?
o taki uktad moze istnie¢ tylko na zewnatrz horyzontu zdarzen.

Wspbtrzedne Schwarzschilda opisuja cata czasoprzestrzen wokét czarnej dziury:

@ obserwatorzy na sferach przekazuja informacje o wspdtrzednych,

o zaden obserwator nie znajduje sie w uktadzie Schwarzschilda.
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