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Nierelatywistyczna mechanika kwantowa

Roéwnanie Schrodingera (przyjmujemy V' = 0 dla uproszczenia):
p — 8 1 =9 .
E=T+V=_—+V = —iV,E—i— = ——V%=i—
+ 2m + P - Zat 2m v=i ot
Rozwiazanie w postaci fali ptaskiej ma postac:

Y = NetPT=F  odzie  — i§7j} =pY oraz z%—zf =Ly

R. Schrodingera jest r. 1-go rzedu w pochodnej czasowej i 2-go w pochodnych
przestrzennych - ewidentnie nie jest relatywistycznie niezmiennicze.

Wyprowadzenie réwnania ciaglosci (zachowanie prawdopodobienstwa):

Y x (r. Sch) — ¥ x (r. Sch)* = —oL (V2 — pV2pr) =i (1/)* 90 400t )
= gV (Ve - V) = i 5 (0

Definiujac gestosé oraz prad prawdopodobienstwa jako:

- (PTVY —pVYT)

p=vY =Y oraz =
mi

dp

ot

otrzymujemy réwnanie cigglosci: V- ] + —=0
Dla fali plaskiej mamy: p = |N|? oraz j = |N|? 2P _ IN|?% (strumien).
m
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Rownanie Kleina-Gordona

- 0
Stosujemy p — —iV, E — za— do relatywistycznego réwnania na energie:

2
B tm = SE=TWomt = (099, mh =0
. _ a 6 6 8 8 62 62 82 82
gdma:%‘(%%a—y@) AR i i v =

Rozwiazanie w postaci fali plaskiej ¢ = NP8 daje E = +£./|p]2 + m2.
Postepujac analogicznie jak dla r. Sch. znajdziemy gestos¢ i prad p-twa
(¥* x (r. KG) — ¢ x (r. KG)*):

B N
TV y T (v - m2) — o(V2 )
(w* W 2 ) _ ¥ (VY — V)

Poréwnujac powyzsze rownanie z r. ciagltasci widaé, ze:

p=i(v G -0 ) o J= it Ve - ve)

(G

Dla fali plaskiej mamy: p = 2E|N|? (< 0 dla E < 0) oraz j = |[N|*p.
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Rownanie Diraca

Problemy rozwigan o ujemnej energii oraz ujemnej gestosci p-twa sklonity
Diraca do sformutowania relatywistycznej mechaniki kwantowej w postaci w
ktérej wszystkie gestosci p-twa sa dodatnie.

Szukamy réwnania w ktérym wystepuja tylko pochodne 1-go rzedu, w postaci:

A T 0
Hw:(a~p+/8m)z/1fza—qf
L= .90 . 0 .0 .0
p=—1V = (—zawa—zaya—y—zaza+ﬁm>¢ zatw

Dzialajac powtdérnie operatorami na kazda ze stron réwnania (“podnoszac
stronami do kwadratu”) mamy:

iy O i O o O a8 a0 _
(‘w‘w o~ WQyp, — 0G5 + ﬂm) ( Qg g, — 10y 5 — 10z 5, 8z + ﬂm) V= at2
co po rozwinieciu daje
o _ 2 0% 2 oY 2
_% = TQrgpz T Qypez — z0z2 %+ 2m*y

2 2
—(agay + cvy%c)—“‘l’—(rf;c 5y — (g, + azay)—w—ai 5 — (azap + axaz)iai i

— (03 + Bag)mBL — (ay B + By )m %L — (0. + B )mGL
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Rownanie Diraca

Aby bylo to poprawne sformutowanie relatywistycznej MK, czastka swobodna
musi spetniaé relacje E? = p2 +m?, czyli r. K-G. Oznacza to, ze musza by¢
spelnione nastepujace warunki:
aizaizaizﬁe =1
Oéjﬂ + ,804]' =0
ajop+oaga; =0 dlaj#k
Aby hamiltonian H byl hermitowski dla dowolnych p musi takze zachodzié:

aj = oz;r- oraz = (1
Wielkosci a; i 3 musza by¢ zatem bez§ladowymi macierzami hermitowskimi
o parzystym wymiarze (> 4). Rezultaty fizyczne nie zaleza od konkretnego
wyboru macierzy (fizyka zawarta jest w relacjach komutacji).

Powszechnie stosuje sie nastepujaca konwencje:

J
gdzie I = 10 , Op = 01 , Oy = (.)_Z , Oy = L0
01 10 i 0 0 -1

W rezultacie funkcja falowa ma cztery skladowe (tzw. spinor Diraca):

w - (¢17¢27¢3,¢4)T

ien (WFIIS AGH)
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Roéwnanie Diraca - gestosé i prad prawdopodobienstwa

Postepujemy analogicznie jak poprzednio z r. Sch. i r. K-G

(@7 x (r. D) — ¢ x (r. D)):

o o o oy’ oy’ WT D)
T - 7 o
¢< +a ya +a 8z>+<8xa1+8y y+8 Y+ —F0 5 =0
Korzystajac z tozsamoéci: 1oy, ‘gz aw* S Q) = a(¢;z’¢) otrzymujemy
réwanie ciaglosci:

o T

¥ (wia) + 220 g

Gestosé p-twa i prad maja wiec postaé:
p=19' oraz  j=dylay
Rozwiazania r. Diraca daja zawsze nieujemna gestos¢ p-twa:

Ul = |2 + [ + s + [val* > 0
Mozna pokazaé, ze spinory Diraca reprezentuja czastki o spinie poléwkowym o
wewnetrznym momencie magnetycznym danym przez:

—

-
m

gdzie S jest spinem czastki, ¢ jej tadunkiem, a m masa.
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Macierze v Diraca

Mnozac r. Diraca od lewej strony przez (3 oraz wprowadzajac oznacznia:

V=8, 4 =Paw, 7 =Bay, =P

mozna je zapisa¢ w postaci:  (i9"0, —m)y =0
Uwaga 1: Macierze v nie tworza czterowektora (sa to stale macierze, ktére sa
niezmiennicze przy TL).
Uwaga 2: Mozna pokazaé, ze r. Diraca jest niezmiennicze wzgledem TL.
7 wlasnosci macierzy « i § wynika, np. ze:

(Y2 =p2=1 oraz (v")? = BayBa, = —.fBa, = —a = —1
Podobnie mozna pokazaé, ze

PP =0%?=-1, Y+ =0, Y+ =0 (i #k)
Podsumowujac mamy: {y*,v"} = y*~" 4+ 4Y4* = 2¢g"¥
Macierz 7° jest hermitowska, macierze 47, 1 = 1,2,3 s3 antyhermitowskie:

PP =70 AT =9l 2T =92 «

np. 71T = (ﬂax)T = O‘lﬁT = 0,08 = —Pa, = _71

3T=—’Y3
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Reprezentacja Pauliego-Diraca, spinory dotaczone

W reprezentacji Pauliego-Diraca macierze v maja postac:

I 0 0 o
0 _ —
7—<0_I>a 7k—<_o_k0>

czyli:

10 0 0 0 001 000 —i 001 0
o [f0o1 0 o0 . [ o o010 > [ 004 0 s [ 000 -1
T=Voo0o-1 o) 7T o-100 " 7T\ 0oi0 o) TT| -100 o

00 0—1 -1 000 —i00 0 010 0

Wyrazajac p oraz fza pomoca macierzy ~ definiujemy czterowektor pradu:
i = (p,7) = Py = Py

gdzie 1) = T4 jest tzw. spinorem dotaczonym:

10 0 O
b=uin® =@ us s D) | 0oy o | = e - —eh)
00 0-1

Korzystajac z czterowektora pradu réwnanie ciaglosci mozna zapisa¢ w postaci:

8" =0
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Rozwigzanie dla czastki spoczywajacej

Szukamy rozwiazan r. Diraca dla czastki swobodnej w postaci:
,(/} _ u(E7ﬁ»)ei(ﬁ-F—Et)
gdzie u(E, p) jest stalym spinorem.

Poniewaz Oy = %4 = —iBy, O = L =ip,ap, ... (zaleznoéé od (t,7)
tylko w eksponencie) wiec r. Diraca mozna zapisa¢ w postaci “pedowe;j”:

(i(v"0p—=m)p=0 = (y"pu—mu=0
Dla czastki spoczywajacej p = 0 mamy:
10 0 0 b1 b1
Y =u(E,0e " = FEyu—mu=0 = E (8 0 9 8) (ii) =m <$2>
00 0 -1

Réwnanie to ma cztery ortogonalne rozwigzania:

1 0 0 0
ui(E,0) :N<8> . uz(E,0) :N<(1)> . us(E,0) :N(?) , us(E,0) :N(8)
0 0 0 1

z ktérych uq i ug odpowiada E = m, natomiast ug i u4 odpowiada £ = —m.

Uwzgledniajac zalezno$¢ od czasu mamy:
Y1 =wure” "™,y = uge T ahy = ugetM gy = uget

opisujace dwa stany spinowe o F > 0 i dwa stany spinowe o energii £ < 0.
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Roéwnanie Diraca: rozwigzanie w postaci fali ptaskiej

Szukamy ogdlnego rozwiazania w postaci fali plaskiej ¥ = u(E, ﬁ)ei(ﬁ Bt

I o 0 7). (I0\_ ((E-mI &7
I _ — — D — =
Vpum <O—I>E <—5o>1” m(m) ( G5 —(E+m)I)
u

Réwnanie Diraca przyjmuje posta¢ ukladu réwnan (

(V'pp—mju=0 = <(E5_$)I—(Eiri)f> (Z§)=(8>

- - (01 0 —1 10 B Dz Dz — Py

W rezultacie otrzymujemy

G-p 1 Pz D — Dy
ups = u . u
A B <px +ipy =D B
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Roéwnanie Diraca: rozwigzanie w postaci fali ptaskiej

Wybierajac w pierwszym z rownan ug = ((1)) lub ug = ((1]) oraz w drugim
1 0 . . . .
up = (0) lub up = ( 1) otrzymujemy cztery rozwigzania w postaci:

i = ui(B, p)e’ P EY

1 0 _Ps_ P —ipy
E—m E—m
0 1 Pz tipy —p-
up =N1| _p. , Uz = No| p,—ip, |, uz =Nz| E-m [ uy=Ny| E-m
E+m E+m 1 0
Patipy —P= 0 1
E+m E+m

Uwaga: To sg cztery niezalezne réwnania tylko wtedy gdy w dwdch z nich E < 0.
Poréwnujac powyzsze rozwigzania z rozwigzaniami dla czastki spoczywajacej widaé,
ze rozwigzania ui i ug odpowiadaja E > 0, natomiast rozwigzania us i us - E < 0.
W r. Diraca wszystkim rozwiazaniom odpowiadaja dodatnie gestosci p-twa.

Interpretacja Diraca: préznia z obsadzonymi wszystkimi stanami o E' < 0, zasada
wykluczania Pauliego odpowiedzialna za nie przechodzenie elektronéw o dodatnich
energiach do stanéw o ujemnej energii.

Wyjasnienie kreacji par i anihilacji elektron-pozyton - dziura w stanie o ujemne;j
energii odpowiada antyczastce o dodatniej energii.

Odkrycie pozytonu: C.D. Anderson, Phys. Rev. 43 (1933) 491.
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Interpretacja Feynmana - Stiickelberga

Problem z bozonami (nie dziala zasada Pauliego) w interpretacji Diraca.
Iterpretacja Feynmana - Stiickelberga:

Rozwiazania r. D. o ujemnej energii odpowiadaja czastkom o ujemnej energii
poruszajacym sie wstecz w czasie lub antyczastkom o dodatniej energii
poruszajacym sie w przéd w czasie.

"~ (E<0) E>0)
e Y
£ e++ = * e >vvvv - >\/\/Vv
E>0 E<0 " (E>0) €™ (E>0)

o i(—B)(—1) _, g-ibt
Spinory antyczastek:
Przedefiniowujemy stany o ujemnej energii tak aby E = +|\/|7]2 + m2|.
@ definiujemy funkcje falowa antyczastki zmieniajac znak E oraz p:

v (B, p)e  PT=EY) — 4 (—F, —p)ell P (=E)]

vy (B, p)e " PT=E) = y(—F, —p)ell P (= )]

gdzie E = +|/|D|? +m?|.
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Spinory antyczastek

® Znajdujemy rozwiazania r. Diraca o ujemnej energii w postaci fali ptaskie;j:
Y =v(E,p)e PTEY  gdzie  E=|\/|p2+m?|
Uwaga: Chociaz E > 0 to sa to jednak rozwigzania o ujemnej energii w sensie:
Hy = iﬁw =—FEy
ot
Rozwigzujemy réwnanie Diraca (iy"9d, —m)y = 0:
= ("E+4'p: +7%p, + ¥, —mv=0 = (¥p,+m)v=0

Postepujac analogicznie jak poprzednio otrzymujemy:

Pz —1Py j

E+m Ej_'m
7-pva = (E—m)v —Pz Pe 1°Py
(_‘ ﬁ) A ( ) B = v = N{ E+m , Uy = N2/ E+m
(¢ pPluvg = (E+m)va 0 1
1 0
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Spinory czastek i antyczastek - podsumowanie

> cztery rozwiazania w postaci: ; = ui(E,ﬁ)ei(ﬁ'F_Et):

D= Dz — 1P
1 0 E—m E'fmy
0 1 Patipy —p-
u = N . . Up = N Pa—ip , U = N| E-m , Uy = N E—m
E4+m E+4+m 1 0
P F1Py D= 0 1
E+m E+m
> cztery rozwigzania w postaci: ¢; = v;(E,p)e P EY,
Pz — 1Dy Pz
E+m Ftm L 0
=Pz Pat1py 0 1
vp=N| Etm |, vpo=N| E+tm |  w3=N| ,. 08 = N | po—ip, |,
0 1 —m E—m
1 0 Pz 11Dy Pz
E—m E—m

Rozwiazania us, us oraz vy, ve odpowiadaja energii E = +[+/|p]% + m?|

Rozwiazania us, u4 oraz vs, vy odpowiadaja energii E = —|/|p]2 + m2|
Poniewaz spinor ma cztery komponenty, wiec tylko cztery spinory moga by¢
liniowo niezalezne.

Wybieramy spinory bedace rozwiazaniami o E > 0, czyli {u1, ug, vy, v2}.
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Normalizacja funkcji falowe]

Chcemy znormalizowaé funkcje falowa do 2E czastek na jednostke objetosci.
Gestosé¢ prawdopodobienistwa dana jest przez:
Y =wetPTE) o p = gty = ufu
Korzystajac z jawnej postaci vy otrzymujemy:
2 2 4 .2 2 2
uju = |NJ? <1+ & _’;Zm)Q + (gx:n%?) = NP’ (—(E &?m;lﬂ )

:|N|2 (E+m)? + E? —m? :|N|2 2F
(E+m)? E+m

A wiec N=vVE+m

Ta sama warto$¢ N otrzymujemy dla uq, usg, v1, ve.

Operatory kwantowomechaniczne dajace fizyczne wartosci energii i pedu dla
antyczastek:

<

H® = —i9/t, V) =i
Operator fizycznego spinu antyczastki:

-

(E,p) —» (-E,—p): L=Fxp——-L = [HL+5=0= §=_53
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Rozwigzania réwnania Diraca - podsumowanie

» Znormalizowane rozwiazania r. Diraca dla czastki:
spelnia (Y'pp —m)u=0

¥ = u(B, p)eHFTE

dzi
gdzie 1 0
0 1
u =vVE+m P, uy = VE+m| p.—ip,
E+4+m E+4+m
—D=z
E+m

Pz +1ipy

E+4+m
» Znormalizowane rozwigzania dla antyczastki w funkcji fizycznych wartosci

energii i pedéw:
¢ = v(E,p)e {FTED spetlnia  (v*p, +m)v =0
gdzie Do —1iPy Pz
Ey petip
— Pz Lz T2y
’U1:‘/E+m E-67n fv2:,/E+m E—]ﬁtm
1 0
W obu przypadkach (dla czastek i antyczastek) mamy: FE = \/[p]2 + m?2
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Sprzezenie tadunkowe

Sprzezenie tadunkowe to dyskretna transformacja symetrii zmieniajaca czastke
na antyczastke.

Ruch czastki w polu elektromagnetycznym A* = (¢, A) otrzymuje sie stosujac
tzw. minimalne podstawienie
p—p—ed, p=-iV
E—FE—ep, E=il
Wéwezas rownanie Diraca przyjmuje postac:
(O, +ieA )Y +imyp =0
Sprzegajac w sposéb zespolony i mnozac od lewej przez (—iv?) otrzymujemy:
—iy Y (O — ieAp)Yt — my* =0

Poniewaz ’YO* _ 70, ’Yl* — 71’ 72* _ _72’ 73* _ 73 oraz 727/1* _ _,YH,YQ
wiec otrzymujemy: " (9, — ieAu)de)* +imiy?yY* =0

} = 0, — 0, +ieA,

Definiujemy operator sprzezenia tadunkowego i otrzymujemy:
W =Cy =iyt = R0, —ieA )Y +imy =0
Poréwnujac z oryginalnym réwnaniem ~*(0, +ieA, )Y +imyp =0 widaé, ze

spinor 1’ oplque antyczastke (ta sama masa i przemwny tadunek).
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Sprzezenie tadunkowe

Rozwazmy dzialanie operatora C' na funkcje falowa czastki swobodnej:

P =u e PTTEY oyl = Oy = iyt = iyPute i PTEY

*

000 i 1 py oy
o _ .1 0040 VETm 0 B —p= |
Ul =1 ! E+m p- =vVE+m| E-m | =

0¢00 Ftm 0

~i00 0 sk 1

A wiec mamy:

W= ulei(ﬁ-F—Et) < W _ Ule—i(fﬁF—Et)

W= u2ei(ﬁ-F—Et) < W = U2e—i(ﬁ-F—Et)

Drzialajac operatorem sprzezenia tadunkowego na spinory czastki uy i us
otrzymujemy spinory antyczastki vy i vs.
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