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Stany spinowe

W og6lnoéci spinory uq, ug, v1 i vo nie sa stanami wlasnymi opertora spinu S, :

1000
g_lz _1(02 0)_}(0—10 0)
2= 5z = = 0010

2 2\ 0 o, 2 0 0 0 1

Stanami wlasnymi operatora S, sa jedynie spinory czastek spoczywajacych
lub poruszajacych sie w kierunku osi z, tzn. p, = +|p:

1 0 0 Eiﬂ
0 1 Edl o
up = N| 45 , up =N 0 , =N EBW , vg =N 1
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Helicity

Do oznaczania stanéw chcemy wykorzystywaé tzw. dobre liczby kwantowe,
tzn. takie ktére komutuja z hamiltonianem.

Jednak [H,S5.]#0 ..ale.. [H,S-p]=0

Helicity nazywamy sktadowa spinu czastki wzdluz kierunku jej ruchu:

§. 5 Sy 1 <g.ﬁ 0 ) /’/
th = h= - = — .
7| 2p] 2p\ 0 o-p

W wyniku pomiaru sktadowej spinu czastki o spinie potéwkowym wzdtuz
dowolnej osi otrzymujemy dwie wartosci £1/2. Oznacza to, ze wartosciami
wlasnymi operatora helicity dla czastki o spinie poléwkowym jest +1/2:

%: +1/2 %1 = -1/2

“right-handed” “left-handed”
Szukamy rozwiazan r. Diraca, ktore sa jednoczes$nie stanami wlasnymi
tora helicit 1 (i :.) +1 1 (2 :,) 1
operatora helicity: — (X-p)ur = +zu — |2 -plu =—<u
p y 2% D) ur QU1 % pluy Ul

gdzie ut oraz u| sg prawo i lewo skr¢tnymi stanami helicity, a 1%’ jest
operatorem pedu czastki.
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Stany wtasne operatora helicity

Réwnanie wlasne ma postaé:

1 Eﬁ 0 uA uA
— I =A
2p 0 o-p ug uUp

Dla czastki poruszajacej sie w kierunku (6, ¢) mamy:

—

P = (psinf cos b, psinfsin ¢, pcos )

1, . 1 P> Pz —iDy 1 [ cosf sinfe '
G =, 7 = 5 (ot

D 2p \ Pz + 1Dy 0 2 \ sinfe cos

Zapisujac uy = (Z) lub up = (Z) otrzymujemy:

cosf sinfe )\ (a) _ o [ @
sinfe’® — cosf b))~ b

A wigc dla obu komponent u4 i up mamy:

b 2\ — cos@ei¢

a sin 6
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Stany wtasne operatora helicity

Dla prawoskretnych stanéw helicity mamy:
b 1-— coseew _ it sin (0/2)

a  sinf cos (0/2)
K1 cos (0/2)
cos (6/2) (ua\ | r1e??sin(0/2)
dar o uBy (e”’sin (g)) o= (uB) T | k2cos(6/2)
K2e'? sin (6/2)

Z r. Diraca mozemy takze znalez¢ wzgledna normalizacje stanéw ug i up:

G 7

(@ -Plua=(E+m)up = uB:E—I—muA:E—i—m

uA

cos (6/2)
e sin (0/2)

A wiee e E‘flm cos (6/2)

E‘JrL‘mei(Zs sin (6/2)
Podobnie mozna znalezé stany czastek o ujemnej skretnoéci oraz stany helicity

dla antyczastek (8@ = -8, h=—(Z-p)/2|p| = hor = —uvyp).
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Stany wtasne operatora helicity - podsumowanie

Czastki:

cos (0/2)
e’ sin (6/2)
up =N E‘_’ilm cos (0/2)

AZL % sin (6/2)

—sin (6/2)
e sin (0/2)
u =N E‘_ﬂn cos (0/2)

—g%ei‘i’ sin (6/2)

’UT:N

particles

u u
V V
h=+1/2 h=—-1/2

vE+m

Wstep do oddzialywan hadronéw

Dla wszystkich stanow N =
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Antyczastki:

UlZN

7L sin (6/2)

E+m

_Elpl e'?sin (/2)

—sin (6/2)
e'? cos (0/2)

Elim cos (0/2)

Elf_lm 9 sin (0/2)

cos (62)
e'?sin (0/2)

anti-particles

A% v
) )
/:=+1/2 2 h=—1/2
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Parzystos¢ wewnetrzna czastek Diraca

Operacja parzystoéci zdefiniowana jest jako odbicie wspodlrzednych
przestrzennych wzgledem poczatku uktadu:

=—x, yY=—y F=—z2 t=t
Rozwazmy spinor Diraca i (x,y, z, t) spelniajacy réwnanie Diraca:

.40 . 90 . 30 .00
2718_13/3}+1726_15+1738_1zp_mw:_1706_1§

Rozwazmy operator P =~0: ¢/ (a' ¢/, 2/, t') = Pi(x,y, z,t) = Y0 (x,y, 2, t)

/

Poniewaz (7°)? = 1 wiec ¥(z,y, 2,t) = %' (2,3, ', t') oraz:

. o’ i o’ ) ' . o
WWOa—i + 172708—:6 + w?’woa—i —my% = _wovoa_i
1,00Y 2,090¥' 5. 000" 009

. . . 0 ./ _ .

—V Y g T g~ my Y = iy 5
Korzystajac z faktu, ze 4° antykomutuje z v', ¥2, 3 oraz mnozac obustronnie
przez ~° otrzymujemy r. Diraca w nowych wspétrzednych:

OV 20U s OV 0 OV

. . r_ vY
0 T Gy T gy T = T Gy
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Parzystos¢ wewnetrzna

A wiec r. Diraca nie zmienia postaci przy transformacji parzystosci pod
warunkiem, ze spinory Diraca transformuja sie jak:

¥ — Py =+4%

Rozwiazania r. Diraca dla czastki / antyczastki w spoczynku maja postaé:

¢ _ ule—imt, w _ ,ul2e—imt7 ¢ _ ,Ule+imt7 w _ v2e+imt
gdzie
1 0 0 0
0 1 0 0
U1=N 0 s 'U;QZN 0 s ’U1—N 0 y "UQ—N 1
0 0 1 0
100 0\ /1 ) )
~ 01 0 O 0 Pu1=:|:u1 P”l)l::FUl
Puy =+ = tuy,... . N
v 00-1 0 0 U Puy = 2uy Puy = Fus
00 0 -1 0

A wiec antyczastka w spoczynku ma przeciwng parzysto$¢ wewnetrzna do
czastki w spoczynku.

Konwencja: czastki maja dodatnia parzystosé wewnetrzna (IAD = +40).
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Podsumowanie rownania Diraca

Sformulowanie relatywistycznej mechaniki kwantowej za pomoca liniowego r.
Diraca o0

Hy = (a-p'+ pm)i :ia
pozwala na opis czastek o spinie potéwkowym.

R. diraca mozna zapisa¢ w postaci
(170 —m)p =0
Wprowadzamy czterowektor pradu i spinor dotaczony:
=910 = gyt
R. Diraca wymaga istnienia dwoch rozwiazan o dodatniej energii i dwoch o
ujemne;j.
Interpretacja Feynmana-Stiickelberga: czastki o ujemnej energii poruszajace

sie wstecz w czasie odpowiadaja fizycznym czastkom o dodatniej energii
poruszajacym sie do przodu w czasie.

Operatory sprzezenia tadunkowego i parzystosci:

P — Cip = iyt ¢ — Py =~"%
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Elektrodynamika kwantowa (QED)

Rozwazmy oddzialywanie elektromagnetyczne miedzy elektronem i leptonem
tau zachodzace poprzez wymiane fotonu. Musimy uwzglednié¢ spin elektronu i
tau oraz spin (polaryzacje) wirtualnego fotonu.

R. Diraca dla czastek oddzialujacych elektromagnetycznie przyjmuje postac:
YO +igy Ay +imp =0
Mnozac od lewej przez i7° otrzymujemy (A4, = (¢, — ) oraz 0, = (0o, +V))

iy’ (;f Hy = (4°m —iy°7 - V)i + 47°7" A

Energia potencjalna naladowanej czastki o spinie potéwkowym w polu
elektromagnetycznym dana jest wiec przez:

Vb = a7 A,

W przypadku oddzialywania czastek bezspinowych element macierzowy ma
postaé:

<%|V|%> _1 (wlvlw
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QED: rozpraszanie elektron-tau

Element macierzowy rozpraszania elektron-tau ma postac:

M = [uf(p3)ger v ue(p1)] [ul (p4) @77 ur (p2)]

A
Uwzglednienie wszystkich polaryzacji wirtualnego fotonu daje

P = g
A

Korzystajac z definicji spinora dolgczonego 1) = wT'yO otrzymujemy:

_ -9 _

M = [tie(p3)gey" ue(p1)] q;y [ir (pa) gy ur (p2)]
e P 2
Definiujac L. niezmiennicze prady: H €

J& = te(ps)ger uc(p1),  J7 = Ur(pa)g-7"ur(p2)

p2 D4
widaé, ze element macierzowy jest tez niezminniczy: T v T
JeJ
M = —qeqr qu -
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Reguty Feynmana w QED

Element macierzowy (—iM) jesli iloczynem nastepujacych czynnikéw:

> propagator dla kazdej linii wewnetrznej, e* y w
» spinor Diraca dla kazdej linii zewnetrznej, >/V\/\<
» czynnik wierzchotka dla kazdego wierzcholka. e~ w

Linie zewnetrzne:

e spin 1/2: czastka wchodzaca u(p) —
czastka wychodzaca u(p) —>—
antyczastka wchodzaca v(p) —<—e
antyczastka wychodzaca v(p) —<—

e spin 1: foton wchodzacy el (p) ANN
foton wychodzacy et(p)r o

Linie wewnetrzne (propagatory): Ciguv y

e spin 1: foton 7> NNNs

e spin 1/2: fermion _ iV qu+m) -

7 —m?

Czynnik wierzchotka (ladunek —le]):
e spin 1/2: fermion - eyt
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Reguty Feynmana w QED - przyktady

» Rozpraszanie e "7~ — e 7 :

P1 p3 _ .
_ Dl P3 e - Ue ey |Ue
e, Mo A e merlu)

—i
e
P2 n ” i q
T_ \% T_ —/7/5\>\ _ — .y
T T tr(pa)liey”Juz(p2)

M = [0 (p3)ie e p)] s )iey e )]

» Anihilacja ete”™ — putp:
+ +
e ~ p4/ Q

b = [F(p2)ier u(pr)] ‘;gz“” [@(ps)iey v(ps)]

Uwagi:

- w kazdym wierzchotku najpierw piszemy spinor dotaczony,
- kazdy wierzchotek ma inny index,

- guv taczy indeksy obu wierzchotkéw.
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Obliczanie przekrojow czynnych w QED

® Narysowa¢ wszystkie mozliwe diagramy Feynmana dla danego procesu.

Np. dla procesu e™e™ — ™ istnieje jeden diagram najnizszego rzedu (LO):

e* ur
I 2
M x e* X Qe
e~ T

oraz wiele diagramow druglego rzedu (NLO) i wyzszych rzedow:

>’V‘©\’\< M . Mt xaZ,

® Dla kazdego diagramu obliczy¢ element macierzowy stosujac reguty
Feynmana.

® Dodac elementy macierzowe i podnies¢ modul do kwadratu:
| M2 = (My + My + Mg + ..) (M} + M3 + M +...)
@ Obliczy¢ czesto$é rozpadu / przekrdj czynny stosujac znane formuly, np.:
p* 9 do 1 |Pfl 5 do 1 5
= ——— [ |My;|*dQ, — ; — = —|My
3272m32 /' sil dQ* ~ 64n2s [P 7 Ml a0~ oanz M
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Anihilacja elektron - pozyton

Rozwazamy proces e e — putp~ w CMS:

plz(E70707p) p2:(E70703_p) e > <
p3:(E7ﬁf) p4:(E7_ﬁf) A
W najnizszym rzedzie (LO) mamy: w
. +
g e

—iM = [o(p2)iey"u(p1)] P [U(p3)iey"v(pa)]

do 1|y

dQ  64n2s |p;]

Korzystajac z definicji czterowektora pradu j* = 1)y"1) element macierzowy
mozna zapisa¢ w postaci jawnie niezmienniczej:

o2 02 o2

M= —— g [0(p2)7y" ulpy)] (s )70 ()] = =g (e)" (7)== Je

|Mfi|2> s=(p1+p)?=4E"=¢ e"

Jedli elektrony i pozytony nie sa spolaryzowane, to mamy réwne liczby
ujemnych i dodatnich stanéw helicity.

W stanie poczatkowym mozliwe sa cztery kombinacje spinéw:

ei <Le+ e—— «—¢€

RL RR LL LR

Podobnie w stanie koncowym mamy cztery mozliwe kombinacje helicity.
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Spin w anihilacji ete”

Daje to w sumie 16 mozliwych kombinacji, np. RL — RR, RL — RL, ...

W rezultacie element macierzowy nalezy wysumowaé¢ po wszystkich 16
mozliwych stanach helicity oraz usredni¢ po stanach poczatkowych:
<|M|2> = iz |Mz|2 = }1 (|MLL—>LL|2 + |MLL—>LR|2 + )
Uwaga: W granicy E > m,, tylko cztery kombinacje stanéw helicity daja
niezerowe elementy macierzowe.

W ukladzie CMS w granicy F > m mamy:

p1 = (E,0,0,E), P2 = (E,0,0,—E) yl’l’
ps = (E,Esinb, 0, Ecos0) e- n. 0) et

P2
ps = (E,—Esin6,0,—FE cosf) +A

7]

S

0 0 " o
ers erc __1pl__ie Pl ig
up=N| o . |,u =N 7y |y =N 7B v = N| Bem® 8
E+m E+m —S C
[Pl Lio _ 1Bl io i i
E+me 3 E+me < erc €"s
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Spin w anihilacji ete”

W granicy F > m mamy:

c —s s c
i} i} i} i}
se ce —ce se
uTsz 'LLL:\/E ’UT= E vl:vE
c s —s c
set? —ce? cet® se'®

W stanie poczatkowym elektron (6 = 0) oraz pozyton (6 = 7) moga by¢ lewo
lub prawoskretne:

1 0 1 0
0 1 0 1
up(p1)=vVE 1 uy(p1)=VE 0 vt (p2)=VE 1 v (p2)=VE 0
0 -1 0 1

W stanie koficowym (wybierajac ¢ = 0 dla u~ oraz ¢ = 7 dla ) mamy:

—S S

up (ps)=VE uy(p3)=VE Z vp(pa) \/E( vy (pa)=VE ¢

S

—C, —C

L I e T N o

] o s s
H+¢=@” u*/ +/ / W/

2 =
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