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*  Zaawansowane zagadnienia z zakresu metody elementow
skofczonych

. Rozwiazanie stacjonarnych i niestacjonarnych zadan, w ktorych
niewiadoma jest funkcja skalarna

*  Rozwiazanie zadan, w ktérych niewiadoma jest funkcja wektorowa

*  Problemy z ograniczeniami, niesci§liwo$¢, metoda mnoznika Lagrange’a,
funkcji kary i metoda mieszana

. Metody adaptacyjne — metody h, p i hp

*  Podstawy rachunku wariacyjnego, metoda Galerkina
*  Metoda elementéw brzegowych (BEM)
*  Metoda automatow komurkowych

*  Opracowanie programu do symulacji proceséw odksztalcenia
materialow za pomoca MES
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Gtowna koncepcja metody elementéw skonczonych

Glowna idea MES polega na tym, ze dowolna ciagla warto$¢ (np.
temperaturg) mozna zamieni¢ na model dyskretny.

Model ten jest oparty na ograniczonej ilosci weztow, ktore tworza
ograniczong ilo$¢ elementow skoficzonych
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Algorytm MES

1. W rozpatrywanym oSrodku bierzemy pod uwage ograniczona ilo$¢ punktow
(weztow).

2. Wartosci temperatury (lub innej funkcji) w kazdym wezle definiujemy jako
parametr, ktory musimy wyznaczy¢.

3. Strefa wyznaczenia temperatury dzieli si¢ na ograniczona ilo$¢ pod-stref, ktore
nazywamy elementami skoiczonymi.

4. Temperatur¢ aproksymuje si¢ na kazdym elemencie za pomoca wielomianu,
ktoéry wyznaczony jest za pomoca weztowych warto$ci temperatury. Wyznacza
si¢ go w taki sposob, aby zachowaé warunek ciaglosci temperatury na granicach
elementow.

5. Weztowe warto$ci temperatury musza by¢ dobrane w taki sposdb, aby zapewnic
najlepsze do rzeczywistego przyblizenie pola temperatury. Taki dobor
wykonywany jest za pomoca minimalizacji funkcjonalu, ktéry odpowiada
rézniczkowemu réwnaniu przewodzenia ciepla.
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Wazniejsze zalety MES w poréwnaniu do innych metod

1. Wtlasno$ci materiatu elementdéw niekoniecznie musza by¢ jednakowe. To daje
mozliwo$¢ wykorzystania MES do materiatéw wielofazowych, jak rowniez do
materiatow, ktoérych wlasnosci sa funkcja temperatury.

2. Osrodek o skomplikowanym ksztatcie moze by¢ zaproksymowana z duza
doktadnoscia za pomoca elementow krzywoliniowych.

3.  Wymiary elementow moga by¢ objetosciowo rézne. To daje mozliwosé
powigkszania lub zmniejszania wymiaréw elementéw w pewnych strefach

rozpatrywanej objgtosci.

4. Zapomoca MES mozna uwzglgdnia¢ nieliniowe warunki brzegowe.
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Dyskretyzacja osrodka

Glowna koncepcja MES
moze by¢ pokazana na
jednowymiarowym
przykladzie tx)
aproksymacji ciagtego
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pola temperatury w
precie

] —X

o

x=L

— -

Rozktad temperatury w jednowymiarowym precie

Dyskretyzacja osrodka jednowymiarowego

L] - . - [] X -
1 2 3 3 5
Rozpatrzmy ciagly t,
rozklad temperatury t(x)
na odcinku 0L wzdhiz &
osi X analizujac pigc L,
weztowych punktow na L, ¢
odcinku 0L T T‘
L) . ) . .
1 2 3 4 5

Punkty weztowe (a) 1 ewentualni
wartosci t(x) (b).
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Rozdzielenie osrodka na elementy
t

*Rozdzielenie osrodka OL na \[

f
2
I
elementy mozna wykonac na rézne h“""‘-’ -L_______i, f, ;
sposoby. —

*Na przyktad mozna wykorzystaé¢ T
dwa sasiednie wezty.

-
-
1
L

*Wtedy otrzymamy cztery
elementy, lub rozdzieli¢ strefg na
dwa elementy, z ktorych kazdy
zawiera trzy wezty.

[ —
F] & a ¥ d 5
Podziat osrodka na elementy pierwszego
(a) i drugiego (b) stopnia.

—_
Pl
-

Aproksymacja pola temperatury

Wielomian aproksymujacy wyznaczamy na
podstawie warto$ci temperatury w weztach
elementu.

W przypadku rozdzielenia rozpatrywanej
strefy na cztery elementy, kazdy element
zawiera dwa wezly i funkcja
aproksymujaca bedzie liniowa wzglgdem
osi X.

Inny sposob rozdzielenia strefy na dwa
elementy z 3 weztami powoduje
wykorzystanie wielomianu
aproksymujacego drugiego stopnia.

W tym przypadku ostatecznym wariantem
aproksymacji bedzie siatka z dwoch . . . e ¥
elementow skonczonych drugiego stopniu.

Aproksymacja pola temperatury
przez funkcjg liniowa i kwadratowa
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Dyskretyzacja osrodka dwuwymiarowego

Przy opracowaniu dwu- lub
trzywymiarowego modelu dyskretnego
temperatury glowna koncepcje MES
wykorzystuje si¢ w sposdb analogiczny.

Funkcje elementéw dla zadania
dwuwymiarowego pokazane sa na
rysunku.

Element jednowymiarowy

Jednowymiarowy simpleks-element jest to prosty

odcinek o dtugosei L. Oznaczmy wezty literami i, j,

weztowe wartosci temperatur — przez ¢; i L odpowiednie. t

Funkcja aproksymujaca dla tego elementu ma postac: t

t=a,+a,X

Wspotczynniki a, i @, mozna wyznaczy¢ za pomoca L
warunkow w punktach weztowych:

t=t, przy X =X, ! X X
t=t, przy X =X,

Te warunki powoduja nastgpujacy uktad rownan:
t, =a, +a,X, }

t,=a,+a,X,

rozwiazanie ktorych daje: a=—"—"""— a, =
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Funkcji ksztattu elementu jednowymiarowego

- tX, —t,X, N
B L L
X, -X X-X
t= o+ —— |
L L )/

Funkcje liniowe od X nazywa si¢ funkcjami
ksztattu.

Oznaczymy ty funkcji przez N.

Kazda funkcja ksztattu powinna miecz dolny
indeks dla identyfikacji wezta, do ktorego ona
naleze.

t=Nt,+Nt =[Nt}

{t}z{;} Vl=v. |

J
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x:. _x..j n
N ]
[ X-x
1 -
0

Wykresy funkeji ksztattu N, i N,

Ogdlne wlasciwosci funkcji ksztaltu

Zaréwno funkcje ksztattu, otrzymane powyzej dla dwdch typow elementow, jak i funkcje
ksztattu dowolnego elementu skonczonego maja nastgpujace wspdlne wlasnosci:

1. Suma funkcji ksztattu elementu w jego dowolnym punkcie roéwna jest jeden.
Dla elementu jednowymiarowego ta wlasciwo$¢é mozna przedstawi¢ w postaci ogdlne;j:
X-X x-x, X-X, L

N,+N,=— + : 1
! L L L L

Otrzymany wynik nie zalezy od X, dlatego ten warunek spetniony jest dla wszystkich punktéw elementu.

2. Dowolna funkcja ksztattu réwna jeden w odpowiednim jej wezle i rowna zeru w

pozostatych weztach tego elementu. Dla elementu jednowymiarowego ta wlasnos$é jest

oczywista. Na przyklad, dla wezta i mamy

v XX XX L
' L L L

3. Na granicach pomigdzy elementami funkcji ksztattu sa ciagtle.
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Element dwuwymiarowy

Simpleks-element dwuwymiarowy —
jest to trojkat z trzema weztami dla
aproksymacji pola temperatury (lub
innej funkcji)

Rozpatrzmy numeracjg weztow w
kierunku przeciwnym do strzatki
zegara i oznaczymy je jako i, j, k.

Ay

D

b X

=

Kolejnos$¢ numeracji weztow w
simpleks- elemencie
dwuwymiarowym
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Funkcji ksztattu elementu dwuwymiarowego

Warto$ci wspotczynnikow o, o, a;
otrzymamy wychodzac z warunkow w t U t—o+aX+ay
weztach elementu: t=tN, +t{,N,+t,N,

t} tk
przy X=X, Y=Y t=t,=t =a+a,X, +a}, r/
prey X=X, Y=Y, t=t,=>t,=a,+a,X,+aY, Y
przy X =X, Y=Y, t=t,=>t =a,+a,X, +aY, 3

J
Nastgpnie po rozwiazaniu uktadu rownan X P

otrzymamy wzory dla @, a,i a;: Schemat do wyznaczenia funkeji ksztattu w

simpleks- elemencie dwuwymiarowym

‘Zl:zilA[(X/YA7XAY/)r+(XAY»7X:}/I.}r+(XrY/7X/Yl>A] 1 X v
PN A T A 2= X, Y= XY A XY XY XY XY, X},
LX

1
a3 :ﬁ[(Xk ’X/}l +(x, ’Xk)l/ *(X/ ’Xr)'k]
gdzie: A —pole elementu skonczonego
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Funkcji ksztattu elementu dwuwymiarowego Zadanie. Okresli¢ wartos¢ temperatury w zadanym punkcie b
r r t; tb tl' X
¢:¢iNi+¢ij+¢ka:{N} {¢)} t:tiNi+thj+tka:{N} {t} 3 b 7
Schemat do zadania 1.

a,=XY, - XY, t=110°C, t; =230 °C, X, =4 mm

N.:i(a.+b.X+c.Y) b, =Y, -7, @ ? o=a;+ X+ aY . . N(b)zﬂzﬂzo_ﬁ;

P\t i B P=9¢N, +o,N, +9.N, Rozwigzanie: ' X -X, 7-3
c, =X, — Xj j i
@ %
S XY - XY ) Obliczenie funkcji ksztattu w punkcie b: N® = X, =X, — 4-3 —025

a; = A t; — X0y J X/.—X[ 7-3 o

N/.:i(a/+b/.X+c/_Y) b =Y, =Y, y 51
¢, =X -X, i N, +N,;=075+025=

j Kontrola wartosci funkcji ksztattu:
1 a, =XY -XY x K
Ve = ﬂ(ak thX+e ) bo=Y oY, Wartosé temperatury w punkcie b: t, =t,N, +1,N, =110-0.75+230-0.25 = 82.5 + 57.5 = 140 °C

o =X,-X
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Zadanie e$li¢ wartos¢ naprezenia w zadan unkcie e$li¢ warto$¢ naprezenia w zadan unkcie
Zadanie  (Okre$l rt pre danym punkcie B Okresl rt pre danym punkcie B
c; =40 MPa
X;=0 mm oc=0,N,+0,N,+o,N, c G bXor
Y,= 0 mm : 2=l X, Y|=XY+XY +XY,-XY-XY -XY, =19
4 =XY,-X,Y,=4.5-2.05=19 G 0, R
= /)
Gj=34MPa b=Y -, =05-5=-45 | ;
X;=4 mm v ya s N, =—(a,+bX+c¥)=—~
Y,=0.5mm 6 =X X, =2-4=- y 24 19 T (B) ) _
- | ; oy=0,N, " +0o,N, " +o, N, =
o =46 MPa | ¢~ Xim XY =2:0-0:5=0 d N, =—(a,+bX +c,¥)="- 7 7 5
k _ s 0= ; 24 19 =40+ 34+46=394
Xo=2mm | b=Y—%=5-0-5 j T190 197 g 0T
Y =S mm ¢ =X~ X, =0-2=-2 X k N, =i(ak+ka+ckY):i
24 1
Xz=2 mm
XY -XY=0-05-4-0=0
Y,=1.5 mm G =2y = AN
b =Y,~Y,=0-05=-0.5 7 7 5
GB=? g =X,-X,=4-0=4 Ni+Nj+Nk:6+E+E:
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Rozwiazanie zadan, w ktorych niewiadoma jest
funkcja skalarna

Przyptyw ciepta w stanie ustalonym

Niestacjonarny przeplyw ciepta

Dyfuz;ji sktadnika w ciatach statych

Dyfuzja w czasie krzepnigcia materiatdéw dwutazowych
Przyplyw ciepta w czasie krzepnigcia materiatow

20 o) v o)

u — stezenie (dyfuzja), wilgotnosé¢ (zw. w atmosferze),|temperatura |..

e R

Nk
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Symulacja ustalonych procesow cieplnych za
pomoca MES

Zjawiska cieplne zachodzace w stanie ustalonym opisuje rownanie Furiera w postaci:
é[kx(t)g) 9k (0 +ﬁ[k (0 af) [Q cpZ j 0
ox\ " ox) oyl T oy) oz oz or

k - anizotropowe wspotczynniki przewodzenia ciepta (W/mK) w zaleznosci od temperatury t (K),
Q - predkos¢ generowania ciepta (W/m?)

Zadanie rozwigzania rownania Furiera sprowadza si¢ do poszukiwania minimum takiego funkcjonatu, dla

ktérego rownanie Furiera jest rownaniem Eulera. Wedhug rachunku wariacyjnego funkcjonat taki bedzie
mial postac:

) oo
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Warunki brzegowe

Funkcja t(x,y,z) musi spetnia¢ okreslone warunki brzegowe na powierzchni metalu:

| - na powierzchni metalu zadana jest temperatura t; |

- na powierzchni metalu zadany jest strumien cieplny q wedlug prawa konwekcji:

ot ot ot
k(l)[ax a, +5% +8zazJ =a,,,(t-1,)

Olyony - WSPOtczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta (W/m? K);

- na powierzchni metalu zadany jest strumien cieplny q wedlug prawa wymiany
radiacyjnej:

ot
k(t)[aax *5% +a*azj :Um,z(f4 *ti)

G,4q - WSpOtczynnik wymiany ciepta przez radiacje (W/m?K*).
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Warunki brzegowe w funkcjonale

Bezposrednie wprowadzenie warunkow brzegowych do funkcjonatu nie jest
mozliwe. W praktyce narzuca si¢ ten warunek poprzez dodanie do funkcjonatu
catki w postaci:

J'%(z—tw)zdS+_[qzdS
N

N
gdzie: S — powierzchnia na ktérej zadane sa warunki brzegowe.

W rezultacie otrzymujemy:

J= j{k(zt)[(axj +[§;]2+(Zj] Qt}dVJrJ. -t dS+_|'qtdS
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Symulacja ustalonych proceséw cieplnych za
pomoca MES. Ogo6lne zasady.

Zjawiska cieplne zachodzace w stanie ustalonym opisuje rownanie Furiera w postaci:
KR PAATIANCE PRATEA IR k_(t)@)w ~o
Ox ox) oyl " oy) oz\ T oz

Zadanie rozwigzania rownania Furiera sprowadza si¢ do poszukiwania minimum
funkcjonatu:

2
J= I 10} ( ] + ot +(8t) -0t |dV
Ox oy 0z
Wprowadzenie warunkow brzegowych:

_I{k;t){[ax) +(Z;Jz+[z)j Qt}dhj (-1, ds+thds

Dyskretyzacja przedstawionego problemu

Dyskretyzacja przedstawionego problemu polega na podzieleniu rozpatrywanej strefy na
elementy i przedstawieniu temperatury wewnatrz elementu jako funkcji wartosci wgztowych
zgodnie z zaleznoscia:

tziN,.t[ =NV i =[N]e) Z=§({N}T{f})={ag}y{t}
Wprowadzajac zaleznoéci ti dt/dx do funkcjonatu otrzymanmy:
=112 {2 ) o {22 ] (2 v

+f%( {t)=1, ] ds+ [q{NY {t)as
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Minimalizacja funkcjonatu

Minimalizacja funkcjonatu sprowadza si¢ do obliczenia pochodnych czastkowych tego
funkcjonatu wzglgdem wartosci wegztowych temperatury, ze w rezultacie prowadzi do
nastepujacego uktadu rownan:

o ([, (ot el [on) o))", [olwh foth . i
a{r},f{k“{{ax}{ax} AR AR ]{t}‘Q{N}}”’“!“({N} U
Ten uktad rownan zapisany w postaci macierzowej ma postac:

[1]e}+{P}=0
fof L) N () s

{P}=—[a{N}t,ds [ OiN}av + [q{N}ds

N

Minimalizacja funkcjonalu moze by¢ rowniez wykonana przez bezposredni dobor weztowych
warto$ci temperatury.

Rozwiazanie zadania wyznaczenia temperatury w precie w oparciu
0 otrzymane rozwiazanie ogdlne

[H]= I k{ oV }}{%}Tﬂu ! a{NYNYds

o[
{N}_{N,} xfx [H]=k _12 {_% i}SL+a{N:}{NI NS
Wy =1, N/}:{x/;x x;x‘} -
1
Carl- ; =i ¢ 4 ragel T P s
L T
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Lo sk s
o _ | L®? LY gy _| L LY
e e T N i Bt 1 oy [
T2 02 ITONETOY ] N )T NV oy N lolNTE xox
FIS; L v {N}{N} Lot ey { =
J 1
i L
1 1
T2 N.N. N.N.
(1] =k 102 107 |gy@ 4 ) VN NN | o LS X X . N, 1 qS
R NN, NN, {P} =g =qi (5=
@2 pon ' N N; 0 0

S

N
Sk Sk Sk Sk
> oo = o N, 0 0
)y | 1@ @) [0 0] | @ @ @ _ il _ _
SER I sl sl 2]

N2 T @
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Rozbudowa globalnej macierzy Sk Sk
o LY 0 0 0
[H]:[H](1)+[H](2) = _ Sk Sk ol+lo Sk _ Sk -
L(l) L(l) L(2) L(Z)
S [17] T D 0 0 0 Sk Sk
[H]:Z[H] L0 @ o Sk Sk
e=1 L( ) L(Z)
Sk Sk
Przystgpujac do budowy macierzy sztywnosci dla calego osrodka nalezy w pierwszej F —F 0
kolejnosci zmieni¢ indeksy elementdéw matryc zgodnie z danymi o numerach stopni Sk 1 | Sk
swobody catego osrodka. Na przyklad, dla elementu numer 2 informacja taka zakodowana == Sk((l) + (2)) -~
jest w macierzy: L L L L
Sk Sk
0 - ﬁ ﬁ +aS
1 2
1 2,2 2,3
2 13,2 [4.4 qS 0 qs .
{PI={P" +{Pf7 =00 tre 0 =1 0 S
0 -at, S -at,S
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Symulacja niestacjonarnych procesow cieplnych
za pomoca MES. Ogo6lne zasady.

Rownanie Furiera dla procesu niestacjonarnego ma postac:

Eic(kx(t)gi)+;}[ky(t);t}}+ § [kz(t) ? j

+

ot
_ =0
[Q Cep P afj

o

W okre$lonej chwili czasu pochodne temperatury moga by¢ traktowane jako funkcje tylko
wspohrzgdnych x,y,z. Wtedy rozwiazanie rownania Furiera jest prowadzone analogicznie jak dla
procesu stacjonarnego przyjmujac cale wyrazenie w nawiasie jako parametr Q.

=N it}

, ot 0
0'=0-c,p—= Q—cef,-pg{t}{N I3
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Matryca uktadu r6wnani MES:

1= k(z)[{ag: e, | 521;}}{%”}7 +{‘92’ZV}}{6;12V}}7]W+ Jejivy'as.

{Py=—[ iV}t ds [ OiN}aV + [ g{N}ds
0'=0-c,p o=

2 vy

—c.
© ‘ﬁpar

(1]} + €12 e} + Py =0

[c]= [V}, iV} av
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Uwzglednienie czasu

W ogdlnym przypadku wartosci temperatury w weztach {t} zaleza od czasu. Przyjmujac, ze
wektor {t,} reprezentuje temperatury wezlowe w chwili 1=0, to w przedziale czasu At
wektor ten bedzie wyznaczony réwnaniem:

o]

W tym réwnaniu {Ny} i {N,} sa funkcjami ksztattu zaleznymi od czasu. Przyjmujac, Ze dla
matych przedzialow At zalezno$¢ temperatur weztowych od czasu jest liniowa, funkcje
ksztaltu przyjma postaé:

AT—7

" (2 ol

AT

N, =

1
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17}y« [e 1=+ Py =0 )

Rt 1 i

Mozliwe kilku wariantéw rozwigzania uktadu rownani (1) przy interpolacji (2) w
zalezno$ci od tego, w jakiej moment czasu bgdziemy rozpatrywac wektor {t} we wzorze
(1) przy matryce [H].

1. Jezeli przyjmujemy, ze {t}={t,} , to wzor (1) moze by¢ zapisany nastepujaco:

e elepetel s o

AT




e L R
= rrmen B ias w Bares
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(11 )i+ [}ty Py =0 )

e 1 L 1 el

2. Jezeli przyjmujemy, ze {t}={t,} , wzor (1) moze by¢ zapisany nastgpujaco:

e+ el ol o

AT

Wtedy mamy nie jawny schemat wyznaczenia temperatury {t, }:

([H]+[ACT]){¢1 }_([C]j{fo]ﬁ Pl=0

AT
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(11 )i+ [}ty Py =0 )
t 0 | {to} {to} L=
-l ’ZJZH{Q}}-;{-U}{{a}}-{ e

3. Kolejny mozliwy schemat traktuje temperaturg {t}, jaka wchodzi do (5.2), jako $rednie miedzy
temperaturg w moment t=0 i i w moment T=At : 1
=L )

1

Py =2 (Ri+{R))

1)+ e lert=ted oy 2o

[[H]+%?j{t‘}+([H]_%\J{to}+Z{P}* o
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4. Uwzglednienie czasu rowniez mozliwe jest za pomoca metody wazonych residuum.
Poniewaz wektor temperatur {t,} weztowych jest znany, dla przeprowadzenia calkowania
réwnania (2) wzgledem czasu nalezy wprowadzi¢ tylko jedna wazona rezydualna (N,)

zgodnie z zaleznoscia:
D[l e} eoe -0

O SR < L e
e a5z gt St beinpens

Otrzymane wyrazenie jest uktadem liniowych rownan algebraicznych pozwalajacych obliczy¢
wartosci temperatur weztowych {t;} po czasie At przy zadanych temperaturach {t;} w chwili t=0

Rl i PR

= rermaes Trosinsw Giarven m
Milenin Andrzej, 2009
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Zagadnienie wyznaczenia nieustalonego pola
temperatury we wsadzie o przekroju okragtym

| B "
HRARER

. . Schemat obliczeniowy do
Pole temperaturowe we wsadzie o przekroju .
\rachvm wyznaczenia nieustalonego pola
oxragiym. temperatury we wsadzie o przekroju
okraglym.
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Proces minimalizacji funkcjonatu dla jednego
elementu

J= j ( jdV jdeV+j a(t—t,)*dS

Temperatura wewnatrz elementoéw zdefiniowana jest nastgpnym wzorom

v, —r r—r.
=Nt +N;t, =—"—1t, +—"t,
Ar Ar

t={efvy’
{N} — funkcji ksztaltu weztow, ;i ¢, — temperatury w wezlach rozpatrywanego

elementu.
ot ON, ON,
— =1t + t.

Milenin Andrzej, 2009

Rozpatrzmy rozwiazanie tego problemu w oparciu o otrzymane ogoélne rozwigzanie

(11 o)1+ 1710

dV =2mrLdr

j S =2m, L

J{rdr = i r,w,det J :ﬂi (rp
7 p=1 2 p=1

Wyznaczymy pochodna temperatury wzgledem 7: ’
or or or "’

v,)

Rl i PR
rrmrmies B pian s Bares

L L LT
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R
Ar
E R I
Ar
[C]= [ pe{v N}TdV=j2;szc NYNY rdr 2;szcj{ }N N, frdr =

NN, NN, }]

NN, NN,
=27 dr = 7l pcA
pcj{NN NN}” ”pcrz{ {NiNj NN,

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II'
AGE

in Andrzej, 2009

T
[1]= _[k{a{N }H@{N }} av + [afn iy ds =
5 Ox ox S
1
N.N. N,N.
_jank A {—i i}rdwznm =
LIl A ar NN, NN,
Ar
L
=27Lk Ar? Ar? err+27zLa{0 O}r =
D S S 0 1™
L Ar? Ar? |
F -
N2 a2 A 00
=27lk _Ai j 21,2::‘(r”w”)+2ﬂia{0 l}rmax:
Ar Ar?
1 1
=7k oA i(rw )+27rLa 00 r
IR S S e 0 1™
Ar  Ar
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N, N, 0
—J.(Z l' dS = _27[erax © = _2ﬂerax © t K, K K Ar
S N, Nj 1 {;H: 1 12:|+{ 1}20 Z w, + Cp ZN‘.ZVPWP

K21 KZZ F}

[[H] ”j{ }—[[C]]{xo}+{p}:o K]z——jz]p : Cﬁ”zwrw

AT AT 7

A
o LA WA 0 WA

= p=l

| k & A
k(1 1] 0 0 poAr NN, NN, Rk K=o 2w, + 2 ’szjrpwp+zmmax
— Z(rw )+2a Vax T Z row {t1} LG i el L o L " pm
Ar|-1 1 [55°7° 0 1 At P "|N,N; NN,
_| peAr & N;N; NN, B 0 _ x __ : - F = S Nitig+ N t;o )Nir,w,
Az ,DCAF;[”pr{NiNj N;N; ol =2rtac 1 -0 L I - i At ”Z‘:( ot

" Ar &
R, e e
=
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Uktad réwnan dla catego osrodka Miejsce komponentdow macierzy elementu
W celu otrzymania uktadu rownan dla catego osrodka nalezy dodawaé do
elementow globalnej macierzy odpowiednie elementy lokalnej macierzy 1.2 3 456789 r
wszystkich element('):v: ) 2 n@ﬂ e—e—=e ;max
IK]- ;[K](e) )= ;{F}m Dla o$rodka przedstawianego na rys miejsce komponentdéw macierzy

: . . . , _ . elementu trzeciego pokazano w tabele
Przystgpujac do budowy macierzy sztywnosci dla calego osrodka nalezy w pierwszej kolejnosci

zmieni¢ indeksy zgodnie z numeracja o numerach stopni swobody catego osrodka. W tym celu 1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |&
konieczna jest informacja o numerach punktow weztowych, przylegajacych do kazdego z
elementow. Dla elementu numer trzy informacja taka zakodowana jest w macierzy:

i "y

1 2 3 4 5 67 8 9 r

o HQ nnnnn =, 1 3,3]3.4
0 12 rmax 4,3 (4,4

B

kel Nwall R o) LN N LIV B O P

Schemat podziatlu na elementy ilustrujacy globalnag i lokalng numeracjg weztow
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Zadania praktyczne

Obliczy¢ globalna macierz uktadu rownan dla siatki elementow, pokazanej na rys. za pomoca
programu TEMP1d.

1 2 3 45678 9 r
s MOBSS mae
P = 0.08 m;
Ar=0.01 m;
AT=350g
¢ =700 J/(kg*K); Dla pierwszego elementu
£=7800 kg/m>; macierz H rowna jest:
k=23 W/mK; 1 7
& =30 e I T |2864 |-2136
t=100°C, 7 [2136]35.92
1, =200°C.
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Miejsce komponentow macierzy elementu

pierwszego
m 5 67 8 9 r
o ole 5o o o006 =L
W Fmax
1 2 3 |4 5 o T |8 |9 1 3
Hes |2l
AR 1 |28.64 |-21.36

(]

-21.36| 35.92

WO | - Oh| G| | Gk | k|
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Miejsce komponentéw macierzy elementu

drugiego
1@{ 567 8 9 r
“““““““““ e
ow I'max
N S S R - O 7 >
T @6 |11
E ETETY Frasrs 1 9320 |-64.08

:
¢
8

35.91

6408 | 3591

- o) Um| |

L1 ]
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Macierz globalna

1 1 3 4 5 3 7 5 %
(3564 | 2036
2136 | 11912 | 6408

6408 | 19568 | 10680

-106.50 | 3736 | -149.51
-14952 | 31GAF | 1924

~3MG | TTLTE | 27T AR
-ATTGE | J0354 | -3P0.40
X300 | 38384

-.e-u-a-ml.-.nuu—n—-l
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Przyktad opracowania oprogramowania i
obliczen

Rozpatrywane w poprzednim rozdziale zadanie przedstawione jest ponizej w postaci
oprogramowania TEMP1d, napisanej w jezyku FORTRAN 90. Program glowny stuzy jedynie do
wcezytywania danych do obliczen z pliku DatalnpTemp1d.txt. Wezytywane sa nastgpujace dane:

Rmin - promien minimalny wsadu, m

Rmax - promiefi maksymalny wsadu, m

AlfaAir - wspotczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta (W/m2 C)
TempBegin - temperatura poczatkowa, C

TempAir - temperatura srodowiska, C

TauMax - czas procesu, s

C - efektywne ciepto whasciwe, J/(kgC)

K - wspotczynnik przewodzenia ciepta, W/(mC)

Ro - gestosé metalu, kg/(m?).

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II et b e
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Dane do obliczen testowych

Dane do obliczen testowych z pliku DatalnpTemp1d.txt przedstawiony sa ponizej:

sk 3k sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk skl stk sk sk sk stk skesk sk skok stk skesk sk stk stk skosk sk stk skl sk skok skokoskosk sk stk kol sk skok skokokokokskokoskokok ok skokk
0.0 Rmin, m

0.05 Rmax , m

300 AlfaAir, W/m2 K;

100 TempBegin C;

1200 TempAir C;

700 CJ/(kg*E);

7800 Ro kg/(m3);

25 K W/(mE)

1800 TauMax s;

sk sk stk sk kok ok steskosk skok ok steskosk ko ok steskosk skok ok steskosk skok ok seskoskoskok ko

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' e B e PR
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H

do ie =1, ne
r(1) = vrtxCoordX(ie);
r(2) = vrtxCoordX(ie+1);
TempTau(1) = vrtxTemp(ie);
TempTau(2) = vrtxTemp(ie+1);
dR = r(2)-r(1);

Alfa=0;
if (ile==ne) Alfa = AlfaAir;

Rp = N1(ip)*r(1) + N2(ip)*r(2);

TpTau = N1(ip)*TempTau(1) + N2(ip)*TempTau(2);
! Obliczenie macierzy lokalnej
H(1,1) = H(1,1) + K*Rp*W(ip)/dR + 2*C*Ro*dR*Rp*W(ip)*N1(ip)**2 /dTau;
H(1,2) = H(1,2) - K**Rp*W(ip)/dR + 2*C*Ro*dR*Rp*W(ip)*N1(ip)*N2(ip)/dTau;
H(2,1) = H(1,2);
H(2,2) = H(2,2) + K*Rp*W(ip)/dR + 2*C*Ro*dR*Rp*W(ip)*N2(ip)**2 /dTau + 2*Alfa*Rmax;
P(1) =P(1) +2*C*Ro*dR*TpTau*Rp*W(ip)*N1(ip)/dTau;
P(2) =P(2) + 2*C*Ro*dR*TpTau*Rp*W(ip)*N2(ip)/dTau + 2*Alfa*Rmax*TempAir;

end do;

aD(ie) =aD(ie) + H(1,1);
aD(ie+1) = aD(ie+1) + H(2,2);
aE(ie) =aE(ie) + H(1,2);
aC(ie+1) = aC(ie+1) + H(2,1);
aB(ie) =aB(ie) +P(1);
aB(ie+1) = aB(ie+1) + P(2);

end do;
CALL DLSLTR (nh, aC, aD, aE, aB)

Wyniki obliczenia procesu nagrzewania wsadu

1200

1000 f
N 1/// /
wl
wl/ S

20 —

i} 2040 40 600 00 1000
Czas, s

Temperatura, ©

Wyniki obliczenia procesu nagrzewania wsadu o przekroju okraglym,
1 — warstwa powierzchniowa, 2 — punkcie centralnym przekroju wsadu.
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Sformutowanie MES w postaci macierzowej

" I{kg){(axj *[3)*(22]] Qt}dwj -t + [

2
e s

cfa a o
te} _|:6’x o 02} 0=0. —cp—

ot

(=]

K, 0
D=0 K, ©
0 K.

(=}

J

[5lieV [De}-210]av+ [ S (e—1, Fas + [ quis

J.= J%[{ g} [D.Je.} 2teQe]dV+£%(te—tw)2d5+!qtedS J=§:Je
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1 a a
J.= S lle N [DJg)-2.0. v + {rf—memri}dm gt.ds
B we]l3 )] aﬁ}( 1;{z}f[a]f[a][&]{r}av} J15.1 0,18 Jikav
=V :
o, ON, oN, oN, | (1, ON, 0ON, % 6[N] t a?t}[VfQ[N]{t}dV]— !Q[N]TdV
67 ox  ox 6]%6 t ox  ox a]@\;c fT t, ) ‘
{g.}= %tye = 66];71 a@—];z 6y” -t |B.]= %‘ % a—y” = Tg] =1 % [alnNe dS] qu] ds
o, N, oN, N, t' ON, ON, oN, M . S
z z z Oz 4 z z oz Z [p a
{6} 0 == =l 0 S STk |- o ebs
g.5= 0. ¥ S,
O o, [NYieldS |= [, [NT
J, = J.%{t} [B.][D.]B.]{t}av - j o[NYtlav + 6{t}[§[ w[N]{}dS] I e
7. . y 6it} j‘;‘tids]—o
+ ! g[Nie}ds + S[E INT (e} [N )e)as - g[agow [N]i}as + Sj 5 12dS




ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III et s e

= e vaew e Tr i w Clareen
Milenin Andrzej, 2009 ALE

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III et b e

= Feoaew e oo w Clareen
Milenin Andrzej, 2009

AGE

gf;} - {"[“BE]T[DJBJW+£a[N]T[N]dS —_V[Q[N]TdV +§[q[N]TdS—J:a¢w[N]TdS -0

Ve

Yo 1Y) +{F}=0

ot} (K, 0 0
b]=| 0 &, o
0 0 K

[1.]=[[B.]'[D.]B]av + [o[NT [N]ds -
. * N, N, N, [e[N]

{a}=—£Q[N] dv +£q[N] dS—!:atw[N] ds - gj\c[l gﬁ 6}6\; afx

: oN, oN, N, | |a[N]
&S (1Y +{F. )= 0 = wal le
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Typy elementow skonczonych
R e e
e el
20 Q
> €

Elementy wyzszego stopnia

L




ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III et s e

= e vaew e Tr i w Clareen
Milenin Andrzej, 2009 ALE

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III et b e

= Feoaew e oo w Clareen
Milenin Andrzej, 2009 ALE

Element czworokaty
Motywacja

AS; AS:;ASI- Q=0 +a,x+o,y+a,xy

1. Btad aproksymacji ! ¥

P =0T ox oy T ax,y,

O, =t X T 0, TOX, ),

2. Blad r6zniczkowana )
o-x:(7+2—cf—’éx; éx:% X @, =0 + A, X, + oY, + X, Y,
& Ox =1

5 Pp=0t X, sy, +ox,y,

DOF = 2#10+7=27 @ % const
Ox Funkcje ksztattu ?

3. Locking Ncond = ne = 30 op

— # const

DOF<Ncond oy ¢ =N+ N0, + N;py + N0,
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Funkcje ksztaltu: o Element prostokatny
(4 7 o=+ aX+ oY
P=¢N,+o,N, +o.N,

p=a,taX+aY 9 2 ¥
(p=0£l+a2x+0{3y+a4xy
Przy X=X;, Y=Y, o=¢., = o=o,taX +aY;

i Y
przy X=X, Y=Y o=9, = g=ataXtaY, i a _ 9t T+,
przy X=X, Y=Y, o=¢, = g =a,t X taY, j — X L 4
X k
a __(p1+¢2+¢3_¢4
J L , =
4b

Y
& :L[(X/Yk _Xky}k)i+(ka_Xink)¢/ +(XrY/'_XjYi)¢k] LXY _¢1 _¢2 +¢3 +¢4

24 24=l X, Y|= ; 3 o, = 1
| | X, 1, B X
ay = 0 -+ (-1, + (-7 o] . -
i
2

S XY+ XY+ XY - X Y - XY, - XY, | _ P00,
1
1
aa=ﬂ[(XA7XJ)¢’V+(XK7XI()¢7/+(X17X;)(/7/(]

a =
N 4ab
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Funkcje ksztaltu Pt ax+asy+axy

p=N@ +N,p,+N;p;+ N,p,

Y
7 « N, = (b= ha—y)
1, Fa *l = O s .y
N3:4T1'b(b+x)(a+y)
No= o (b-)a+y)

Funkcje ksztattu

| e

]
]
!
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Typy elementow skonczonych
(2-go stopnia)

.\-\-\'\.
: "—--‘ .-
|
=1 e e 4 B o e o i e =T e

Typy elementow skonczonych (2-go stopnia)

i
1
17
c
LR ) W

—
==

METE
Ny ==+ Y-k
SRR
N, :—i(l—s‘)(lm)in
N :—%(1—52)(1—77)77
N, :%(1+§)(1—772)§
N, :%(1—52)(1“7),;
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Typy elementow skonczonych (2-go stopnia)

| e 1 e L TR T L | ||| ~a'i

Typy elementow skonczonych (2-go stopnia)

\ —

U=eli=n)g+n+1)
- (-£)-
=—(1+&f1-n)E-n-1)

N, =—

-n )(1+§

A._.

= (&) 1+nlg+n-1)
N, =5(1—§2)(1+77)
Ny = (= NN —n +1)

=%(1—f72)(1—

M~ m~ A\waha
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Przeksztalcenie izoparametriczne
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Odbicie (przeksztatcenie)

1 2

4
3 ﬁ“ 4 3
o G—i>
1 2
b

Formuty przeksztalcenia :

Bl
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AGE

Matryca Jakobiego

$ y ¢+ —1<&<1
L2 '
L
X=x(&) &=¢&x)
oX(&ng) ov(En.s) oz(én.<)
0 0 0
J_‘dX(f)‘ . aXéf;") ”f;” J_ax(fn,c) M) ()
dg Xm) MEn) @ ) ovEme) atleme)
on on oc oc oc

L I HME R ?,;.
o A AR
=1 o i -1 | l""l'_ :‘-'_"i
1 g2
N()=-3£0-2) N2(5>:5§<1+5> Ns(f)—l ¢
o
x=x(&)=NX, + N, X, + N, X, Oax —9
dN, dN, dx(&) dN, 1 dN,(&
dE dx dE de  dx(&) de
dg
[] dx dl dN dN,
g dg o dé de "’
o
x g




ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III et s e

Milenin Andrzej, 2009

e verm e T osine w Clarvew

ARE

Obliczenie pochodnych
N | [oN)] N, _ON.ax AN Oy N
o5 | _ ;] ox 0 x o5 o5 | agl
N[N e, _amax aN v an [T (aN,
on) \¥J) on aaom yon |o on
L & >
[dxdy= [ [ detJdédn P R B
s BERES Tde| & &
on on on 0§

V= j dXdydZ = j“det[J]d«fdndé“

—1—-1—
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Obliczenie calek

j dxdy= j j detJdédn

—1-1

V= jdXdez jjjdet[J]dgdndg

-1

Catkowanie funkcji f(X,Y) mozna wykona¢ za pomoca nastgpujacej zasady:

j S(XY )dxdy = Hf (&m).¥(&,m))detl Jadn

-1-1

oN, ON,; {ON, ON
S v Y Getls
Vax ax T ﬂaga (ks
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Przeksztalcenie izoparametriczne

Nnod@s
x= Y Nx,=Nx, +N,x, + Nyx; + Nx, N, =—

Ny Ny, + Ny + Ny,

y= ZNy,

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III D e e S L Rt
Milenin Andrzej, 2009 s rrmrmies B pian s Bares

Zadanie ¥ 3

| I ] 1 I
X,;=1mm ---:F--i—ﬁ-
Y,=1mm ":"_:_"_.f
- Lt [l
X,=3 mm i 1
Y,=1mm 1
X;=4 mm , ,
Y.=4 mm N =—(1-&1=-n)=—
3 1 4( ét)( 77) 16
X,=0.5 mm 3
Y,=4mm (1+e§)(1 n)= (1+0 5(1-0.5)= T
Eg=0.5 N, = (1+§)(1+;7) 1(1+0 5)1+0.5)= -9
Nz=0.5 1
3
Xp Yp=? N, :Z(l‘f)(””)22(1‘0'5)(”0'5):?6
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Y
1 3 9 3
N +N,+N,+N,=—+—+—+—=
16 16 16 16
r-r--—-—-—"=="/"/= "==-"=-"=-"=-""=-"="="="="="="="======-"=-=1
oo 13,9, 3 !
I x,= Nx =Nx +N,x, + N.x,+N,x,=—1+ -3+ —-4+--0.5=2.59375 1
| B ;H 1™ 272 3743 474 16 16 16 16 |
1 1
I e 1..3..9 3 !
= Ny =Ny, +N,y, + N.y, +N,y,=—1+—1+—4+—4=3.25
: Vs 12:1: Vi WM 2V 33 4Vs 16 16 16 16 :
L oo oo o e e e o e e e e e e e e e e e e e e e e e = = o o = e )
T
F. i 3
_.i__;_ = |
-:--:_i_-'-'fl
__:____r_
|
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Zadanie Okresli¢ warto$¢ napre¢zenia w zadanym punkcie B
o, =40 MPa 1 1
X;=1mm lez(l_g)(l_ﬂ)zré o o
Y;=1mm | | 3

N, == (1+&)1-7)=—(1+0.5)1-0.5) == o,
oosepa | Mg = 05009 B
X2= 3 mm 1 1 9 o
Y,=1mm N, =Z(1+§)(1+77)=Z (1+o.5)(1+0.5)=1—6 ¥
o; =46 MPa g _Lq_ _3 4
X —4mm N, 4(1 E1+n) 4(1 05)1+0.5) 7
Y;=4mm 2

o,=0,N,+0,N,+0o,N,+o,N, = X 3
o, =32 MPa 1 3 9 3
X,=0.5 mm 40—+34—+46—+32—=40.75

4 16 16 16 16
Y,=4 mm
e 1.3, 9, 3 .

£,=0.5 Xy = ZN‘.x‘. = Nx, +N,x, + Nyx, + N,x, :EHR“R‘HE 0.5=2.5937¢
Ng=0.5 -

o= S Ng =Ny g+ Ny + Ny = 4 44> 423 2
op, Xp, Yg=7 | 7 40T VTR A6 6 16 16
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Okresli¢ warto$¢ napre¢zenia w zadanym punkcie B

Zadanie
o; =40 MPa 0y =0\N, +0o,N, + o, N; + o, N,
X;=1mm
Y, =1mm 1
! N, =Z(1*§)(1*77)
0, =34 MPa 1
X,=3 mm N, :Z(Hf)(l—ﬂ)
Y,=1mm |
N, :Z(1+§)(1+;7)
03 =46 MPa
X;=4mm Ny = (1-&1+n)
Y;=4 mm 4
o, =32 MPa Noodes
X,=0.5mm Xp= ZN,X,- =Nx, +Npx, + Nyx; + Nyx, =2.5
Y, =4 mm i=l
X.=2.5 Noodes
Ve Vo= D Ny =Ny +Noy, + Noyy + N,y =3.25
. i1
Op> gB) = ?

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' — -;-ua;:—-w—w -

Milenin Andrzej, 2009 AE

il

o 1 1 1 1
Xp= ZN.X, =Nx +N,x, + Nyxy +N,x, =Z(17§B)(17”B)X1 +Z(l+§B)(17”B)X2 +Z(l+§y)(l+773)xz +Z(17§B)(1+”B)x4 =

i=1

1
:Z[xw X, +X5 4y +773(_x1 —X%+X +X4)+§R(_Xl +x+x _x4)+§}2’78(x| XX _XA)]

e 1 1 1 1
V= ZN)’; =N Ny, + Ny + N,y :Z(l_fﬂ)(l_%)}’l +Z(1+§BX1_”8)})’_’ +Z(1+§BX1+”8)})3 *Z(l_fs)(lJr’]B)M =
i

1
:Zb}1+yz+y3+y4+77ﬁ(7yl ) +y3+y4)+§l§(7yl TVt 7)’4)*53’79(}4 ) +y}*ya)]

r—rTT--T-TomTmmmmmmmmEmImMA OO OOmE T

1 2.5=Z[1+3+4+0.5+773(—1—3+4+0.5)+:§H(—1+3+4—0.5)+§H;7B(1—3+4—0.5)]=Z[8.5+77,,(0.5)+§H(5.5)+§Br]3(1.5)]

|

! 1 1

| 3.25=Z[1+1+4+4+773(—1—1+4+4)+§B(—1+1+4—4)+§Bf73(1—1+4—4)]=Z[10+6773+0§B+0§ET78]

1
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325 :i[1+1+4+4+n3(—1—1+4+4)+§g(—1+1+4—4)+.§En,3(1—1+4—4)] :i [10+67, +0&, +0&,77,]

4.325-10

= ; =0.5

2.5:i[1+3+4+0.5+778(—1—3+4+0.5)+§B(—1+3+4—0A5)+§,,77,,,(1—3+4—o.5) :i[&s+778(o.5)+§g(5.5)+¢t,;78(1.5)]

2.5 :i[8.5+0.25+ £,2.75+&,0.75]

4.25-875
= 200357
< 35

oz =0,N, +0o,N,+0o,;N,+0o,N,
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Okresli¢ pole elementu

i:: i mm S = j dxdy = jl jl det Jd&d
X,=3 mm

Y:= 1 mm @ @

X;=4 mm J= aé ag

Y;=4 mm @ @

X,=0.5 mm 877 677
Y,=4mm N=41-21-1)

Noodes

R N, :%(I-Mle—n) x= ZNixl. detJ = @@ _@@
tl.ﬁl_:: ,; No=LreNien) AiZl, 05 0n 0con
i ‘r_ e s y= ZN[y[

N, = (1-g)1+1)

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' et K P
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Okresli¢ pole elementu
Ox ay ay Ox Niodes
detJ=———— = >» Nx,=N,x, +N,x, + N.x, + N,
ag 87] a§ 677 X ; lxl lxl 2x2 3x3 4x4

o _ (( &)1~ )j 5( (1+)1- )) v=ienon

65 65 1
N=h i)

___________________ . I

:= xl(-i(l—;;)}x{i (1—77))+X3G(1+77))+ E N, :%(1—5)(1“7)

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' et K P
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Elementy subparametryczne, izoparametryczne, superparametryczne

1 &= E=I
= N1<01+N2¢72+N3<03
x=f(&)=NX, +N,X,

subparametryczne

¢ =N + Ny, + Nyp, )
x=f(&)=NX, + N, X, + N, X, 1zoparametryczne

@ =N +N,p,

superparametryczne
x=f(E)=N.X, + N,X, + N, X, perp Ty




ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' B e ST ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' B e R L]
Milenin Andrzej, 2009 ot - Milenin Andrze), 2009 e = Heisrmems Topinsw Cloreen m
1 L, .
N =—Z(l—§)(1—77)(§ +7+1) Przeksztalcenie izoparametriczne Dtyskr'etyzaCJa o$rodka za dopomoge przeksztalcenia 2-go
l_2 (2-go stopnia) stopnia:
N, :5(1_58 Xl_ﬂ)
1
N3 - Z (1 * §X1 B 77)(6 - 77 - 1) nodes Nnudm‘ ELloCLl]
1 x= ) Nx y= >Ny,
N4:5(1—772X1+§) ; m ; e _
| A P P AV
Ny=—(1+&)t+n)E+n-1) A
4 M A A
1 —7 ] vV Vvt )
]V(,Z*(l—(szl‘F?]) = _: N A alreveVdvavdvdve I—l/
2 | F o Vs Ve Vv v Vs
! R B A PV AP P
Ny == =eien)e-n+1)  bor —i— —f CAAAAAAFA
1 i - 2 3 1 i %4l a0 w0
Ngzi(l—nz)(l—@ i AN
249848 i7. 45200 16.200|

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III Ay bt ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III e bR
Wi Andrzs, 2009 o d i Andrz, 2009 o i
Elementy trojkatny
" N, =L(2L -1)
) ”j'!. N, =1L,(2L,-1) aaNi ZZ’ &y
. \ _ _ X | _ g 4 1 | oL o
ok Ve I
,..-,_..:1._%. ! N.—arL 2 oL, oL
H-._tJ
Ny =4L,L, N, =L(2L 1)
N, =L,(2L,-1)
N, =L,2L,-1) L=1--I,
oN,_oN, & N, & (aN) (aN o ML,
oL, ox oL, oy oL oL, | _ or g oL, oL, N, =4LL,
8]\@_8]\@24_81\@@ oN; N, x oy Ny =4L,L,
oL, ox oL, oy oL, oL, ¥ oL, ©L,
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L — wspotrzedne

Dla elementow trojkatnych czgsto jest uzywany tzw. naturalny uktad wspotrzednych (lub inaczej L —
wspotrzedne), ktory wyznaczony jest przez trzy wzgledne wspotrzgdne

k

Kazda wspotrzedna naturalna stanowi stosunek odlegtosci wybranego punktu elementu do jednej z
jego stron s do wysokosci h

Milenin Andrzej, 2009

Milenin Andrzej, 2009

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II
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AGE

L — wspotrzedne

Interpretacja geometryczna

N A
L70,25 ,1 — =1 L= —
170,75 an A
Wartoéci wspotrzednej naturalnej L A+A,+4,=4
L+L,+L=1
N=L L~=1
N,=L, 1,-0
Ne=L, L =0

x=LX +L,X,+LX,
y=LY, + LY+ LY,
1=L+L,+L,

L L LT
= Svsrmees T sias v Siaree

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II'
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Element 6-wezlowy

N,=4LL,
N, =4LL,
N, =4L,L,

Milenin Andrzej, 2009
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3d Element 4-we¢zlowy

L+L,+L,+L, =1

N, =L,
N,=L,
N, =1L,
N,=1L,
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3d Element 10-wezlowy

A
N, =(2L -1)L, / \ 0
N, =(2L, 1)L, g/ | *\
N, =(2L,~1)L, }E-f g
N, =L, -1)L, 1'{‘*:.%: 7\ 6
N,=4LL, N,=4LL, S

N,=4L,L, N,=4L,L,

L+L,+L,+L, =1
N,=4LL, N, =4L,L,

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III s B P
Milenin Andrzej, 2009 b = rearm s T minsw Slarren
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FUNKCJI KSZTALTU ELEMENTOW
WYZSZEGO STOPNIA
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Lt () CU/AR)
b 4
Y R )
v
4 [ ¥ Ny = %(HE)(IH])(fH] 1)
E
¥ 4 gl &5 Ny ===+ n)e-n+1)
- 1 wo-tehon
1 s 2 N6=l2(1-,72b+5)
-1 ZW:%(I—;ZXHV)
T
Numeracja wezléw dwuwymiarowego 8- wezlowego elementu skonczonego w Vs :%(1*112)(1*5)
ukladzie globalnym i lokalnym.
; " N :%u ~-n)n
4 / b 7 - I r
+- " 1 ==+ M-y
1 ¥ N, %(H,Xl +n)én
) e
i aL___—-','—_ 48 g 8l % N, ==X nen
| 1 s 1 e
‘_."i__--" . i 5 2 %Hf)(l 7k
' x 1 %( &ienly
Numeracja wezléw dwuwymiarowego 9- wezlowego elementu skofczonego w S-l-nle
ukladzie globalnym i lokalnym. Ny ==& i-n)

Elementy typu Lagranga, przykladem ktorego jest rozpatrywany element, sa oparte o
interpolujacy wielomian Lagranga:

L(x): (x_xo)(x_xl) ('x xz l)(x x1+1) (x_xn) :ﬁ .x_xj
. (o, =2, o, = x (o, = x,, Mo =, )i, — x,) T X=X
J#i
Lgdy:i=j

Lx)=2,= 0,gdy:i#j

jaki przyjmuje wartosci:

Wigce, wielomian Lagranga spetnia kryterium, jaki jest wlasciwy dla funkcji ksztattu i na jego
podstawie mozna stworzy¢ szereg funkcji ksztattu dla réznych elementow, zaktadajac, ze L=N;

—Zf(x )L (x) = Z(D,

]#—I
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L L LT
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Przyktad

ktory dlax =-1;0;2; 3
przyjmuje wartosci y(x)= -1; 2; -4; -1

Zbudowac¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a,

L(x)= (=2, Nox = x, ) oe = x, Yo =, (= x,)

“x)

(xi X Xxi - ) . '(xi —Xig sz' i ) . .(x.

i

n

= IL.(x)=(-1
Y@= R0 = (D E IS

_4(x+1)x(x—3)_1(x+1)x(x—2) _
3-2-(-1) 4.3-1

x(x—-2)(x-3) 2

—3x?

(+D(x-2)(x-3)
1(=2)(=3)

—x+2

Zbudowa¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a,
ktory dlax=-1;0;2; 3
przyjmuje wartosci y(x)=-1; 2; -4; -1

—x —3x* —-x+2

‘J\

4]
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W przypadku wykorzystania wieloamina Lagranga do otrzymania funkcji ksztattu elementu
dwuwymiarowego trzeba wykorzysta¢ wielomian wzgledem wspotrzednych X i Y:

-y Xy-y )=y =y b y=v,)
,'7yoxy; 7y1)"(y/ 7}’,;1Xy,~ 7y/+1)"(yj 7ym) Nk _ L,-,-(X,y) _ L[(x)Lj(y)

(=2 N =, (= N =, ) (= x,)

L/(y) = (y

L(x)=

(xi —Xy Xxi X )"'(xi — X )(xi ~ X )'"(xi _xn)
b s R
) ] o

*
B e

'

i
r_m__..-f\\-

Wykres funkcji ksztattu, otrzymanej za pomoca
wieloamina Lagranga.
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Catkowanie numeryczne w MES
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Operacji otrzymania uktadu rownani MES sa zwiazane z catkowaniem po objgtosci elementow. Poniewaz
forma strefy catkowania oraz catkowany wzor sa skomplikowane, catkowanie numeryczne prawie zawsze
nie moze by¢ zastosowano. Jezeli wykorzystano przeksztatcenie uktadu wspolrzednych, sprawa
komplikuje pomnozenie catkowanego wzoru na wyznacznik matrycy Jacobiego. Opisane problemy
powoduja, ze w MES jest uzywane catkowanie numeryczne, przy ktérym catka zamieniana na
kwadratura. Przy wyznaczeniu takich kwadratur w jedno-, dwu- oraz tréjwymiarowych zadaniach jest
wykorzystywane sumowanie warto$ci catkowanego wzoru, obliczonego w weztach catkowania i
pomnozonych na odpowiedni wagowe wspotczynniki:

[ HEME =W, &)+, 1)+t .1 (2)

11

[ £(&m)agin =W, £ (Gm)+ W f (G )+ + W, 1 (,n,)

—-1-1

Warto zwrdci¢ uwagg, ze warto$ci é: i 7], sazadane ,a priori” i zazwyczaj wybierane na rownej odleglosci migdzy soba.

Formuty Niutona-Kotesa
W celu wyznaczenia W; wykorzystywana jest nastgpujaca metoda:
Rozpatrujemy nabor punktéw catkowania é(] él é:,, i znajdziemy wiclomian ~ F),(&)  stopnia n, réwny f (é:)

w kazdym z rozpatrywanych punktow. W tym celu zapiszemy wielomian: Fn (g) =a, + a1§ +...+ ané"

f(&)=a,+aé +..+a,&
f(égl): ay+aé +.+ad

f(fn)z a,+aé, +..+a,ll

Dalej za pomocq analitycznego catkowania funkcji mozna aproksymowac warto$¢ catki:

(M

1 1
2a a
~ _ 2 7+l
[ f€)e =[ F (&g =2a,+ 222 4 s -2 (1 (1)) )
’ % 3 n+1
Jezeli podstawi¢ do tego wzoru (2) warto$ci a;, uzyskane po rozwiazaniu uktadu (1), to otrzymamy przyblizone
formule do catkowania typu

[F(EMe =W f &)+ Wp () s,1(E,)
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H

W MES, jednak, podczas catkowania warto minimalizowacé liczbg punktéw catkowania
ze wzgledu na czas obliczen

Zamiast tego, zeby wyznacza¢ punkty &, 51 é,

,,a priori”, sprobujemy wyznaczy¢ ich w taki sposob, zeby aproksymacja dawata $cisty wynik catki wtedy, kiedy
F,(&) - wiclomian stopnia nie wyzej p, gdzie warto$¢ p (p>=n) rowniez jest wyznaczana.
= P
Fp(ff)— a,+aé +...+ap(;‘
1

[ 1&g ~ W, (&) + W1 (&) .47,/ (E,)

el
1
IFP (&)dé ~ Wo(a0 +a,s, +...+ap§(§’)+ Wl(a0 Fad +. ap«ff)+...+ W,,(a0 +a,é, +...+ap§n")
|

Z innej strony, doktadna warto$¢ tej catki mozna obliczy¢ za pomoca (2):

p+1

[ () =24, 2 )

jFp(é)df =W, (a, +a,&, +...+ap§({’)+ Wl(a0 +a o+ apcf,P)+...+ W, (ay +a&, +...+ap§f)

-1

J]Fp(i)d«f =2a0+% +---*ﬁ(17(71)”*‘)

Poréwnanie wspotczynnikow a; w tych wzorach daje mozliwosci stwierdzi¢, ze pierwsza formuta daje
doktadna warto$¢ caltki dla dowolnego wielomianu, jezeli:

Wy+W, +..+W, =2
Wolo + W& +..+W,E, =0

Wl +IED +. 4 W] = (pil](l—(—l)”)

W otrzymanym ukladzie p+1 réwnani wartosci ;i &, i=0,1,... n sa niewiadomymi. Z tego wynika, ze
uktad ma rozwiazanie tylko w tym przypadku, kiedy liczba rownani rowna liczbie niewiadomych,

el p+1=2(n+1)

Uzyskana zalezno$¢ daje mozliwo$¢ wyznaczy¢ ilo$¢ punktéw catkowania w zaleznosci od
stopnia wieloamina, catkowanego za pomoca rozpatrywanego schematu.
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Tabela 3.1
Stopien §ciéle 20 wielomianu w zaleznosci od Liczba punktéw calkowania.
Liczba punktow calkowania Stopiei sciéle catkowanego
wielomianu

1 1

2 3

3 5

4 7

Dla konkretnych wartosci n z uktadu rownani mozna uzyska¢ Wi éi'
Na przyktad, przy n=0, rownania sg zapisane tak:

W, =2 .
Wy, =0 60_

Mozna byto przypuscié, ze przy jednemu punkcie catkowania ten punkt trzeba rozmie$ci¢ w centrze elementu.
Taki schemat catkowania jest $cistym dla wielomianow pierwszego stopnia.

Natomiast przy n=1 mamy

1 _'_"_,_.—r'_'_'_'_'-q"
W, +W, =2 §1:—§0=ﬁz0,577350269 T M e .

Ea E—q==71"
W& +WE =0 [ = E
0§0+ ]§] 2 VVOIVI/] :1’0 il |.'|15 _IL.IE -i i h
W()<55+W1cff:§ R

Milenin Andrzej, 2009 AGE
Natomiast przy n=2 mamy &=k = \E ~ 0774596669
£ =00
Wy =W, = % ~0,5555555556
/4 =§ ~0,8888888889.
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Rozwigzanie uktadu dla n=0 daje wynik
L,=1/3; L,=1/3;L;=1/3; W=1/2.

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III et b e

= Feoaew e oo w Clareen
Milenin Andrzej, 2009 ALE

Natomiast, dla »=1 mamy:

a)L, =1/3; L,=1/3; L=1/3; W= -27/96
b) L, =11/15; L,=2/15; L,=2/15; W= 25/96
)L, =2/15; L,=2/15; L=11/15; W= 25/96
d)L, =2/15; L,=11/15; L.=2/15; W=25/96
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Dla uktadu 3d przy n=1 mamy :
o =0.58541020; f3=0.13819660;

a)Ll,=o L=B; Ly=B; L=B; W=1/4;
b)L,=p; L=o;,  Ly=P; L=B; W=1/4;
oL = L=p; Ly=o L&=B;  W=1/4,
dL,=p; L,=B; L;=B; L=o;,  W=1/4;

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III s B P
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Dla uktadu 3d przy n=0 mamy :
L, =1/4; L,=1/4; L=1/4; L,=1/4; W=1;

Dla uktadu 3d przy n=1 mamy :

o =0.58541020; [ =0.13819660;
a)L, =a; L,=B; L,=B; L, =P; W=1/4;
#1b) L, =B; Ly=o; L=B; L;=p; W=1/4;
oL, =B; L=B;L=o; L,=p; W=1/4;
it d)L,=pB; L=B;L;=P; L,=a; W=1/4;
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4

)
a)L,=1/4; L=1/4;L=1/4; L,=1/4; W =-16/20;

b)L,=1/3; L=1/6;L=1/6;L,=1/6; W = 9/20;
oL,=1/6; L,=1/3;L=1/6;L,=1/6; W = 9/20;
d)L,=1/6; L=1/6;L,=1/3;L,=1/6; W =9/20;
e L,=1/6; L,=1/6;L,=1/6;L,=1/3; W =9/20;
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PRZEDSTAWIENIE ROWNANI

MES DLA ZADANI MECHANIKI W

FORMIE MACIERZOWEJ
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Otrzymanie rownani MES do zadania
brzegowego krecenia preta o przekroje nie
okraglym
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-Zadanie brzegowe krgcenia preta o przekroje nie okraglym

62¢ op .
2 _
6x ay +2G0=0 (0—0 [
3 N
sz:ai Tz,:—% T:J‘WZS
v ! ox
2 szx-.-—T-T"
e
J=] 1(6(0j 11921 _26ayp | av ]
71 2\ ox 2 oy N
1
7 =[5 lie} Ile}-260p|ar 50
Vv
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=-[Go[nT av

[k.)=[[8.] [D.]B.]av
o oNT oNT 1o
| o -/ DLDT | o] ]

[B‘,]’[Dﬁ]{@[N]T oy |1 OHa[N] A }

ox oy |01 ox Oy

Jalv]
1.1 | OINT ONT ] Tax | oINT a[n] . o[NT o[N]_an, o, | oN, on,
(] [DIB]{ =5 T T

1o

e }ﬂa[;i]f a(gz;/] oNT o[v ]}4 J'GQ[N]TdV GO[NT =GoN,

Fragment kodu
DO P=1,N_p
CALL Jacob_2d(J_,J_inv,P,N_p,NBN, N1, N2,X,Y,DetJ);
DO 1=1,ELSIV%NBN
Ndx(i)=N1(i,p)*J_inv(1,1) + N2(i,p)*J_inv(1,2)
Ndy(i)=N1(i,p)*J_inv(2,1) + N2(i,p)*J_inv(2,2)
END DO;
DO k=1,NBN
DO I=1,NBN

Nk = Nf(k,p);
Ke(kl) = Ke(k,l) + (Ndx(k)*Ndx(i)+Ndy(k)*Ndy(i))*DetJ;

END DO
Fe(k) = Fe(k) + Nk*G*Teta*DetJ;

END DO
END DO

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' D e e L LT
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Polozenie elementéw k, w K

2 5 4
2 k11 k12 k13_
[ke]: 5 k21 kzz k23
4 k31 ksz k33_
1 2 3 4 5 6
| _ _
2 kll k13 k12
3 i

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' D e e S L Rt
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Rownania MES dla teorii sprezystosci w
formie macierzowej. Odksztalcenie
plaskie.
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Réwnania MES dla teorii sprezysto$ci w formie macierzowe;.

Odksztalcenie plaskie. ;
d I
{e)= j —% ; Y 2 % g ou, ou == -e!nll
H 1 Gt I I T e
oy ox  ox
{o}=[Dle}-[DNe, )
O & . 1-v v 0
o Z e ;g o [D]z(“v)(l‘zv)h ISV (1_20V)/j
PAt
{en, )=+ v){([)fAt}
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Roéwnania MES dla teorii sprezystosci w formie macierzowe;.
Odksztalcenie plaskie.

{o}=[ple}-[Dle}  le}=D7'{o}+e,

E
O'x:m(gx(l—v)+gyv) E =—7—————">+¢

_ E _ 0, vo, VO,
ay_(1+v)(1—2v)(ng+g-"(l_v)) = T g oo
E 1-2v e = 2(1+v)
o, = 2¢,, = 8)0; = ny
(1+v)1-2v) 2 E
E
=2 =2G VO
2(1+v) £y &y s = O, _ VO . y te, = 0
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Roéwnania MES dla teorii sprezystosci w formie macierzowe;.
Macierzy wlasnosci.

1-v v 0
Odksztalcenie ptaskie [D]=(I+V)€_ZV){ g 1-v 0 ]

0 (1-2v)/2
. 1 v 0
Ptaski stan naprgzen (D] E2 L 0
0 0 (1-v)2

I-v v v 0 0 0

I-v v 0 0 0

Odksztatcenie 3d [p]-— £ I-v 0 0 0

(1+v)1-2v) (1-2v);2 0 :

(1-2v)/2 0

sym (1-2v)/2
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Funkcjonal w postaci macierzowe;j

} {g}{;‘;} w =[5l ol ol =] eV o)t oy

o [ [ e {o}=[Dlie}-[)e)
b gl I 8 B -l

0 0 0 N, N,. N 0 [N] ox
SRCITIE N W, = [0} (BT 180} 210 [8T [l koo [N v

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' D e e L LT
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Funkcjonal w postaci macierzowe] Otrzymanie matrycy sztywnosci

. . iR}
Energia sil wewnetrznych: /8 :{U} {p}:{p} {U} {P}—{{P }} (;a{V(I;e}={U}J.[B]T[D][B]dV—I[ ] [D]{go dV J‘[N] dV J’[N dS { }
Energia obciazen masowyeh: W, = [ (um, +u,m Jav =[{UY [N (Mav )= {Z}

I SV S

%:[&]{u}+{a}

Energia naprezeni na powierzchni kontaktu elementu z otoczeniem: K, ] = J. [B]T [B]dV F } = —J. [B]T [D]{go }dV - J. []V]T {M}dV - I [N]T {p}dS - {P}
- D, V. V. S,
= flp v s [0 T es el ] “ | "
[Klui+{Fi=0
Petna energia odksztalcanego elementu:
K=Y[k]  {F=XiE)
.= (LT BT sy - Y YDl jav— [y VY ey - [0V 9T (plas i 1 wlezle] 2

Ve v, v, S,
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Otrzymanie matrycy sztywnosci Otrzymanie matrycy sztywnosci _E l 1
[T = [[8]'[D]B] av (Feles
o] a[N] ) a[v] = ’.’“[B]T e
ox 6[(3\/] [B]T— Tox 0 W [D]—L o ll_/ g r o a o[N]
[B]=| o M = aN] a[N] (Y (| ANy ANt 1-v v 0 > 0
A v o o 0o e BTy oy [D]‘E{ Vo 0 ] e o T
o o O T e G =290 0 0 (L2 o] o]
oy Oox
D]Blav = [B] [D]B]7, det)J] - ([ (VT oIV, (1=2v)o[NT o[N]
J Z i [T o)y = £ % Kn} . 7{[(1 Taa 2 o s JW
7. (+v)i-2v)[ Ky K o O[NT oN] |, (—2v)e[NT o[v]
A Ky= j[v + ]dV
I[B ]T go , pAt e 2 o oy
{‘90: } = PAt I[a[N ﬁAt]dV K :I[V aIvY aln], (1-2v) oINT a[N]JdV
0 = 7E " 0y a2y &
(1+v)1-2v) J-[@[N BAt ]dV \B[N] alv ] (1-2v)8[N] o[n]
N K = ;[ [(1 dy Oy 2 ox  Ox jdV

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' -1-:_-:-#::;:::._ ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' -1-:_1#::;:::._
Otrzymanie matrycy sztywnosci —H o _ y ioer
; rzymanie wektora obcigzen
a[N]r 0 M 1-v v 0 au ) ass ym q
(8'[p]= o - -y 0 |=
(t+v)i-2v) oNT  o[N]
" a0 e rl=-[B.I'[D.Je, v
£ a[g{]’ (1-v) a[gfc]rv a[évy]’ (1-2v)/2 Ve
(1+v)1-2v) a[;\;] a[a/\;] (1-v) a[g)/(] (1-2)2
a[N] BAt M(1—v) Mv oy (1-2v)/2 |( pae
a[N]T X a[N]r 6[N]T K 0 [B]T[D ﬂAt =$ ox ox 6y ﬁAt —
B[p]s]- £ | & =) Ty Ty U2 o AN o | Wevli=2v) dNT o ANT Ly AN 0o
C(v)i-2v)| o] a[NT aNT | o & ox
o v (1-v) - (1-2v)/2 o[N] o[v] .
oy ax P (1—v)5[;v] PAt+y A [ i PAt - [N] BAt
_E K K, (v i-2v)] av o[N 1+v)i-2v)| oN
_(l+le—2v){K21 sz eoli=2) Y [6y] p+(i=v) [6y] At (+V)( g [ay] pat
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H_

ARE

b0 =1, o Fragment kodu
CALL Jacob(J_, J_inv, P, N_p, NBN, N1, N2, X, Y, DetJ);
DO I=1,NBN
Ndx(i)=N1(i,p)*J_inv(1,1) + N2(i,p)*J_inv(1,2)
Ndy(i)=N1(i,p)*J_inv(2,1) + N2(i,p)*J_inv(2,2)
END DO;

dtp = Temp - TempNULL;
M =reo(1)%m

Kvol = Fs * Es/(1-2*m);
Et=dtp*2e-5

DO N=1,NBN

Row1 = N;

M1 = Kvol*(1-m)/(1+m); M3 = Kvol*m/(1+m);

Row2 = NBN + N;
DO I=1,NBN
Cc1=1;
C2=NBN +1;
feSM(Row1,C1)=feSM(Row1,C1) + (M1*Ndx(n)*Ndx(i) + M2*Ndy(n)*Ndy(i))*DetJ;
feSM(Row1,C2)=feSM(Row1,C2) + (M3*Ndx(n)*Ndy(i) + M2*Ndx(i)*Ndy(n))*DetJ;
feSM(Row2,C1)=feSM(Row2,C1) + (M3*Ndx(i)*Ndy(n) + M2*Ndx(n)*Ndy(i))*DetJ;
feSM(Row2,C2)=feSM(Row2,C2) + (M1*Ndy(n)*Ndy(i) + M2*Ndx(n)*Ndx(i))*DetJ;
ENDDO!I

feRhs(Row1) = feRhs(Row1) + Kvol*Et*Ndx(N)*DetJ;

feRhs(Row2) = feRhs(Row2) + Kvol*Et*Ndy(N)*DetJ;

END DO

END DO
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Roéwnania MES dla przestrzennego stanu
odksztatcenia
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Odksztatcenie przestrzenne
™ 0 0 o o )
0o 2 o o 2 o o AW
! oy oy o o
Sl o o 2 0 0 aﬁ o o 25
=, 1=l 0 o Fhu=lla=Blo} K=o o . Bl o) o)
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{o}=[D}e}-[De, }

I-v v v 0 0 0
1-v v 0 0 0
1-v 0 0 0
[]- E (1-2v) 0 0
B - 2
(1+v)1-2v) (1-2v) .
2
o (1-2v)
L 2]

E
o, ZW(EX(I—V)‘FE},V"FSZV)

E 1-2v
= 2 =2G
» (1+v)(1—2v)( S0y j Fo
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Rozpatrzmy otrzymanie formut dla elementoéw matrycy sztywnosci
[&.]= [[BT [D]B] av
Ve
é‘ﬁN o o
P
o o AN, N oI O o % °
& e RN 0 o o A
" "N 1-2v,

BY=| o a[g,] 0 E[évv] O[Qﬁ] 0o | Pl iy I ! (Bl=| v v iz
j i i - » o
Moo o B, A SRS T o]

2 pe >
I I )
L oz ox

(i 7V\6[N]T . oNT . o[INT | 1-2volN] 0 1-2v o[N]

" ox ax ax_ 2 o 2 b

(8] ] VB[N]’ (1_V\6[N]’ Va[N]’ 1-2v a[N] | 1-2v o[N] 0
(1+v)1-2v) o ar oy 2 o 2 o
l/a[zv]r Va[N]T (i- V\a[N]T 0 1-2v o[N] | 1-2v o[NT
oz Oz [o4 2 oy 2 ox
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(1) 2N alN],

o ax | oN] ev], oy V],

SN N Ta e

2y o | 1-2v¢[N] o[N] e a[NT o[N]
+QMM " 2 dy Ox 2 o &

2 Oz 0z

,, AR KON
LAY ), o o | AT o],

(5T [p5)- AT = il 1 B

(1+V)(1 w)| 1-avelNfaN] | 2 @ | 1-2valNT o]

2 o | 1-2v[N] ow] 2 ¥ oz
2 0z 0Oz .
: -2 AN,
o av], |, Y e, o o

o o y o L 1-2v oNT O[N]

L oNT O[N] | 1-aveNT eN] | 2 oy
2 0z o 2w | - 1-2v 8[N] o[N]
2 oz 0Oz |

Elementy wektora obciazen
[6[N] ﬂAtJdV
[6[N1T ﬂAz]dV

[a[gv i ,BAtJdV

[1BY [D)ieyJav =

/
1+v)(1 2v) !
/

=—[ (8] [DYe, Jav - j[N] Yy - j[N] (P}

v,

[N] 0 0 o o [N
N=| o v o N[ =] o vy o
0 0 [N] [N 0 0

P}
{P}=1{p}
P}
{M}={mi
P,

{r}= {p},
P
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e L R

= Feoaew e oo w Clareen

Réwnania MES dla teorii plastycznego ptynigcia w

formie macierzowej

= e vaew e Tr i w Clareen
Milenin Andrzej, 2009 ApE

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III L T

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III

Milenin Andrzej, 2009 AE

Rl i PR

= Feoaew e oo w Clareen

Wariacyjne sformutowanie:

{o} =t} +is}=a i +IDlie) =t 1 o] W-{l

{g}—{ ] g [} =1 1 0}{;} o, =[o}=0 1 0][02}
2¢,, 2¢,, 20,

W= jé{g}f sy + ;[0'0 [1](}av

Vv

(e} —
1

\v,0,)= % [ u’av + [ o,dividv — [ py/ds
! ) )

m:{ﬁ;}

W, = I i {ps
T =[S v+ [, ey - [ O {pis

N

J = I% el isiav +£oo[ll{é}dV—£{v}T {pids

4

2ué,

{S} = [D]{g} = Zﬂ‘éyy £
i, )= s
2¢,

O, =0, +2uE, 2u 0 0 2ié
o, =0, +2ué, [Dl=| 0 24 0 Isy=12ué,

0 0 ;
ny = /J 26.‘,\')7 # /u2‘9xy

2

Vv N

J =[S DYewv + [ [1ekv - [ {plas
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Bl el et 179 % e B 2
ngy g g ﬁ i M M Aproksymacja $redniego naprezenia: o, =[N ]{0'0} Uo:[H ]{0'0}
|0y Ox | |0y Ox | oy x| '
- 1 ¢ =[let=0 1 045 } [71Blv} = [E]v}
Vx:[N]{Vx} M 0 2¢
_ ox
v =[Ny, } -] o agyN] 1o 2] 0]
A olv] aln] fs}=[pI8lv}
{g} - [B]{V} | ay ox |
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ARE AGE

Otrzymamy poszczego6lne komponenty matrycy [K]:
J:g{v}fwﬂ sliar + [anlefelar - [ V] {plas o D, ., o o2 0
1 [B]T[DIB]—{ o 6[N]T [(]’)V]T]{O 2p O:I 0 %}1\;]
J= [ Bl [P]Blv dV+I[H]cro}[E] I V'V {plas =0 M gEUEU
v y X
2, N vt
T Ox o)
0Tk e [T Uk o - [T ks =o L TR .
oy Ox
e -0 LD Y ) &)
o v B o ox oy oy ox 0
BTl ATy AT av], oY o)
ANT aIN] L ONLON] ) OINT OIN]
[K]v,o,}+{F}=0 o oy v oy o ax
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Matryca sztywnosci

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III et b e

Trorm ey Trsine w Clarven
Milenin Andrzej, 2009 ALE

S toLsbr | Tt o - tas o
- [Tt oo
Mo o T AN AN | AT
B[NT o[N] o oy ox
R e
SNT &[N
R V] p
ATy [P ) 'p.
[K]—l s T | o (] v {F}:I V] p, bas
s oy 0y Ky 0
0

DO P=1, ELSIV%N_p
DO N=1,NBN
Rowl =N;
Row2 =NBN + N;
Row3 =2*NBN + N;
DO =1,NBN
Cl=1[
C2=NBN+;
C3=2*NBN+1;
feSM(Rowl,C1)=feSM(Row1,C1) + m*(2*Ndx(N)*Ndx(i)+Ndy(N)*Ndy(i))*DetJ;
feSM(Row1,C2)=feSM(Row1,C2) + m*Ndx(i)*Ndy(N)*DetJ;

Fragment kodu

if (i<=NBNp) feSM(Row1,C3)=feSM(Row1,C3) + Ndx(N)*detJ*Hk(i,p);

feSM(Row2,C1)=feSM(Row2,C1) + m*Ndx(N)*Ndy(i)*DetJ;
feSM(Row2,C2)=feSM(Row2,C2) + m*(2*Ndy(N)*Ndy(i)+Ndx(N)*Ndx(i))*DetJ

if (i<=NBNp) feSM(Row2,C3) = feSM(Row2,C3) + Ndy(N)*detJ*Hk(i,p);

if (N<=NBNp) then
feSM(Row3,C1) = feSM(Row3,C1) + Ndx(i)*detJ* Hk(n,p);
feSM(Row3,C2) = feSM(Row3,C2) + Ndy(i)*detJ*Hk(n,p);
end if
END DO
END DO
END DO
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T L
AGE

Stabilne uktady N (O) i H (m) interpolacji

VANVAN

o) T3B1/3C

JANTAN

O’) T6/3C

+ n

o) 09/4C Oh2) T6B1/3D
| | [ |
AN AR LT s
o) 04/1D o’) 09/4D
1 .
. " m /f\\:'- __I.-"/l\
o) 09/3D O(h) T6/1D
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AGE

Uwzglednienie warunkow brzegowych w matryce sztywnosci elementu.

Va Va2 Vs Va V2 V3 O O, Oy
Va [k ke Ky lke ks ke[ ko ks Ky jﬂli
Var (Kot kyy ko |[Kay kas k|| kyr ko Ky - \
Vs ||k ks ks |k ks kgl ks sy Ky i I'.I
Vi ks K ki ||k ks kugl| ki kis kg '1:',_ ':I
Voo (ks ks ks (ks ks k|| ks ks ks T 3
Vis | (ke ke ke ||k ks k|| ke ke Ko -
o) ||kn ke koy||kyy kys k|| Ky kg ko [N] - [H]
Oy ||k Ky kg ||ky ks k|| Ky kg
O3 ko1 Koy oy ||Kos  kos k|| Koy ko Koo
(ZLIM 2T o] [ ol M[H]r
o o v 6x o ax
% [HY %\'J 0




ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II et s e

= e T asinn v Biareen m
Milenin Andrzej, 2009

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II s B P :
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ALE A

Uwzglednienie warunkow brzegowych w matryce sztywnosci Uwzglednienie warunkow brzegowych w matryce sztywnosci

elementu. elementu.
DO n=1,NBN (I) T v v v v o e o e Ve Ve Y Ve v o o o
Rowl =n; vo Tk ky Ky ke ke ke Ky Ky ko | [ “j; k(,)‘ :‘:w k(.); k(,; k(,); kg k(,; k(,; ki . C
Row2 = NBN + n; Vo [ Ky ky ky ky kys ky ky Ky ky fi Vo = Vo ) 2 P k’ P ::/;‘""1
Row3 = 2*NBN + n: Vi | ks ks kg kg ks ks ks kg ks .f.; =3 k” k‘? k” k“ k“ k‘f' k” k?ﬁ kw .f'
> v Lk ko ky ke ke kg kg kg k| | S Vi | K Fa M Kas Kas Nag K Mg K Ja
DO =l NBN (J) vo ke ko Ko ke ke ke ko Ky k| (S e I R R R I
Cl = 1, Vs k ol k62 ksz kﬂ kss kbb km kex kso fb Vi3 kew ksz ks} k64 kes kss ks7 ksx kes f6
C2 = NBN + 1’ O | ky ke kyy ky ks kg ky ke kg f7 oy /;'1 :72 11:73 iu /;s l:» 11:77 fm /;79 ;7
C3 — 2*NBN + 1 O, | ky kg kg kg kg kg kg kg kg fs o 81 s 83 Msa 85 s6 My fes My 3
y 0y Lk ke ke kg ke hy ky k| L T b b K Ko s ko Ko ke | LS

feSM(Row1,C1)=feSM(Row1,C1) + m*(2*Ndx(n) *Ndx(i)+Ndy(n) *Ndy(i)) *DetJ;
feSM(Row1,C2)=feSM(Row1,C2) + m*Ndx(i) *Ndy(n) *DetJ;

feSM(Row1,C3)=feSM(Row1,C3) + Ndx(n) *det*Hk(i,p); e v Y e om0 e o
feSM(Row2,C1)=feSM(Row2,C1) + m *Ndx(n) *Ndy(i) *DetJ; a "(')‘ ko ’“('; kg "(l; "('; "(')7 kg "(l;
feSM(Row2,C2)=feSM(Row2,C2) + m*(2*Ndy(n) *Ndy(i)+ Ndx(n) *Ndx(i)) *DetJ oli 6 ke b by kb ke
feSM(Row2,C3) = feSM(Row2,C3) + Ndy(n) *detJ*Hk(i,p); Valka 0 kg kg kg ki kg kg ky
feSM(Row3,C1) = feSM(Row3,C1) + Ndx(i) *detJ*Hk(n,p); el 0 ke ko ke ko ko Ky ko
feSM(Row3,C2) = feSM(Row3,C2) + Ndy(i) *detJ *Hk(n,p); B
END DO S R S S S S

END DO Oy [k 0 kg ko ke ke ky Ky Ky

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' e L ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II' L
- ) = esrmees T pian w Giaren - ) = resrmems T pian e Giarren
Milenin Andrzej, 2009 b Milenin Andrzej, 2009 bl
Va Vo Ve Vy Vo Vs 0 0, 0 Uwzglednienie warunkéw brzegowych w matryce sztywnosci
Vi | K O ke ke ks ke ko ke O elementu. Fragment kodu.
vo| 0O k, O 0 0 0 0 0 0 K2Vioor
Va |k 0 ks ke ks kg ky kg Ky Ss =KV
v Tk 0 kg ke ks Ky kg kg ke | [ Sa KV
Voo | ks 0 kg kg ks kg kg kg kg S5 =KV subroutine mat_corr(Num, VAL _, ncn, est, r);
- do i=1,nb ; .
Vs kg 0 kg ky ks ke kg kg ke | |6 KnVia j": ahs'("e"v rtxMapSh(LnElem)); m:eger:j ;cn,
0—ky, Status=vrtxStatusSIv(j); integer*4 Num;
oy | ky 0 ky ky ks ko O 0 0 0 k3“v“’”] SELECT CASE(Status) real*8 VAL ;
0y | kg 0 kg ky ks kg 00 0 e g',_s:;i’?"”s) real(8), dimension(ncn,ncn) :: est;
oy | ky 0 ky ky kys kg O 0 0 0= ksViu0 NUM_zad(1)=i;  VAL_zad(1)=0.0; real(8), dimension(ncn)  ::1;
case(10,74) integer i, j;
Nzad=2; 2 .
oNT o[v] J NUM_zad(1)=i; VAL_zad(1)=vrtxVelSIv(1,j); do j=1,ncn
o ox | oNT aln] | anT NUM_zad(2)=i+nbn; VAL_zad(2)=vrtxVelSIv(2,j); if (j.NE.Num) est(Num,j)=0;
afN]’ a[ﬁ] L /55, o 5] ¥ =, ;.;:;:272) end do;
R NUM_zad(l)=i; VAL _zad(1)=vrtxVelSIv(L,j); r(Num) = est(Num,Num)*VAL ;
o e
- INT o] NUM_zad(2)=i+nbn; VAL _zad(2)=vrtxVelSIv(2,j); do i=1,nen
. byl i . END SELECT; i
[&]=]] NMM v o | dv] [y o if (i.NE.Num) then
o oy oy oy | o ; do ii=1,Nzad . r(i)=r(i)-est(i, Num)*Val_;
+u T? H II call mat_corr(N umaz:d.(n),VALﬁzad(n),erknCount,feSM,fel(hs); est(i,Num)=O;
| oV - 1 end dos e dif;
[} == [H] = 0 - | end do; end if}
ox o i end do;
-.h 7 end subroutine mat_corr;
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Problemy z ograniczeniami, nie$ci§liwos¢, metoda
mnoznika Lagrange’a, funkcji kary i metoda mieszana

1. Klasyczne sformutowanie,
metoda mnoznika Lagrange’a

J(vl,d0 j,ug dV+JUOdzv dV — jp,v

2. Problemy z ograniczeniami. Nieprzenikalnie narzg¢dzia
I(v,,00)= .[,LlEZdV+J.O'0le Yav — Jp,vdS+K J. Yds
3. Problemy z ograniczeniami. Nie$ci§liwos¢.

Iv,,04)= Iygde+ernJ é) dV J-plvdS

4. Uwzglednienie tarcia za pomoca metody funkcji kary:

Iv,0,)= Jﬂgde+IGOdlv )y -k [ (v, fds KW=
N

2. Problemy z ograniczeniami. Nieprzenikalnie narzedzia

Iv,,0,)= Iygde+Iaodtv V)dV - J.p,v‘dS+KJ. Yds

vn (x’t) S Wn (x’t)

narzedze

DetJ_dop = DetJ_dop +
POVSIv(N_POV_GL)%DetJ(p)*SfSIv(N_pov_LOK)%W(p);

DO N=1,NBN

Id = abs(feVrtxMapSIv(N,nElem));

Row1 =N;

Row2 = NBN + N;

Pen_dop = DetJ_dop*G(N)*NdsSlv(idPov)%penalty*10000; !*VtoolSlv;

3

feSM(Row1,Row1)=feSM(Row1,Row1) + Pen_dop*( AxT(n)*AxT(n) );
feSM(Row1,Row2)=feSM(Row1,Row2) + Pen_dop*( AxT(n)*AyT(n) );
feSM(Row2,Row1)=feSM(Row2,Row1) + Pen_dop*( AyT(n)*AxT(n) );
feSM(Row2,Row2)=feSM(Row2,Row2) + Pen_dop*( AyT(n)*AyT(n) );
feRhs(Row1) = feRhs(Row1) + Pen_dop*AxT(n)*Wnt(n);

feRhs(Row2) = feRhs(Row2) + Pen_dop*AyT(n)*Wnt(n);

END DO;

wead

w(x, 1)

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III e B e PR
Milenin Andrzej, 2009 it Sremrmrs Trminn w Giareen

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III e B PR
Milenin Andrzej, 2009 i Sremrm s Truinnw Giareen

3. Problemy z ograniczeniami. Niesci§liwos¢.

J(VL,O'O Iysde+er,,J. 80 dV J.plvdS

DOF =2*10+7=27
Ncond = ne = 30
DOF<Ncond

n
K _ "o
lock —

Nyor

M jor 2n, Warunek Babuski-Brezzi

3. Problemy z ograniczeniami. Niesci§liwos¢.

" B =
L] ] =
] % L]
a [
| - il B It ]
4 & ]
) 2) 3)
Zadanie testowe:
3 2 2
Vz = 5 -3 (h —X )
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Rozwiazanie zadania Puazejla, a — K,=500p; b — K, =25000p; ¢ — K}, =100000.

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII II et b e

. . [ T A rr— m
Milenin Andrzej, 2009 ALE
1)
T
-".-: "
- e
a4 B0 x .
- 4
E
k3
]
L]
or
a2 o an % .
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4. Uwzglednienie tarcia za pomoca metody funkcji kary:

Iv,00)= % [uéiav + [ oydiv(E)ar -k V[ (v,f s K¥ =
4 Vv

N

= Feosew ey T osins w Clarven
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DO N=1,NBN
Row1 = N;
Row2 = NBN + N;
Wes=8.0/9.0;
if (N<=3) Wes=5.0/9.0;

Vmax = dV(n);
SigmaFr = m(n)*Ti(n)*(1-dexp(-0.722*Sx(n)/Ti(n)));
Pen_dop = Wes*DetJ_dop*X(n)*SigmaFr /Vmax;

feSM(Row1,Row1)=feSM(Row1,Row1) + Pen_dop !* Ax1(n)*Ax1(n);
feSM(Row1,Row2)=feSM(Row1,Row2) + Pen_dop !* Ax1(n)*Ay1(n);
feSM(Row2,Row1)=feSM(Row2,Row1) + Pen_dop !* Ay1(n)*Ax1(n);
feSM(Row2,Row2)=feSM(Row2,Row2) + Pen_dop !* Ay1(n)*Ay1(n);
feRhs(Row1) = feRhs(Row1) + Pen_dop * ( Ax1(n) * W1(n) );
feRhs(Row2) = feRhs(Row2) + Pen_dop * ( Ay1(n) * W1(n) );
end if;
END DO;
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Metoda elementéw brzegowych
(MEB, BEM)

Trevelyan J. Boundary Elements for Engineers (Theory and Applications): Computational Mechanics Publications, 1994 — 228 p.
S.L.Crouch and A.M.Starfield Boundary element methods in solid mechanics, George Allen & Unwin, London, 1983. 322 p.

www.wessex.ac.uk
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Fundamentalne rozwiazania zadani sprezystosci

Xy X3 Pl X5 X5)

o, q) =0 -8 P+ (xy —8,) + (x5 - &5

ZAAWANSOWANE METODY OBLICZENIOWE W INZYNIERII III s B P

= Feoaew e oo w Clareen
Milenin Andrzej, 2009 AE

Rozwiazanie zadan teorii sprezystosci za pomoca MEB moze by¢ oparte o rozwiazanie fundamentalne Kelvina,
ktore otrzymane w teorii sprezystosci dla zadania obliczenia stanu naprezen i przemieszczen w punkcie p

nieskonczonego os$rodka przy oddziatywaniu sity jednostkowej w punkcie g. Formuty Kelvina moga by¢ zapisane w
sposob nastgpujacy

1 or or
p, qJ=————|3-41)5, +—
u(p. ) 16z(1-v, )Gr (3-4v,) ‘J+8xi ox;
1 o or |or or or
t. = (-2v,)0 +3—— | —+(1-2v,) —V.— :
‘J(p’ q, V) 872'(1—V0)r2 ( VO) |_|+ axi axj 6V+( l/O a iv_] 6Xj V|

gdzie u;(p, q) — komponenty wektora przemieszeni w punkcie p w kierunku osi x; od oddziatywania sity
jednostkowej, przytozonej w punkcie q w kierunku osi x;; #;(p, ¢, v) — komponenty wektora sil wewngtrznych w

punkcie p na powierzchni charakteryzujacej kierunkiem normalnym v w kierunku osi x; od oddziatywania sity
jednostkowej, przytozonej w punkcie g w kierunku osi x;.

o e SRy
Ty i sl

r(p, 6])=\/(xl—51)2+(x2—§2)2+(x3—§3)2 | Y] A

i “"_',Huh‘r.:\.

* r L T A
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Fundamentalne rozwiazania zadani sprezystosci

dla ptaskiego stanu odksztalcen

87(1-v,)G ax, X,

]

— (leO)G [(3 —4v,)5, Inr b8 -¢) 79&‘35& ~5 )};

u,p. Q):—l{(3—4v0)é)‘ij 1nr_5f5f}=

0

¥

. Pl o

1 or Or |or or or
t;\p, q, v)=- 1-2v,)0, +2— — | ——(1-2v, | =— Vv, ——V, |p =
b a. v) 47[(]—\/0)1‘{{( b2 axj}av ( V°)[axiv- axjv]}

dr(l-vy )

= _1{(1_2"0){:(’9 _gi)é‘jk _(Xj _§j)§ik _(Xk -4 i T Z(Xl _é)(xjrzijXk _cfk)j|vk}-
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Przeksztalcenie formul Kelvina dla przypadku odksztalcenia ptaskiego osrodka
niescisliwego daje formuty

v, =05
F
vx:FX[g_x@] L &
24 x 2u" &
F, F,
- ,[g_ygj_ L E oy
2u & 2u & .
x__g & _ g L pixy)
Tx ZF{dc_x &’ th 5—)/ &z Fy o~
s
~ Fx
o? o2
o-y:Fx % x ;g F,» @*)/ zg
ax @ @ @
2 2
o =—Fx0”g— og

t,=o,a,+0,a,

1
g(x,y):—glnw/ixz +3? ’

gdzie FyiF, —rzuty sity, jaka dziata w liniowo lepkim o$rodku;
Vi, Vy, Oy, Oy, Oxy — predkosci ptynigcia i naprezenia w odleglosci x i y od punktu przytozenia obciazenia F;
1 —umowna lepkos$ci metalu.

t.=o0.a + 0,4,
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Obliczenie pochodnych
g(x,y): —iln« ix2 +y° '

1 X
2 e y) e y7)  2m 6 +y)

__V 1y __1_
@ 2”«ix2+yziwix2+y2i 2”(X2+y2)
174 X

&

Peg__Vof x J__ 1 1 2
a&° 7z ox\ (x* + )7 27| [+ (xz+yz)2

Pg__Lof y N[ 1 2
3" 2r d\x?+y? 27| (¥ +)?) (szry;)z

ﬂzg_é’ 1 x _ 1 2xy
ady oy 27 (x*+)7) 4 (x2+y2)z

(In(x)) =~
X

’

(wv) =u'v+uw'
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Idea metody MEB

Punkt na brzegu

Element [ ! |
brzegowy — f rf S
i <)
! - 4 v
=
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Przyktad: Modelowanie procesu spgczania probki z materialu
liniowo- lepkiego

by

Metoda rozwigzania

v oo F(,_ L oe\_F, g
Y 1 1 Y g Ox 2u " Ox
Warunki w weztach: t g ?"E F, og) F, 0g
v = i 3
..-" - .F.- ° 2u & oy 2u oy
» i i L) L ] 1:v=0; v,=1; t=? t=? a~0 a~ i 5 e e s g
1 2 2 =0; v=1; =2 t=? a0 a= 3 R P A P g
v n=Y% =0 =0 a~1 a~ 8 . .
4v=%v=0 t=0 t=0 a~1 a~0 f"F, Ne ‘" rFx - :F(%—x d g]+F(§— < g]
| el S:v=%0=0; =0 t=? a,~0 a~=- E -'f ¥ ¥y o
6:v=2v=0; t=0 t=? a0 a=- [ ] o, =-FxZE_ o8
w05 v,=% =2 t=0 a,=1a= 1 & Ty
[ L ] 8:v=0;v=2; t=? t=0 a~=1a= o 4 glx,y)=-=—Mn +y?
ol .
£
F
F t =oc.a +o,a
[ ] ¥ 8 5 T X
L = & i = t,=c.a, +o.a
E §
& 5 X E F
» L » = & Cad - .
¥ ¥
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v el 122 127 a0 a1 SVO(F, F, )= =0 SVO(F,.F)=v =0 Wyznaczenie niewiadomych w weztach
2:v=0; v=-1; t=? t=? a=0 a1 - - - : : -
Euhw G050 et 60 D e D Y D I N o el I DY NS D WAL G R
4:v="v=2, t=0 t=0 a=1 a=0 i=1 i=1 = [=] =] :
> Vi:?; VZZO; t);:() t};:? a;{:O a;:_ Zglv ”( Fy F, ) =1 Zx:v(l)(FX[’FVI): V(VZ) =-1 it(’l)(F;c[’Fui): til) Zs:t(vl)(FwFfi): t(v2)
6:v=%v=0; t=0 t=? a0 a=1 ztu)( ) PON zs:z“)(F F, ) OB =] ikl ) ) = ) E pri )
;: vng; vy:z; tX:: ty:g aX:-} a,~ FoF, x < xis x
v =0; v,=7;, t=7 t= == = 3 8 3
Vi Vy I x Y ] % % Zt(’)( F. F ) lf) =0 Zl(l) (Fx”F ) l;»A) =0 ilii)(in’Fw): tiﬂ =0 let(rl)(Fvi’F;‘l): tiA) =0 ivrn(sz:F,ri): VS) ZI:VY)(Frsty,‘): V.(YA)
¥ . 5 5 s 5
| E 0} _ 0 _ o F )= = O(F F )= y® (i) _ @
) Ir t : . zt“)( FoF ) t(j) 0 i (')(F F, ) (6) ~o zty (in’F:w) ty 0 zty (Rn’Fw) t, 0 zvy (quFw) Vy zvv (F ,F, ) vy

) y ) xi vi
N i=1 i=1 i=1 i=1
xi
i=1
8 8

8 5 8 6 . . 6 . 8 6
Al . A 2 F )= =0 S wE,.F )= v =0 SELE)= =0 FELE )= =0 [ S(E,E )= Zvﬁ"(F,.,F.)=v“

. . S vO(FLF,)=v® =0 Zglvj,"(in,Fw): VO =0 Zg‘,tj,"(@,ﬂ[): () t(”(F“,F )=1©
T = ZV?)(F;NF}:'): le” =0 zv.i‘)(Fw E\'i ): V,lxg) =0 E - ' - ' -
t" \ . ’ ‘- t'-ll i:g] ile 8 8 8 8
. . % YO(F,.F,)=1" =0 SR, F,)=1=0 SVO(FLE)=v =0 YO(F,.F,)=vO =0 Y07, F)=" Y iO(F,.F,)=1®
i . - i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
'i.'-" . 'lt' . F ., ;z‘”(Fn,Fy,): (=0 > (7, F,)=1® =0 Zgzvj"(Fﬂ,F“): W iv?)(Fﬁ,Fﬂ): ®
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Wyznaczenie niewiadomych w punktach wewnetrznych

”’(F F) e

xi®> " yi

o

(p) ()
vyl (Fri’ F:w) Vy

Moo

i

Zo,(p)(F F, ) o)
Zo'(p)(FusF ) (p)

8
Yo (FF,)=0f
i=1
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AGE
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Bezposrednia metoda MEB

Do obliczenia wspotczynnikéw uktadu rownan mozna wykorzysta¢ teoremat Kastiliano w
formie nastgpujace;j:

J.(t v, +1v )1.5’ J.(t;vart;vy)iS

N

gdzie S — dlugos¢ konturu; ¢, t, vy, v, — rzuty naprezen i prqdkosm plynigcia na brzegu obwodu (na elementach
brzegowych), odpowiadajace rzeczyw15temu stanu naprezen i odksztatcen; ¢, , ¢, v, , v, — kontrolne rozwiazanie,
jakie wyznaczamy przez przylozenie sit jednostkowych do kazdego elememu i obllczema naprgzen na innych
elementach z wykorzystaniem fundamentalnego rozwiazania (formut Kelvina).

[ |
-
r |
4 i ]
E | - L ] - -
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AGE

j(txv; + tyv; )iS = I(t:vx + t;vy }ZS
N

©”

I ( )dS Zv It )dS-i—Zv’jt
Iv( )dS Zv Ir )dS+Zv It
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" L B
Uktad rownan MEB
4 1
L e Sl S [ = So [ S i
a4 ") =l s, J=s; =, =,

N N N N
+ 4 Z’ SIVi (F")as + thv (F)as = ZVIt (F)as +;v,isffy (" )as

#*
-
*
[ ]
*
=

S Y P s S s il s o e b
S (2 0 ) (R M IR S
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Wyznaczenie niewiadomych w punktach wewnetrznych

Twierdzenie Somiliany

Nastgpnie wyznaczamy S$rednia warto$¢ intensywnosci predko$¢ odksztalcenia za pomoca formut
Somiliany:

vl () el ]ds+j[o Do, (F s
:_”“ )+ u,0,( ]der_” +‘7”(F)]ds’

gdzie us, u,, Os, G, — uzyskane wartosci gramcmych predkosci ptynigcia i naprezen w elementach brzegowych na
etapie biezacym; u,'(F;), u,'(Fi), o'(F;), 64'(Fi) — normalne i styczne predkosci plynigeia i napr¢zenia na granice C,
spowodowane wptywem sity jednostkowej F' w punkcie (X, y).
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Metoda automatow
komoérkowych

Milenin Andrzej, 2009
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Idea automatéw komorkowych
Summa=1 0l112
0/{0{0|1][]0|0]|0/0

Summa

o/o/1|1]1/0]0]0 Kod
0 0
0(1{2,0(2|1/0]0 ) )
1/0/0{2/0{0]|1]0 2 2
0 3
2 4
1 5
0 6
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L L LT
= Svsrmees T sias v Siaree
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Dodatkowy materiat
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e L R
= Sosrmees T asian v Saree

Uij(p’ q)

T el
1

- 167z(l -V, )Gr

-V )GI'

1 or

AGE
or
3-4 o —— | =
|:( VO 1) aXi 6XJ:|

r2

{(3 —4v,)5, +

1 or or |or or or
T,(p. g, V)=_W{{(1—2vo)§ij+3%%}% ( 2V°{axiv‘_axjv‘]}
B 1 1-2v, 3(X1_§i)(xj_§jxxk_§k)
787[(17V0)r2{ " [(Xifézi)é‘jk’(Xjffj)éik’(xkffk)é‘ij* 5




