Algebra Boole’a

Metoda wnioskowania boolowskiego pochodzi z 1847 roku od Boole’a i byta rozwijana przez innych matematykow
konica XIX-go wieku. Idee te zostaty ponownie odkryte w konteks$cie nowych zastosowan w naukach przyrodniczych
konica XX-go wieku.

Definicja 1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, a n dowolna, ustalong liczba naturalng. Dowolne przeksztatce-
nie d: X" — X nazywamy n-argumentowym dziataniem okre§lonym w zbiorze X, przy czym dziataniem zero-
argumentowym nazywamy dowolnie ustalony element zbioru X .

Definicja 2. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, a n dowolna, ustalong liczba naturalna. Strukturq algebraiczng
nazywamy strukture sktadajaca si¢ ze zbioru X wraz z pewna liczba dziatan d; (: = 1,...,n) okreSlonych w tym
zbiorze. Strukturg algebraiczng zapisujemy w postaci uktadu (X, dy, ..., d,).

Definicja 3. Niech (B, V,A,—,0,1) bedzie strukturg algebraiczna, w ktérej B jest niepustym zbiorem, V i A sa
dzialaniami dwuargumentowymi, — jest dzialaniem jednoargumentowym, a 0 i 1 dzialaniami zero-argumentowymi.
Strukture t¢ nazywamy algebrq Boole’a, jezeli dziatania V, A, —, 0, 1 sa tak okre$lone, ze spetniaja nastgpujace cztery
warunki:

1. Dziatania V i A sa taczne i przemienne.

2. Dzialanie V jest rozdzielne wzgledem A i odwrotnie.

3. Dla dowolnego a € B:

aV(-a) =1,
a A (—a) =0,
aV0=a,
aNl=a.

4. Elementy 01 1 sa r6zne.

Elementy zbioru B nazywamy statymi boolowskimi, za$ kazda zmienng przyjmujaca wartosci ze zbioru B nazy-
wamy zmienng boolowskq.

Prawa pochlaniania:

aVa=a,
aV(aAb)=a,
ala=a,
aA(aVb)=a.

Prawa de Morgana:
=(aVb) = (=a) A (D),
—(aAb) = (—a) V (—b).

Dwuwartosciowq algebrq Boole’a (BA) nazywamy algebre Boole’a dla ktérej B = {0, 1}, za$ dziatania V, A, =
odpowiadaja logicznej alternatywie, koniunkcji i negacji.

State boolowskie 0 i 1 wraz ze wszystkimi zmiennymi boolowskimi algebry BA i ich zaprzeczeniami nazywamy
literatami boolowskimi.

Definicja 4. Niech BA = (B, V,A,—,0,1) bedzie dwuwartosciowa algebra Boole’a. Zbidr wyrazeri (formut) bo-
olowskich algebry BA jest najmniejszym zbiorem spetniajacym nastgpujace dwa warunki:

1. Dowolna stata lub zmienna boolowska algebry BA nalezy do zbioru formut boolowskich algebry BA.

2. Jesli a, b sa formutami boolowskimi algebry BA, to réwniez —a, a Abi a Vb sa formutami boolowskimi algebry
BA.



Wartosciowanie W wyrazen (formut) boolowskich algebry BA jest funkcja przyporzadkowujaca kazdemu wy-
razeniu boolowskiemu liczbg ze zbioru {0, 1}. Dla dowolnego wyrazenia boolowskiego b, liczbg W (b) nazywamy
wartos$cia wyrazenia b i obliczamy ja w zwykty sposéb, tzn. poprzez wykonanie wszystkich dziataii wystgpujacych
w wyrazeniu b zgodnie z ich okresleniem oraz w kolejnosci wskazywanej przez nawiasy wystgpujace w wyrazeniu b.

Definicja 5. Niech BA = (B, V, A, —,0,1) bedzie dwuwartoSciowa algebra Boole’a, a n dowolna, ustalong liczba
naturalng. Dowolna funkcje f: B — B nazywamy funkcjq boolowskq n zmiennych.

Funkcje boolowska okreslamy za pomoca odpowiedniego wyrazenia boolowskiego. Mozna takze opisywa¢ funk-
cje boolowska za pomoca tabelki zawierajacej wszystkie mozliwe argumenty ze zbioru {0, 1}" wraz z odpowiadaja-
cymi im warto§ciami ze zbioru {0, 1}.

Przyktad: f(z1,z2,23) = (21 V x2) A (mx2 V 23).

Twierdzenie 1. Funkcj¢ boolowska n-zmiennych f mozna przedstawi¢ w dwdéch postaciach:

L f(z)=V(@{ A...Axd), gdzie a = (ay,. .., ay,) przebiega zbiér f~1(1) C {0,1}™,
2. f(x) = N@$* V...V air), gdzie a = (ay,...,an) przebiega zbiér f~1(0) C {0,1}",

przy czym oznaczenie z;* jest réwne z;, jesli a; = 11 -z, jesli a; = 0.
Posta¢ pierwsza nazywamy alternatywnq postaciq normalng (disjunctive normal form) i oznaczamy przez DNF ;.
Posta¢ druga nazywamy koniunkcyjnq postaciq normalng (conjunctive normal form) i oznaczamy przez CNF';.

Z powoddéw technicznych szczegdlnie atrakcyjna jest sytuacja, gdy do przedstawienia funkcji boolowskiej wy-
starcza dwa tzw. poziomy logiczne: poziom koniunkcji (na ktérym wystepuje koniunkcja statych lub zmiennych
boolowskich) i poziom alternatywy (gdzie wyrazenia koniunkcyjne z pierwszego poziomu tworza alternatywe). Taka
posta¢ funkcji boolowskiej nazywamy wielomianem boolowskim.

Definicja 6. Niech f bedzie funkcja boolowska n-zmiennych.

1. Jednomianem boolowskim (monom) nazywamy dowolne wyrazenie boolowskie bedace koniunkcja literatéw
boolowskich. Kosztem obliczeniowym jednomianu boolowskiego nazywamy liczbe literaléw boolowskich two-
rzacych jednomian boolowski.

2. Wielomianem boolowskim (polynomial) nazywamy dowolne wyrazenie boolowskie bedace alternatywa jed-
nomianéw boolowskich. Kosztem obliczeniowym wielomianu boolowskiego nazywamy sume arytmetyczna
kosztéw obliczeniowych wszystkich jednomianéw boolowskich tworzacych wielomian boolowski.

3. Wielomian boolowski p oblicza funkcje boolowskq f wtedy i tylko wtedy, gdy
Vz € f7H(B):p(x) = f(2).

4. Wielomian boolowski p nazywamy wielomianem boolowskim o najmniejszym koszcie obliczeniowym dla funk-
cji boolowskiej f wtedy i tylko wtedy, gdy p oblicza f i nie istnieje inny wielomian boolowski obliczajacy f
1 majacy mniejszy koszt obliczeniowy niz p.

Proces prowadzacy do przedstawienia funkcji boolowskiej w postaci wielomianu boolowskiego o najmniejszym
koszcie obliczeniowym nazywamy minimalizacjq funkcji boolowskiej. Definicje wielomianu boolowskiego obliczaja-
cego dang funkcje boolowska spetnia posta¢ DNF tej funkcji, a zatem dla kazdej funkcji boolowskiej istnieje chociaz
jeden wielomian boolowski obliczajacy t¢ funkcje. Zatem istnieje rowniez wielomian o najmniejszym koszcie obli-
czeniowym.

Definicja 7. Niech f bedzie funkcja boolowska n-zmiennych.

Funkcje boolowska fimp(x1,...,2,) = x?ll AN a;f: gdzie {x;,,...,z; } C {z1,..., 25} oraz a; € {0,1}
(dlai =1,...,k), nazywamy implikantem funkcji boolowskiej f wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest nastgpujacy
warunek: Vo € B": (fimp(x) =1 = f(x) =1).

Zbiér wszystkich implikantéw funkcji f oznaczamy przez I(f).



Definicja 8. Niech f bedzie funkcja boolowska n-zmiennych i niech implikant g € I(f). Implikant g nazywamy
implikantem pierwszym, jeSli jest implikantem minimalnym ze wzgledu na liczbe czynnikéw. Zbiér wszystkich im-
plikantéw pierwszych funkcji f oznaczamy przez PI(f).

Implikant pierwszy danej funkcji boolowskiej ma taka wtasno$¢, ze odrzucenie z niego dowolnego czynnika
powoduje, ze powstata w ten spos6b funkcja nie jest juz implikantem.

Twierdzenie 2. Wielomian boolowski o najmniejszym koszcie obliczeniowym dla funkcji boolowskiej f jest zbudo-
wany tylko z implikantéw funkcji f.



