Elementy rachunku catkowego

Catka oznaczona

Dana jest f(x), x0Ol|a,b]
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Dla f(x)=0 jest to pole pod krzywy.



Inne rodzaje catek oznaczonych
catka krzywoliniowa
dana jest funkcja F(r), okreslona na tuku krzywej K, od punktu A do punktu B
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catka powierzchniowa
dana jest funkcja F(r), okreslona na powierzchni S

[F(r)reS=limY F(r,) s
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catka objetosciowa
dana jest funkcja F(r), okreslona w obszarze V

[F(F)av =lim F(r, )av
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Catka nieoznaczona

(sin x = COSX
funkcja pierwotna pochodna

Jezeli F'(x) = f(x), to If(x)dxs F(x)

P T

catka nieoznaczona funkcja pierwotna
ale

[F(x)+const] = f(x)

wiec
j f (x)dx = F(x) + const

Catka nieoznaczona jest symbolem operacji matematynej odwrotnej do rozniczkowania. Wynik tej
operacji nie jest jednoznaczny. Wynikiem jest cataodzina funkcji pierwotnych, rozniacych s o
dowolna stafa.

Zr6dio informaciji o catkach nieoznaczonych — tablice



Zastosowania

1. Rozwhzywanie réwnan rozniczkowych

przykiad:

Y, inaczejV'(t) =a, wiec v(t) = fadt = at + const

dt
nieznam stafy const wyznaczamy z warunkow pocgtkowych, np. dlat =0, v(t) = v,

i otrzymujemy znane réwnaniev(t) = v, + at
2. Obliczanie catek oznaczonych

Twierdzenie o zwhzku miedzy catka oznaczom i nieoznaczon

[ (x)x=F (x)? =F ()~ F(a)

przyktad:
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To pozwala obliczy pole pod krzywa f(x)=cosx w tym przedziale:
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Praca, energia, moc

definicja pracy

—

W=F.s=(Fcosa)s=Fscosa

S

jednostka: 1 J (dzul)

1J=1N'1m



Uogolnienie: sila zmienna (zalezna od polozenia), przesunigcie po dowolnej krzywej:

n—> oo

Zwiazek miedzy praca a energia Kinetyczng
lemat (twierdzenie pomocnicze):
v’ dV-v) dv . _ dv _dv
= =— - V+V-—
dt dt dt dt dt




energia Kinetyczna:

moc srednia:

p="
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moc chwilowa:
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Codr

tu korzystamy z lematu

jednostka: 1J

jednostka: 1 W (wat)



Pole sil

Jezeli dany jest obszar przestrzeni taki, ze w kazdym punkcie okreslony jest wektor sily, to mowimy,
ze mamy w tym obszarze pole sil.

pr

Mowimy, ze w obszarze, w ktorym cialo po wykonaniu jakiegos ruchu i powrocie do punktu
poczatkowego zachowuje poprzednig zdolnos¢ do wykonania pracy, dzialaja sily zachowawcze, a
obszar ten nazywamy polem zachowawczym.

Przyklady wystepowania sil zachowawczych: sciskana i rozciggana sprezyna, wahadlo.

Definicja: jezeli praca wykonana wzdluz drogi zamknigtej jest rOowna zeru, to mowimy, ze pole jest
zachowawcze.




Twierdzenie: w polu zachowawczym praca jest niezalezna od drogi, zalezy tylko od punktow
poczatkowego i koncowego.

Dowod:
cjf«“.df:o
B A

. . 1
[F-d¥+ [F-d¥r=0 (1)
A B

(1) (2)
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Przyklady pol zachowawczych: pole sil sprezystosci, pole sil grawitacji.
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Notatka
dotąd wyłożyłem 9.11.2015


Energia potencjalna i potencjal

W polu zachowawczym mozna wprowadzi¢ funkcje, zalezng tylko od wspolrzednych, taka ze roznica
wartosci tej funkcji w dwoch punktach daje prace na drodze laczacej te punkty.
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E, — energia potencjalna
A
Jezeli rozwazymy przesuwanie ciala o masie jednostkowej, to otrzymamy funkcje¢ charakteryzujaca

pole — potencjal.
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j— y-de=U(B)-U(4), U=—- & potencjal, Y =— <& natezenie pola

i m m

y=—grad U, gradU = o , o , o ,.grad” czytamy ,,gradient”
ox dy 0z



Prawo zachowania energii mechanicznej

Rozwazmy samorzutny ruch ciala o0 masie m w polu sil zachowawczych

E(B)+E,(B)=E (4)+E,(4)

W polu sil zachowawczych calkowita energia mechaniczna jest stala.

k, + E = const




