Elementy mechaniki bryly sztywnej

bryla sztywna = uklad punktow materialnych o stalych odleglosciach wzajemnych
ruch bryly sztywnej — zlozenie ruchu postgpowego i obrotowego

Czysty ruch postepowy — trajektorie rownolegle
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Wystarczy opis ruchu srodka masy
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Czysty ruch obrotowy — jezeli kazdy punkt bryly porusza si¢ po okre¢gu, a srodki wszystkich okregow
lezg na linii prostej, zwanej osig obrotu.

Wybieramy dowolny punkt i przenosimy poje¢cia z kinematyki punktu materialnego
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Dynamika bryly sztywnej

Rownanie ruchu postegpowego (II zasada dynamiki):

Fron =90
4
zapisane w ukladzie inercjalnym.
Rownanie ruchu obrotowego (II zasada dynamiki):
N
Mo =4

rowniez w ukladzie inercjalnym, ale ponadto wektory:

M zewn - calkowity moment sily

%

L. - calkowity moment pedu

powinny by¢ mierzone wzgledem poczatku inercjalnego ukladu odniesienia.

Wazna uwaga: drugie rownanie pozostaje sluszne takze wtedy, gdy Mzwn i L mierzymy wzgledem

srodka masy.




Dynamika bryly sztywnej zalezy od rozkladu masy.

Rozwazmy obrot bryly wokol ustalonej nieruchomej osi: A
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Zdefiniujmy moment bezwladnosci bryly wzgledem osi
I = Z miriz
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1. Wynik jest wazny rowniez dla osi przechodzacej przez srodek masy i zachowujacej ustalony
kierunek w przestrzeni.

2. Energia kinetyczna calkowita:

E, = lm v?m +l]S,ma)2
2 2
3. Moment bezwladnosci mozna zdefiniowac dla ciaglego rozkladu masy
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Element calkowania dm trzeba przedstawi¢ jako p(r) dV , gdzie p(r) - gestosé ( p= Ej

I = J.rzp(r)dV
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Bryla niekoniecznie musi obracac si¢ wokol osi symetrii. Stosujemy wtedy

Twierdzenie Steinera

— !

srodek masy ¢ E

Jezeli moment bezwladnosci danego ciala wzgledem osi przechodzgcej przez Srodek masy wynosi /,

to moment bezwladnosci 7 wzgledem innej osi rownoleglej do niej wynosi

[=1,+mh’

gdzie m jest masg calej bryly, a i jest odlegloscia miedzy osiami.



Dowod:

(widok z gory, osie obrotu prostopadle do rysunku)

srodek masy

1, :Zmi(xiz +yi2)
]=Zlmi(x;2+y;2)=2mikxi—a)2+(yl.—b)2J=Zmi(xi2—2axi+a2+yl.2—2byl.+b2)=
=Zmi(xl.2+yi2)—2a2mixi—2b2miyi+Zmi(a2+b2)=[0—0—0+m(a2+b2)=10+mh2

o . ° ° 1 1
dwa czlony si¢ zeruja, poniewaz x, = - Z MX, sy Vi = . Z m.y,
i i

a w ukladzie sSrodka masy x,, =01i y, =0.



Moment pedu bryly sztywnej
(Kittel, Knight, Ruderman: '""Mechanika'")

L=>1=>Fxp, =) Fx(mv,)=) m¥x(&xF,)

przypomnienie

L = Zmi [’?2(7)_ (xia)x T )0, + 2,0, ) i:i]
jak wida¢ L na ogol nie jest réwnolegle do @ (czlon z T, psuje réwnoleglo$¢).

Po prostych przeksztalceniach mozna otrzymac nastepujacy uklad rownan:

L =10+ 6 +1]_

L =10+ 0+ 0

L =1 o + [Zya)y +1_w,
Moment pedu wyraza si¢ liniowo przez skladowe wektora predkosci katowe;j.

Skrotowy symboliczny zapis:
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gdzie I jest tensorem momentu bezwladnosci.



Tensor (w przestrzeni 3-wymiarowej) = (macierz 3x3) + (przepis jak si¢ ona zmienia przy zmianie
ukladu wspolrzednych).

W tym przypadku

XX xy Xz
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Wazne uwagi:

Zapis L = w, gdzie I jest liczbg, na ogol jest niepoprawny.
W pewnych przypadkach jest poprawny:
1. jezeli bryla symetryczna (kula, walec) obraca si¢ wokol osi symetrii
np.dlakuli / =7 =1_=1,apozostale sa=0.

2. dla kazdej bryly mozna znalez¢ taki uklad wspolrzednych (zwiazany z tg bryla), ze tensor I jest
macierzg diagonalng, tzn.

I, 0 0
i=(0 1,
0 0 I

osie tego ukladu = osie glowne; jezeli wybierzemy o$ gléwng jako o$ obrotu, np. 0§ z, to = (0,0, @, ),

E:(o,o [.w)) = E=JZZZ)

> T zz

Momenty bezwladnosci podane w tablicach sg wlasnie dla osi glownych.



