Elementy mechaniki bryly sztywnej

bryla sztywna = uktad punktow materialnych o statyd odlegtaciach wzajemnych
ruch bryty sztywnej — ztozenie ruchu posgpowego i obrotowego

Czysty ruch posgpowy — trajektorie rownolegte:
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Wystarczy opis ruchusrodka masy
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Czysty ruch obrotowy — jezeli kazdy punkt bryly porusza si¢ po okregu, asrodki wszystkich okregow
lezg na linii prostej, zwanej osi obrotu.

Wybieramy dowolny punkt i przenosimy pojecia z kinematyki punktu materialnego:
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Dynamika bryty sztywnej

Rownanie ruchu posgpowego (Il zasada dynamiki):

ﬁzewn - Q
dt
zapisane w ukfadzie inercjalnym.
Réwnanie ruchu obrotowego (Il zasada dynamiki):
M zewn — d—
dt

rowniez w uktadzie inercjalnym, ale ponadto wektory:

M zewn- catkowity moment sity

—

L - catkowity moment pedu

powinny byé¢ mierzone wzgédem pocatku inercjalnego uktadu odniesienia.

Wazna uwaga: drugie rOwnanie pozostaje stuszne tak wtedy, gdy M zewn i L mierzymy wzgledem

srodka masy.




Dynamika bryly sztywnej zalezy od rozktadu masy.

Rozwazmy obrot bryty wokot ustalonej nieruchomej osi: A
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1. Wynik jest wazny rowniez dla osi ruchomej, ale przechodgcej przezsrodek masy i zachowujcej
ustalony kierunek w przestrzeni.

2. Energia kinetyczna catkowita:
Ek :Emvs’zm _'_}ls’ma)2
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3. Moment bezwtadndci mozna tez zdefiniowa dla ciagtego rozkitadu masy:
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Element catkowaniadm trzeba przedstawé jako p(r) dV, gdzie p(r) - gestosé (,0 = —j

| = jrzp(r)dV



Bryta niekoniecznie musi obracg si¢ wokot osi symetrii. Stosujemy wtedy

Twierdzenie Steinera

|

v 1

srodek masy? |
1 []

Jezeli moment bezwtadndci danego ciata wzgldem osi przechodzcej przezsrodek masy wynosil,

to moment bezwtadndci | wzgledem innej osi_réwnolegtej do niejwynosi

| =1,+mh’

gdziem jest mag catej bryly, a h jest odlegt@cia miedzy osiami (dowdd pomijamy).



Moment pedu bryty sztywnej
(Kittel, Knight, Ruderman: "Mechanika")

L =Y T, =) Fxp, = er Zmrxmxr)

przypomnienie:

Ax(éxé):(A BE)B (A [B)é
rox(@xr,)=((F)a-(F (@)t

=3 mlo- (ks + @ + 7))
Jak wida¢ L na ogét nie jest réwnolegie dac (czion Z T, psuje rownolegiaé).
Rozpiszmy to na wspotrgdne
L, = Y mrla = > mx @+ y@, + zw,) %
L, =Y mrw, - > mxw, + @, +zw,)y,
=Y mrw, ~ Y m (X, + v, + 36,) 2

| pogrupujmy
L= > m (i =%, =Y mx v, -y mxza,
L,= =2 mMX Y, +Zm(ri2_yi2)wy - MYz,
L= -Ymxza, -y myze, Y m( -7,

Moment pedu wyraza sk liniowo przez sktadowe wektora pgdkosci katowe;:



L, =l a, +1 +1 4,
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L, =l,w +l, o +1,0,
L, =l +1,,0,t],w,
Skrétowy zapis:
L=la

gdzie | jest tensorem momentu bezwladnii (jego sktadowe mana odczyta& poréwnuj ac obydwa
uktady réwnan).

Skréotowa definicja: tensor (w przestrzeni 3-wymiaravej) = (macierz 3<3) + (przepis jak sg¢ ona zmienia
przy zmianie uktadu wspotrzednych).

Wazne uwagi:

zapisL =1 @, gdziel jest liczba, na ogotjest niepoprawny, bo wektoryL i « na ogoét nie g rownolegte.
W pewnych przypadkach zapis ten jest poprawny:
1. jezeli bryta symetryczna (kula, walec) obraca giwokoét osi symetrii,
2. dla kazdej bryly mozna znalezé taki uktad wspotrzednych (zwigzany z & bryta), ze tensor| jest
macierza diagonalm, tzn. ma wyrazy rane od zera tylko na gtdwnej przektnej. Osie tego uktadu

sa to osie gidwne Jezeli wybierzemy & gtowna jako os obrotu, np. & z, to W= (O, 0, wz), wtedy

L =(0,0,1 ,w)) = L = IZZ;), a to znaczy,ze wektory Liaw tym przypadku sa rownolegte.
Momenty bezwitadndci podane w tablicach g wtasnie dla osi gtownych.
3. jezeli bryta nieznacznie odbiega od idealnej symetrito wzor ten jest stuszny w przyblieniu.



Pewne zagadnienia ruchu obrotowego bryly sztywnej

a) ruch wzgledem osi nieruchome]

wybierzmy os zjako os nieruchoma

«a, =0, «,=0, «,=a

L, =L,codat)
L, = Lysin(wt)
L, = const

L, =14
L, =1 ,w
L, =1 ,w
; > r, - rzut r, na ptaszczyzg xy
X =r, codat) | == Mryz codat)
y, =g sinfwt) =1, =-> mryz sin(wt)
z = const | =const

—> precesja momentu gdu
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Problem ,bicia osiowego”
d—L - I\_jl zewn

dt

Zmiana momentu pedu wymaga zewgtrznego momentu sity. Dostarcza go kysko trzymajace &. Os
dziata sifg reakcji na tozysko — ,bicie osiowe”.

~"Wywa zanie” — przywracanie symetrii i redukcja ,bicia osiowego”.

Uwaga: chocia na ogotL # la, to jednak E, :%Ia)z, gdzie | jest momentem bezwiadngéci wzgledem
ustalonej osi obrotu.



b) ruch wzgledem osi swobodne]

Osiag swobodm moze byé tylko jedna z osi gtownych.
Osig stabilng jest & 0 najwigkszym momencie bezwiadnsi.
W polu grawitacyjnym jednorodnym

M zewn =0
d_L = O
dt

L = const

ale wtedy& ulega precesji (wzggdnos¢ ruchu).
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c)ruch baka symetrycznego w polu sit M #0

L

moment sit grawitacji

M =rxF
powoduje ruch momentu pedu
v=db
dt

Moment sit jest prostopadty do ptaszczyzny rysunku.
AL =M At

AL jest tez prostopadty do ptaszczyzny rysunku



AL OL = precesja momentu jdu

Predkos¢ katowa tej precesii:

jest rowna (dowdd pomijamy):

q=mor
la

Predkos¢ katowa precesji mka jest odwrotnie proporcjonalna do predkosci katowej obrotu baka.



