Zwigzek miedzy ruchem harmonicznym a ruchem jednostajnym po okegu

Rozwazmy rzuty Qi R punktu P na osiex iy:

Xo = Acosa
Y = Asina
a=wt+o

Xo = Acoqwt + J)

Ve = Asin(wt + J)

Jezeli punkt P porusza sg¢ ruchem jednostajnym po okregu, to jego rzuty na osie uktadu
wspotrzednych poruszap sie wzdtuz tych osi ruchem harmonicznym prostym.

Ruchy te maja te samy amplitude i czestosé kotowa, natomiast g przesunigte w fazie o7/2:

yr = Asin(a t+J)= Acos(n/2-(at+35))= Acos(a t + S - 7n1/2)



Sktadanie drgan

Ztozenie dwoch ruchéw harmonicznych prostych, w kierunkch prostopadtych, o tych samych
A «, przesunitych w fazie on/2, daje ruch po okregu.

Jezeli A 53 rozne:
x=A codat+J)

y = A sin(wt +9)
(ijz + (:j =cosS a +sin’a
&G

Przypadek ogolny: ztaenie dwdch ruchow harmonicznych prostych, w kierunkch prostopadtych,
0 roznych Ai a, przesunitych w fazie 00

x=A codc, t)
y= Aycos(a)yt+5)

otrzymujemy ruch po elipsie.

daje tzw. figury Lissajous.



Figury Lissajous
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stosunek cgstotliwosci = odwrotnemu stosunkowi ilégci przecigé figury z osiami uktladu wspotrzednych



Sktadanie drgan rownolegtych,

dudnienia
y, = Acosait
Y, = Acosw,t
Y=V, + Y, = A(COSC()lt + COSC(Jzt) =2A Co{%tj Co{all '|2'Cl)2 tj

: . + . : . : -G
Jest to drganie o cgstosci w, = % , 0 zmiennej amplitudzie2 A co{%tj.

Czestos¢ modulacji amplitudy: w, = @~

Jezeli roznica czstoici |a, — a,| jest mata, to mana zaobserwowd powolne narastanie i zmniejszanie
sie amplitudy — s to dudnienia.

Okres modulacji amplitudy: T, = 2_77.

A
Odbidr sygnatu jest zwizany z przekazem energii:  E O A?

W okresie czasul 5, kwadrat amplitudy 2 razy osiagga maksimum.
Stad okres dudnien: T, =3T, .

Styszaln@¢ dudnien akustycznych: wtedy, gdyf, =—<7Hz
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http://www.walter-fendt.de/phl14pl/beats pl.htm




Drgania ttumione

Sity oporu w gazach i cieczach (dla matych gdkosci):

F=-yv
Roéwnanie ruchu harmonicznego z ttumieniem (po prawjestronie musi byé suma wszystkich sit):
d X_ _yd_x
e dt

dx kK _ ydx

dt m m dt

Definiujemy:

czestos¢ drgan wiasnych niettumionych @, = \/E
m

wspotczynnik ttumienia B = na
2m
d X
+2 —+ x=0
g2 TP

Otrzymujemy rownanie rézniczkowe liniowe drugiego rzdu, zwyczajne, o statych wspotczynnikach.



Szukamy rozwizania: podstawiamyx = €'
a’e” +2pa e +wie” =0
Ta funkcja bedzie rozwigzaniem, jezeli a bedzie spetnia& rownanie charakterystyczne:
a’+2pa +w? =0
A=4B° - 4af
. AYO

a, =B -
B+ -k
x(t) = Ae™' + Age’?
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II. A{(O - rozwigzanie réwnania charakterystycznego wymaga liczb zpelonych, ale x(t) jest

rzeczywiste:
xX(t)= AeP' codwt+7J),  gdziew=.af - &

12_‘1-‘

x=Ae#!
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ruch pseudoperiodyczny (pseudookresowy)

pseudookres: T = 2n___ 2on

o ot -5

logarytmiczny dekrement ttumienia — logarytm naturadny stosunku dwoch amplitud w czasacit i

t+T (roznigcych sk o jeden pseudookres):
A=LT

energia zZmagazynowana i

Q=2 : : —=—
srednia energia tracona w 1 okrese A

dobroé:



. A=0

wtedy a,=a,=-f

ruch krytyczny (czerwona linia ciggta)

Ruch krytyczny jest przypadkiem granicznym — jest @jszybciej gasacym ruchem aperiodycznym.
Bardzo mate zmniejszenie ttumienia powoduje przégie do ruchu pseudoperiodycznego. Jest to

problem wazny dla techniki, gdy chcemy zoptymalizow& wygaszanie drga.



Drgania wymuszone

Roéwnanie ruchu harmonicznego z ttumieniem

d X _ y dx
dt dt
uzupetniamy dodajc site zewretrzna zalezna od czasuf(t)

dx dx

= —kx— y— + f
dt2 ydt ()
dx dx

dt2 ydt

+kx = f(t)

Zatozmy site harmoniczna:
f(t)=F cosa t

d X y%+kx F coswt

dt dt

d°x Z,Bd—+wox acoswt

dt? dt
Otrzymujemy

rownanie rozniczkowe liniowe drugiego rzdu, zwyczajne, o statych wspotczynnikach, niejednodne



Szkic rozwiazania

Twierdzenie matematyczne: peitne rozwizanie takiego rownania jest surg ogolnego rozwazania

rownania jednorodnego i szczegolnego rozgzania rownania niejednorodnego.

Rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego

?T)(+2,8—+a)§x 0

to

X;(t) = Ae™" + Ae”" b X (t)= Ae‘ﬂtcos(a)j t+5) ub X (t)=(A+At)e”

Szczegolne rozwgzanie rownania niejednorodnego ma posta
X, = Ay cos(a t +9)
gdzie
a
ek - e?) +4p%?

- 2a
w -

Ab:

tgd =




Kazde rozwigzanie ogodlne rownania jednorodnego zmierza wyktadozo do zera.

Zostaje tylko
x(t) = A cof(at +J)
Whioski:
1. Ruch wymuszony przez s¢ harmoniczng jest ruchem harmonicznym prostym o tej samej
czestosci kotowe] w
2. Amplituda i przesunigcie fazowe g jednoznacznie okrglone przez parametry sity wymuszagcej
| wkasciwosci uktadu drgajacego.
Zbadajmy zaleznos¢ Agi 0 od w

Mozna pokaza, ze A, (traktowana jako funkcja w) ma maksimum w punkcie

Wez =\/C’“§ _2/82

Zjawisko osiggania maksymalnej amplitudy drgaa wymuszonych dla pewnej ogstosci nazywamy

rezonansem

e, €St 10 CZSIOS¢ rezonansowa

Przyktadowe wykresy amplitudy i przesungcia fazowego:
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