
Równania ró»niczkowe liniowe rz¦du drugiego

1 Wst¦p

Równanie ró»niczkowe postaci

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (1)

gdzie p(x), q(x) i f(x) s¡ to dane funkcje ci¡gªe nazywamy równaniem ró»niczkowym
liniowym stopnia drugiego.

Podobnie jak dla równania liniowego rz¦du pierwszego, metoda rozwi¡zywania równania
(1) wiedzie poprzez rozwi¡zanie równania jednorodnego

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (2)

Twierdzenie 1 Je»eli funkcje y1(x) i y2(x) speªniaj¡ równanie (2), to ka»da funkcja

y = C1y1(x) + C2y2(x) (3)

gdzie C1 i C2 s¡ dowolnymi staªymi, speªnia tak»e to równanie.

De�nicja 1 Dwie caªki y1(x) i y2(x) równania (2) nazywamy ukªadem podstawowym
caªek tego równania, je»eli wro«skian

W (x) =

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′

1(x) y′
2(x)

∣∣∣∣ 6= 0 (4)

dla ka»dego x.

Twierdzenie 2 Je»eli caªki y1(x) i y2(x) równania (2) stanowi¡ ukªad podstawowy caªek
tego równania to

y = C1y1(x) + C2y2(x) (5)

gdzie C1 i C2 s¡ dowolnymi staªymi, jest rozwi¡zaniem ogólnym równania (2).

Znalezienie ukªadu podstawowego caªek jest zwykle zadaniem trudnym. Je»eli jednak
znamy CORJ (2) i chcemy znale¹¢ CORN (1) korzystamy (podobnie jak dla równa«
liniowych rz¦du pierwszego) z metody uzmienniania staªych b¡d¹ metody przewidywa«.
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1.1 Metoda uzmienniania staªych

W przypadku równania (1) zast¦pujemy staªe C1 i C2 w CORJ (2) funkcjami C1(x) i
C2(x), które dobieramy tak, by wzór

y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) (6)

przedstawiaª CORN.

Wobec (6) mamy

y′(x) = C ′
1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x) + C1(x)y′
1(x) + C2(x)y′

2(x) (7)

Dodatkowo »¡damy, by
C ′

1(x)y1(x) + C ′
2(x)y2(x) = 0 (8)

Wowczas
y′(x) = C1(x)y′

1(x) + C2(x)y′
2(x) (9)

oraz
y′′(x) = C ′

1(x)y′
1(x) + C ′

2(x)y′
2(x) + C1(x)y′′

1(x) + C2(x)y′′
2(x) (10)

Podstawiaj¡c wzory (6), (9) i (10) do (1) otrzymamy

C ′
1(x)y′

1(x) + C ′
2(x)y′

2(x) = f(x) (11)

Traktuj¡c równania (11) i (8) jako ukªad dwóch równa« liniowyh obliczamy

C ′
1(x) =

∣∣∣∣ 0 y2(x)
f(x) y′

2(x)

∣∣∣∣
W (x)

, C ′
2(x) =

∣∣∣∣y1(x) 0
y′

1(x) f(x)

∣∣∣∣
W (x)

(12)

Caªkuj¡c i podstawiaj¡c do (6) otrzymujemy CORN (1).

1.1.1 Przykªad 1

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania
y′′ + y = sin x (13)

znaj¡c dwie caªki szczególne odpowiadaj¡cego mu równania jednorodnego, y1(x) = sin(x)
i y2(x) = cos(x).

Poniewa» wro«skian

W (x) =

∣∣∣∣sin x cos x
cos x − sin x

∣∣∣∣ = − sin2 x− cos2 x = −1 6= 0

wi¦c CORJ y′′ + y = 0 jest y = C1 sin x + C2 cos x Korzystaj¡c z (8) i (11) dostajemy
ukªad równa« {

C ′
1(x) sin x + C ′

2(x) cos x = 0

C ′
1(x) cos x− C ′

2(x) sin x = sin x

St¡d
C ′

1(x) = sin x cos x, C ′
2(x) = − sin2 x
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zatem

C1(x) =
1

2
sin2 x + A, C2(x) = −x

2
+

1

4
sin 2x + B

Ostatecznie

y = A sin x + B cos x +
1

2
sin x− x

2
cos x

jest szukan¡ caªk¡ ogóln¡ równania (13).

1.1.2 Przykªad 2

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania
y′′ + 9y = x (14)

znaj¡c jedn¡ caªk¦ szczególn¡ odpowiadaj¡cego mu równania jednorodnego, y1(x) =
sin 3x.

Poniewa» iloczyn dowolnej staªej i rozwi¡zania równania jednorodnego jest rozwi¡zaniem
tego równania, wi¦c y2(x) = C sin 3x jest tak»e rozwi¡zaniem danego równania jedno-
rodnego. Jednak y1(x) i y2(x) nie tworz¡ ukªadu podstawowego caªek tego równania.
Uzmienniaj¡c staª¡ C wyznaczymy C(x) tak, aby funkcja y2(x) = C(x) sin 3x tworzyªa
wraz z y1(x) ukªad podstawowy.

y′′ + 9y = 0

y′
2(x) = C ′(x) sin 3x + 3C(x) cos 3x

y′′
2(x) = C ′′(x) sin 3x + 6C ′(x) cos 3x− 9C(x) sin 3x

Wstawiamy y(x) i y′′
2(x) do równania jednorodnego i otrzymujemy równo±¢

C ′′(x) sin 3x + 6C ′(x) cos 3x = 0

czyli
C ′′(x)

C ′(x)
= −6

cos 3x

sin 3x

st¡d

C ′(x) =
A

sin2 3x

gdzie A 6= 0 jest dowoln¡ staª¡. Dla A = −3 dostajemy C(x) = cos 3x
sin 3x

sk¡d y2(x) = cos 3x.

Funkcje y1(x) = sin 3x i y2(x) = cos 3x tworz¡ ukªad podstawowy caªek równania jedno-
rodnego y′′ + y = 0, poniewa» wro«skian W (x) = −3 6= 0. Zatem

y = C1 sin 3x + C2 cos 3x

Korzystaj¡c z (8) i (11) dostajemy ukªad równa«{
C ′

1(x) sin 3x + C ′
2(x) cos 3x = 0

3C ′
1(x) cos 3x− 3C ′

2(x) sin 3x = x

st¡d C ′
1(x) = 1

3
x cos 3x, C ′

2(x) = −1
3
x sin 3x, a zatem C1(x) = 1

9
x sin 3x + 1

27
cos 3x + A,

C2(x) = 1
9
x cos 3x− 1

27
sin 3x + B. Ostatecznie

y = A sin 3x + B cos 3x +
1

9
x

jest szukan¡ caªk¡ ogóln¡ równania (14).
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1.2 Metoda przewidywa«

Odgadni¦cie CSRN jest w wielu przypadkach ªatwe wówczas, gdy wspóªczynniki p(x) i
q(x) s¡ staªe, a f(x) jest funkcj¡ jednego z typów wymienionych przy omawianiu metody
przewidywa« dla równania rz¦du pierwszego.

1.2.1 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ szczególn¡ równania

y′′ + y = x2 (15)

speªniaj¡c¡ warunki pocz¡tkowe y(0) = 0 i y′(0) = 2.

Wiemy z poprzedniego przykªadu, »e CORJ y′′ +y = 0 jest y = C1 sin x+C2 cos x. CSRN
przewidujemy w postaci y1 = Ax2 + Bx + C, y′′

1 = 2A. Podstawiaj¡c powy»sze do (15)
mamy

Ax2 + Bx + C + 2A = x2

st¡d A = 1, B = 0, C = −2, wi¦c y1 = x2 − 2. Wzór y = C1 sin x + C2 cos x + x2 − 2
przedstawia CORN. Z warunków pocz¡tkowych obliczamy C1 = C2 = 2 i ostatecznie
szukan¡ caªk¡ szczególn¡ jest funkcja

y = 2 sin x + 2 cos x + x2 − 2

1.3 Zagadnienie brzegowe

Zagadnieniem brzegowym równania (1) nazywamy zagadnienie nast¦puj¡ce: znale¹¢ funk-
cj¦ y(x) speªniaj¡c¡ równanie (1) a ponadto warunki

y(x1) = k1, y(x2) = k2 (16)

Warunki (16) nazywamy warunkami brzegowymi. Innymi sªowy szukamy takiego rozwi¡-
zania równania ró»niczkowego, którego wykres przechodzi przez punkty (x1, k1) i (x2, k2).

1.3.1 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ szczególn¡ równania

y′′ + y = x (17)

speªniaj¡c¡ warunki brzegowe y(0) = 0 i y(π/2) = 0.

Caªka ogólna (17) ma posta¢

y = C1 sin x + C2 cos x + x

Uwzgl¦dniaj¡c warunki brzegowe mamy C1 = −π/2, C2 = 0, a wi¦c szukan¡ caªk¡
szczególn¡ jest funkcja

y = −π

2
sin x + x
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