Rozwiazywanie zagadnien brzegowych metoda
elementow skoniczonych

1 Zagadnienie brzegowe
(Boundary value problem, BVP)
1.1 Sformulowanie klasyczne
Znalez¢ rozwiazanie u(x), x € [0,1] rownania rozniczkowego drugiego rzedu postaci

—(a(z)u'(z))" + b(x)u(x) + c(z)u(z) = f(z), =z € (0,]) (1)

z jednym z nastepujacych warunkéw brzegowych dla z =01z = 1.

1. warunki brzegowe Dirichleta
u(0) =up lub wu(l) = uy, (2)

2. warunki brzegowe Neumanna
—a(0)u'(0) = lub a(l)u'() =y, (3)

3. warunki brzegowe Cauchy’ego

—a(0)u'(0) + Bou(0) = lub a()u'(1) + Gu(l) = i, (4)

Dane: CL(CC), b(l‘), C('T)7 50; ﬁl: f(x)v Uop, UL, Yo, Ni-

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy warunki Dirichleta dla x = 0 i warunki Cauchy’ego dla
x =1, czyli
u(0) = uo, a(l)u'(l) + Pu(l) =

1.2 Sformulowanie wariacyjne

Niech u bedzie rozwiazaniem problemu (1). Mnozymy roéwnanie (1) przez arbitralna
funkcje testowa v(z), spelniajacca warunek v(0) = 0 i calkujemy w przedziale (0, 1)

I I I I
/ —(au)'v dx + / bu'v dx + / cuv dr = / fvdx (5)
0 0 0 0

1



catkujac przez czeSci mamy

! !
/ —(au")'v dx = / au'v" dz — a(l)u'(1)v(l) + a(0)u'(0)v(0)
0 0
Z warunku Cauchy’ego w x = [ mamy

—a(l)u'(Do(l) = Bu(l)o(l) = yo(l)

W efekcie uzyskujemy nastepujace rozwigzanie wariacyjne BVP:

u(0) = ug
{fol(au’v’ + bu'v + cuv) dx + fu(l)v(l) = fol fv dx +~yv(l)

Wprowadzmy oznaczenia

l
L(v) = /0 fv dx +~yv(l)

B(u,v) = /Ol(au’v’ + bu'v + cuv) dx + Bu(l)v(l)

(8)

(9)

L(v) jest funkcjonatem liniowym, B(u,v) jest funkcjonatem biliniowym. Roéwnanie (7)

mozna zapisaé

B(u,v) = L(v)

(10)

Wprowadzamy funkcje @(x), spetniajaca warunek @(0) = ug. Podstawiajac w = u — @ i

korzystajac z biliniowosci funkcjonatu B(u,v), dostajemy

1.3 Roéwnowaznos$é z problemem minimalizacji

Wprowadzmy funkcjonat kwadratowy

Niech funkcjonal J(u) osiaga minimum w u oraz
o(e) = J(u+ ev)
1
= —B(u+ev,u+ev) — L(u + €v)

2
=SB0 + (5 (Blu,v) + Blo,u) — L)) + (5 Blu,w) — L(w)

Jezeli J osiaga minimum w u to ¢(&) musi osiaga¢ minimum dla £ = 0, czyli

¢

1
= (0) = 5(B(u,v) + B(v,u)) = L{v) =0

(11)



Jezeli B(u,v) jest forma symetryczna (czyli B(u,v) = B(v,u)) to
B(u,v) = L(v) (17)
Jest to warunek konieczny istnienia minimum u. Warunkiem wystarczajacym jest

B(v,v) >0, Yv#0 (18)

Twierdzenie 1 (Ré6wnowaznosé¢ problemu minimalizacji i wariacyjnego)

Jezeli forma B(u,v) jest symetryczma i dodatnio okreslona, to problemy minimalizacyjny
i wariacyjny sq réwnowazne, czyli u jest rozwigzaniem (10) wtedy i tylko wtedy gdy u jest
rozwigzaniem (17)

2 Metoda Galerkina

Idea metody jest aproksymacja rozwigzania liniowa kombinacja funkcji bazowych e; =

ei(x)
N N
u%ﬁ+2wjej, VR Zvjej (19)
j=1 j=1
Wspotczynniki w; nalezy wyznaczyc.

Podstawiajac do VBVP dostajemy

N N N
B(ii+ Y wje;, Y vje;) = L vje;) (20)
j=1 j=1 j=1

Poniewaz réwnanie (20) musi by¢ spelnione dla kazdej funkcji testowej v (a zatem dla
dowolnego zestawu parametréw v;), mozemy przyja¢ v; = d0;;, j = 1,..., N otrzymujac

uklad N réwnan N

B(i+ Y wjeje) = Lie), i=1,...,N (21)

J=1

Korzystajac z biliniowosci B(u,v) mamy

N
B(ii,e;) + Y Blej,e)w; = L(e;), i=1,....N (22)
7j=1
N
> Blej,ew; = L(e;) — B(ii,e;), i =1,...,.N (23)
j=1

Jezeli B;; = Blej,e;), B ={B;;} i L; = L'(e;) = L(e;) — B(u,e;), L' = {L}} to w celu
wyznaczenia rozwigzania nalezy rozwiaza¢ uktad rownan

Bu=1L

Czesto jako funkcje bazowe przyjmuje sie

T—Ti—1 . .
. {Ii_fﬂi—l dla x € (z;_1, ;)

S (24)
= dla x € (x4, i)

Tit1—Tq



3 Przyklad rozwigzania zagadnienia brzegowego
Metoda Elementéw Skonczonych

3.1 Sformulowanie silne
Rozwazmy réwnanie transportu ciepta

du ( du

~ k=) =0

dz ( dx)
Warunek Dirichleta w x = 0: u(0) = g
Warunek Cauchy’ego w x = 1: ku/(1) + hu(1) = huy
3.2 Sformulowanie wariacyjne
Znalez¢ funkcje u speliajaca

' dud
/O k%édw + hu(L)o(1) = huzo(l) Yo :o(0) =0

i taka, ze u(0) = ug

3.3 Rozszerzenie warunku brzegowego

Przyjmijmy
Podstawiamy v = u 4+ w

/01 kW%dm + h(a(l) +w(1))v(l) = huzv(l) Yo :v(0)=0

U didv U dw dv .
/0 k%%daﬁ + /0 k%%dx + ha(1l)v(l) + hw(1)v(1) = huzv(l) Yo :v(0) =0

U dw dv U didv .
/0 k%%dx + hw(1)v(1) = hugzv(l) — /0 k%%dx —hua(l)v(l) Yo:v(0)=0

Zadanie: znalez¢ funkcje u = @ + w spelniajaca

B(w,v) =L'(v) Yv:v(0)=0

gdzie
L dw do
B = k— —d hw(1)v(1
(w,v) /0 T s x4+ hw(1)v(1)
U da dv
L'(v) = - [ 2% — ha(w(
(v) = huzv(1) /0 kd:c d:cdx ha(1)v(1)

oraz w(0) =0



3.4 Konstrukcja podprzestrzeni elementéw skorniczonych

Dla N = 3 mamy

1 —2zdlaz € (0, 0.5) deq(x) —2 dla x € (0, 0.5)
er(w) = - (25)
0dlaze (05, 1) dr 0dlax e (0.5, 1)
2z dla x € (0, 0.5 des(x 2dlaxz € (0, 0.5
2—-2zdlaze (0.5, 1) dx —2dla z € (0.5, 1)
0dl 0, 0.5 d 0dl 0, 0.5
63(1}): axe( ) ) €3<$> _ a.’KE( ) ) (27)
20 — 1 dlaz € (0.5, 1) dx 2dlaxe (0.5, 1)
Problem przyblizony: znalezé¢ uy spetniajace
B(wh, Uh) = L/(Uh)
3
W= Wy = Z W;€;
i=1
czyli
3
> wiBleje) = L'(er)
j=1
Oznaczajac B;; = Bl(e;,e;) oraz L, = L'(e;) = L(e;) — B(u, e;), mamy:
By Bz Biz| |wr Ly
By Bay Bos wy | = | Lo (28)
B3y Bsy Bss| |ws Ls

Poniewaz w(0) = 0 oraz w(0) = Y27, w;e;(0) = wy (gdyz e1(0) = 11 e5(0) = e5(0) = 0),
wy = 0 1 uktad rownan (28) redukuje si¢ do

1 0 0 w1 0
0 BQQ 323 Wo | = LQ (29)
0 Bz Bas w3 Ls

Obliczamy

L dey de
BQQZ/O kd_;d_;dx+h62(1>e2(1)

1
B23 :/ k@@dﬁ—l—heg(l)&g(l)
0

dx dzx
B32 = B23
L des de
333 = /0 kd—;d—;dl’ + h@g(l)@g(l)
Y diide N
Ly = huges(1) — /0 k%d—;dx — ha(1)es(1)



U di des
Ls = 1) — ——dx — hu(l 1
3 = hugzes(1) /0 kdx T dx — hu(1)es(1)

Po obliczeniu wsq, w3 rozwigzanie przyblizone wyznaczamy jako

waes(x) dla z € (0, 0.5]
(@) + {wQeQ(:C) + wsez(z) dla z € (0.5, 1)

u(z) = uo(1 — z) + {21% dla € (0, 0.3

2wo(1 — ) +uz(2z — 1) dla = € (0.5, 1)



