
Równanie ró»niczkowe Bernoulliego

równania zupeªne

1 Równanie ró»niczkowe Bernoulliego

Równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du

dy

dx
= p(x)y + q(x)yr (1)

nazywamy równaniem ró»niczkowym Bernoulliego.

Gdy r = 0, równanie (1) jest równaniem liniowym niejednorodnym, gdy r = 1 � równa-
niem liniowym jednorodnym. Zakªadamy wi¦c, »e r 6= 0 i r 6= 1. Równanie (1) mo»na
sprowadzi¢ do równania liniowego, podstawiaj¡c

z = y1−r (2)

Ró»niczkuj¡c (2) mamy
dz

dx
= (1− r)y−r dy

dx
(3)

Mno»¡c obustronnie równanie (1) przez (1− r)y−r otrzymujemy

(1− r)y−r dy

dx
= (1− r)p(x)y1−r + (1− r)q(x)

st¡d, zgodnie z (2) i (3)

dz

dx
= (1− r)p(x)z + (1− r)q(x) (4)

Jest to równanie ró»niczkowe liniowe.

1.1 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

dy

dx
= −y

x
+

ln x

x
y2 (5)

Zgodnie z (2) (dla r = 2) podstawiamy z = 1/y. Wedªug (4) dostajemy

dz

dx
=

z

x
− ln x

x
(6)
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CORJ ma posta¢ z = Cx. W celu odnalezienia CORN (uzmiennianie staªej) przyjmujemy
z = C(x)x, z′ = C ′(x)x + C(x) i zgodnie z (6)

C ′(x)x + C(x) = C(x)− ln x

x

Kolejno

C ′(x) = − ln x

x2

C(x) =
ln x

x
+

1

x
+ C1

Wzór
z = C1x + ln x + 1

przedstawia caªk¦ ogóln¡ (6), a wzór

y =
1

C1x + ln x + 1

caªk¦ ogóln¡ (5).

1.2 Równanie Riccatiego

Mo»na wykaza¢, »e je»eli y1(x) jest caªk¡ szczególn¡ równania Riccatiego

dy

dx
= a(x)y2 + b(x)y + c(x)

to mo»na je sprowadzi¢ do równania Bernoulliego podstawiaj¡c z(x) = y(x)− y1(x).

2 Równanie ró»niczkowe zupeªne

Równanie ró»niczkowe rz¦du pierwszego

dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
(7)

mo»na zapisa¢ w równowa»nej postaci

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (8)

Mówimy, »e równanie (8) jest równaniem ró»niczkowym zupeªnym gdy istnieje funkcja
u(x, y), której ró»niczka zupeªna równa si¦ lewej stronie tego równania, a wi¦c gdy

∂u

∂x
= P (x, y) i

∂u

∂y
= Q(x, y) (9)

Na przykªad równanie 2xdx+3y2dy = 0 jest zupeªne, poniewa» lewa strona tego równania
jest ró»niczk¡ zupeªn¡ funkcji u = x2 + y3.
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Wiadomo, »e istnieje funkcja, dla której s¡ speªnione równo±ci (9) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest speªniony warunek

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
(10)

Wtedy jedn¡ z funkcji, dla których zachodz¡ równo±ci (9) jest funkcja u(x, y) wyra»ona
za pomoc¡ wzoru

u(x, y) =

∫ x

x0

P (t, y)dt +

∫ y

y0

Q(x0, t)dt (11)

Przypu±¢my, »e funkcja y(x) speªnia równanie (8), czyli

P (x, y(x)) + Q(x, y(x))y′ = 0

St¡d, zgodnie z (9), otrzymujemy

∂u(x, y(x))

∂x
+

∂u(x, y(x))

∂y
y′ = 0

czyli
d

dx
u(x, y(x)) = 0

i wobec tego
u(x, y(x)) = C (12)

gdzie C jest dowoln¡ staª¡

2.1 Twierdzenie:

Je»eli funkcje P (x, y) i Q(x, y) klasy C1 speªniaj¡ warunek (10) oraz Q(x, y) 6= 0, to wzór
(12), w którym funkcja u(x, y) jest okre±lona równo±ci¡ (11), przedstawia caªk¦ ogóln¡
równania ró»niczkowego zupeªnego (8), a ponadto przez ka»dy punkt (x0, y0) przechodzi
dokªadnie jedna krzywa caªkowa tego równania.

2.2 Przykªad 1

Znale¹¢ calk¦ ogóln¡ równania

(x3 + xy2 + 1)dx + (x2y + y3)dy = 0 (13)

Poniewa»
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
= 2xy

s¡ speªnione zaªo»enia powy»szego twierdzenia. Zgodnie z (11)

u(x, y) =

∫ x

x0

(x3 + xy2 + 1)dx +

∫ y

y0

(x2
0y + y3)dy =

x4

4
+

x2y2

2
+ x +

y4

4
+ C1

gdzie C1 jest pewn¡ staª¡ zale»n¡ od punktu (x0, y0). Zatem wzór

x4

4
+

x2y2

2
+ x +

y4

4
= C

przedstawia caªk¦ ogóln¡ równania (13).
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2.3 Przykªad 2

Znale¹¢ calk¦ ogóln¡ równania

(sin xy + xy cos xy + 1)dx + x2 cos xydy = 0 (14)

Poniewa»
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
= 2x cos xy − x2y sin xy

s¡ speªnione zaªo»enia twierdzenia.

Wyznaczamy funkcj¦ u(x, y) speªniaj¡c¡ oba warunki (9). Caªkuj¡c wzgl¦dem x pierwszy
z nich, tzn.

∂u

∂x
= sin xy + xy cos xy + 1

otrzymamy
u(x, y) = x sin xy + x + C1(y)

gdzie C1(y) jest dowoln¡ funkcj¡ ró»niczkowaln¡.

Drugi z warunków (9) przyjmuje teraz posta¢

x2 cos xy + C ′
1(y) = x2 cos xy

sk¡d
C1(y) = C2

Wobec tego u(x, y) = x sin xy + x + C2 i zgodnie z (12) wzór

x sin xy + x = C

przedstawia caªk¦ ogóln¡ równania (14).

2.4 Czynnik caªkuj¡cy

Przypu±¢my, »e równanie (8) nie jest równaniem ró»niczkowym zupeªnym. We¹my pod
uwag¦ funkcj¦ µ(x, y). Rozwa»my równanie

µ(x, y)P (x, y)dx + µ(x, y)Q(x, y)dy = 0 (15)

b¦d¡ce wynikiem obustronnego pomno»enia równania (8) przez µ(x, y). Mówimy, »e funk-
cja µ(x, y) jest czynnikiem caªkuj¡cym równania (8), gdy równanie (15) jest równaniem
ró»niczkowym zupeªnym, czyli

∂(µP )

∂y
=

∂(µQ)

∂x

lub inaczej

P
∂µ

∂y
−Q

∂µ

∂x
= µ

∂Q

∂y
− µ

∂P

∂x
(16)
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2.5 Przykªad

Równanie
(3x + 2y + y2)dx + (x + 4xy + 5y2)dy = 0 (17)

nie jest równaniem ró»niczkowym zupeªnym, poniewa»

∂P

dy
= 2 + 2y i

∂Q

dx
= 1 + 4y

Mno»¡c równanie (17) obustronnie przez funkcj¦ x + y2 otrzymamy

(x + y2)(3x + 2y + y2)dx + (x + y2)(x + 4xy + 5y2)dy = 0 (18)

Jest to równanie ró»niczkowe zupeªne, wi¦c funkcja µ = x+y2 jest czynnikiem caªkuj¡cym
równania (17).

Rozwi¡zanie:
∂u

∂x
= P (x, y) = 3x2 + 2xy + 4xy2 + 2y3 + y4

po scaªkowaniu otrzymamy

u(x, y) = x3 + x2y + 2x2y2 + 2xy3 + xy4 + C1(y)

∂u

∂y
= Q(x, y) = x2 + 4x2y + 6xy2 + 4xy3 + C ′(y) = x2 + 4x2y + 6xy2 + 4xy3 + 5y4

czyli C ′(y) = 5y4 st¡d C(y) = y5 + C2

Ostatecznie caªk¡ ogóln¡ równania (17) jest

x3 + x2y + 2x2y2 + 2xy3 + xy4 + y5 = C

Poszukiwanie funkcji µ(x, y) na ogóª nie jest ªatwe. Zadanie to upraszcza si¦, gdy funkcja
µ(x, y) jest funkcj¡ tylko jednej zmiennej, czyli gdy µ = µ(x) lub µ = µ(y).

Równanie (16) mo»na zapisa¢ w postaci

1

µ

(
∂µ

∂x
− P

Q

∂µ

∂y

)
=

1

Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
(19)

lub
1

µ

(
∂µ

∂y
− Q

P

∂µ

∂x

)
=

1

P

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
(20)

1. µ = µ(x). Wtedy ∂µ
∂x

= dµ
dx

i ∂µ
∂y

= 0, wi¦c zgodnie z (19)

1

µ

dµ

dx
=

1

Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
(21)

St¡d wynika, »e prawa strona równania (21) jest funkcj¡ tylko zmiennej x. Tak
wi¦c warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym na istnienie czynnika caªkuj¡cego
zale»nego tylko od x jest, by prawa strona równania (19) byªa funkcj¡ tylko zmiennej
x.

Wówczas zgodnie z (21) mamy

µ(x) = e
R

1
Q( ∂P

∂y
− ∂Q

∂x )dx (22)
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2. µ = µ(y). Wtedy ∂µ
∂y

= dµ
dy

i ∂µ
∂x

= 0, wi¦c zgodnie z (20)

1

µ

dµ

dy
=

1

P

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
(23)

St¡d wynika, »e prawa strona równania (23) jest funkcj¡ tylko zmiennej y. Tak
wi¦c warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym na istnienie czynnika caªkuj¡cego
zale»nego tylko od y jest, by prawa strona równania (20) byªa funkcj¡ tylko zmiennej
y.

Wówczas zgodnie z (23) mamy

µ(y) = e
R

1
P ( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y )dy (24)

2.6 Przykªad 1

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

(y3 + y2 − x2y − 2xy)dx + (3y2 + 2y − x2)dy = 0 (25)

Mamy
∂P

∂y
= 3y2 + 2y − x2 − 2x i

∂Q

∂x
= −2x

zatem równanie (25) nie jest równaniem ró»niczkowym zupeªnym. Poniewa»

1

Q

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
=

3y2 + 2y − x2

3y2 + 2y − x2
= 1

wi¦c zgodnie z (22) funkcja µ(x) = ex jest czynnikien caªkuj¡cym równania (25). Zatem

ex(y3 + y2 − x2y − 2xy)dx + ex(3y2 + 2y − x2)dy = 0

jest równaniem ró»niczkowym zupeªnym. Rozwi¡zaniem tego równania (a zatem i rów-
nania (25)) jest funkcja u(x, y), dla której

∂u

∂x
= ex(y3 + y2 − x2y − 2xy) i

∂u

∂y
= ex(3y2 + 2y − x2) (26)

Caªkuj¡c obustronnie pierwsz¡ z równo±ci (26) otrzymamy

u = ex(y3 + y2 − x2y) + C1(y)

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem y i porównuj¡c z drug¡ równo±ci¡ (26) mamy

ex(3y2 + 2y − x2) + C ′
1(y) = ex(3y2 + 2y − x2)

st¡d C ′
1(y) = 0 i C1(y) = C2, zatem wzór

ex(y3 + y2 − x2y) = C

przedstawia caªk¦ ogóln¡ równania (25).
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2.7 Przykªad 2

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

(x2y − y ln y)dx + (
2

3
x3 − 2x ln y − x)dy = 0 (27)

Mamy
∂P

∂y
= x2 − ln y − 1 i

∂Q

∂x
= 2x2 − 2 ln y − 1

zatem równanie (27) nie jest równaniem ró»niczkowym zupeªnym. Poniewa»

1

P

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

x2 − ln y

x2y − y ln y
=

1

y

wi¦c zgodnie z (24) funkcja µ(y) = y jest czynnikien caªkuj¡cym równania (27). Zatem

y(x2y − y ln y)dx + y(
2

3
x3 − 2x ln y − x)dy = 0

jest równaniem ró»niczkowym zupeªnym. Rozwi¡zaniem tego równania (a zatem i rów-
nania (27)) jest funkcja u(x, y), dla której

∂u

∂x
= x2y2 − y2 ln y i

∂u

∂y
=

2

3
x3y − 2xy ln y − xy (28)

Caªkuj¡c obustronnie pierwsz¡ z równo±ci (28) otrzymamy

u =
x3

3
y2 − xy2 ln y + C1(y)

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem y i porównuj¡c z drug¡ równo±ci¡ (28) mamy

2

3
x3y − 2xy ln y − xy + C ′

1(y) =
2

3
x3y − 2xy ln y − xy

st¡d C ′
1(y) = 0 i C1(y) = C2, zatem wzór

1

3
x3y2 − xy2 ln y = C

przedstawia caªk¦ ogóln¡ równania (27).
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