
Metoda Ró»nic Sko«czonych (FDM)
na przykªadzie równania konwekcji � dyfuzji

1 Równanie konwekcji � dyfuzji

Równanie konwekcji�dyfuzji ma posta¢:

c
du(x)

dx
− d2u(x)

dx2
= f(x) (1)

Warunki brzegowe:
u(0) = u0, u(1) = u1

Szukamy funkcji [0, 1] 3 x→ u(x) ∈ R
Staªa c jest dana
Funkcja [0, 1] 3 x→ f(x) ∈ R jest dana

2 Rozwi¡zanie numeryczne wykorzystuj¡ce FDM

1. Dzielimy przedziaª [0, 1] na n podprzedziaªów [xi−1, xi], i = 1, . . . , n o dªugo±ci
h = 1

n
; wtedy xi = ih = i

n
.

2. Zapisujemy równanie konwekcji � dyfuzji u»ywaj¡c notacji xi

cu′(xi)− u′′(xi) = f(xi), i = 1, . . . , n− 1

u(x0) = u(0) = u0

u(xn) = u(1) = u1

3. Przybli»amy pochodne (ró»nice centralne)

u′(xi) =
u(xi+1)− u(xi−1)

2h

u′′(xi) =
u(xi+1) + u(xi−1)− 2u(xi)

h2

4. Wprowadzamy ukªad równa« na u(xi)

c
u(xi+1)− u(xi−1)

2h
− u(xi+1) + u(xi−1)− 2u(xi)

h2
= f(xi)

1



u(xi−1)

[
− c

2h
− 1

h2

]
+ u(xi)

[
2

h2

]
+ u(xi+1)

[
c

2h
− 1

h2

]
= f(xi)

Dostajemy wi¦c ukªad n − 1 równa« (dla i = 1, . . . , n − 1) z n − 1 niewiadomymi
u(xi), i = 1, . . . , n− 1. Ukªad ten ma posta¢

Au = b (2)

gdzie A jest macierz¡ trójprzek¡tniow¡ o warto±ciach 2
h2 na gªównej przek¡tnej,

warto±ciach − c
2h
− 1

h2 pod gªówn¡ przek¡tn¡ i warto±ciach c
2h
− 1

h2 nad gªówn¡
przek¡tn¡. Dla u0 = u1 = 0 wektor wyrazów wolnych ma posta¢

b = [f(x1), f(x2), . . . , f(xn−1)]
T

Rozwi¡zanie równania (1) sprowadza si¦ wi¦c do rozwi¡zania ukªadu równa« linio-
wych (2).

3 Rozwi¡zanie dokªadne

Dla funkcji f(x) = ax + b rozwi¡zanie analityczne równania (1) jest nast¦puj¡ce:

u(x) =
k

c
(exp (cx)− 1) +

a

2c
x2 + (

a

c2
+

b

c
)x + u0

gdzie

k =
2c2(u1 − u0)− (ac + 2a + 2bc)

2c(exp (c)− 1)

2


