Roéwnania rézniczkowe Lagrange’a 1 Clairauta

1 Wstep
WeZmy pod uwage rownania roézniczkowe postaci

y=9(zy) (1)
oraz

r = h(y,y) (2)

Dla uproszczenia pochodng 3’ funkcji y bedziemy oznaczaé litera p.

1.1 Roéwnanie (1)

Rownanie (1) przyjmuje postac

Rozniczkujac (3) obustronnie wzgledem x otrzymamy
dg | Ogdp
I 4
P= 5z Op dx (4)

Jest to rownanie rozniczkowe rzedu pierwszego ze wzgledu na funkcje p(z).

Niech
gdzie C jest dowolna stala bedzie calka ogdlng rownania (4). Korzystajac z (3) i (5)
otrzymamy

y = g(z,¢(z,C)) (6)
ktory przedstawia catke ogdlna réwnania (3).
Jezeli zatozymy, ze funkcja p = p(z) ma funkcje odwrotna x = z(p), to rownanie (4)
mozemy zastapi¢ réwnowaznym roéwnaniem

dz dg\ Og
dp (p 31’) ~ Op @)
Niech
z =14(p,C) (8)
bedzie calka ogolna rownania (7). Wobec (3)
y =9/, C),p) (9)

Moéwimy, ze wzory (8) i (9) opisuja parametrycznie catke ogolna rownania (3), przy czym
p odgrywa role parametru. Jezeli wyrugujemy p ze wzorow (8) i (9) to otrzymamy calke
ogdlna w postaci (6).



1.2 Przyklad

Znalez¢ catke ogolng rownania

2
T
y=24r+ )+ 5 (10)
Rozniczkujac rownanie (10) otrzymamy
d d
p:2—px+2p+2p—p+x
dz dx
skad
d
%£@+m+x+p:0
czyli
dp
2—+1| =0 11
w4 (22 +1) (1)
Jezeiz+p=0top=—zi
22
y= ) (12)
jest rozwigzaniem szczegblnym rownania (10). Jezeli x + p # 0, mamy wobec (11)
dp
2—+1=0
dx *
skad
1
p=—5% +C
gdzie C jest dowolna stata. Tak wiec, zgodnie z (10) wzor
1
Yy = —sz +2C + C? (13)

przedstawia caltke ogolna rownania (10), ktora jednak nie obejmuje rozwiazania szczegol-
nego (12).

1.3 Roéwnanie (2)

Rownanie (2) rozwigzuje sie podobnie jak rownanie (1). Jezeli ¥ = p to Z—i = ]13, przy
czym p = p(y). Zgodnie z (2)
z = h(y,p) (14)
Rozniczkujac (14) obustronnie wzgledem y otrzymamy
1 Oh Ohd
=1 onap (15)
p Oy Opdy
Jest to rownanie rozniczkowe rzedu pierwszego ze wzgledu na funkcje p(y).
Niech
p=9(y,C) (16)

gdzie C jest dowolng stalg, bedzie catka ogdlna rownania (15). Korzystajac z (14) i (16)
otrzymamy wzor

x = h(y, (y, C)) (17)
ktory przedstawia catke ogolng rownania (14).
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1.4 Przyklad

Znalez¢ catke ogolng rownania

r=(y) =y +10 (18)
Uwzgledniajac ¥’ = p mamy
r=p>—p+10 (19)
Rozniczkujac (19) obustronnie wzgledem y otrzymamy
1 dp dp
S=p— — =2
p dy  dy
skad
dp 1
2p—1)— = - 20
-3 =- (20)
Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych. Catkujac je dostajemy
23 1,
=-p° — = C 21
y=gp -5+ (21)

Nie wyznaczajac p z (21) mozemy uwazaé, ze wzory (19) i (21) opisuja parametrycznie
catke ogdlna rownania (18).

2 Roéwnanie rézniczkowe Lagrange’a

Roéwnanie rozniczkowe

y =)z + ) (22)
nazywamy réwnaniem rézniczkowym Lagrange’a. Réwnanie to jest postaci (1). Konse-
kwentnie korzystajac z oznaczenia y' = p (22) przybiera postac

y = ¢p)z +¢(p) (23)
Rozniczkujac (23) obustronnie wzgledem x otrzymamy
/ / dp
p =) + ¢z +4'(p)] (24)

z funkcja niewiadoma p(x). Rownanie (24) mozemy zastapi¢ rownaniem rozniczkowym
liniowym rzedu pierwszego

dv ') V0

dp o) —p  p—¢D) %)
z funkcja niewiadoma x(p), ktore potrafimy scatkowaé
Niech
x=w(p,C) (26)
bedzie catka ogolng rownania (25). Zgodnie z (23)
y=¢p)w(p,C) +1(p) (27)

Wzory (26) i (27) opisuja parametrycznie catke ogolna rownania Lagrange’a.
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2.1 Przyktad

Znalez¢ catke ogolng rownania

Zgodnie z (25) mamy

CORN (29) jest

xr =

1—2p n C

2p*(1—=p)* (1 —p)?

Wobec (28) i (30) mamy
1—2p Cp?

2a—p2 (1-p)

y:

1
SRR

(28)

(29)

(30)

(31)

Wrzory (30) i (31) opisuja parametrycznie catke ogélna réwnania (28) (nie zawiera ona

jednak rozwiazania szczegolnego y = x + 1).

3 Rownanie rozniczkowe Clairauta

Rownanie rézniczkowe
y=yr+oy)

(32)

nazywamy rownaniem rozniczkowym Clairauta. Réwnanie to jest szczegélnym przypad-

kiem rownania Lagrange’a. Korzystajac z oznaczenia y' = p (32) przybiera posta¢

y = pr+Y(p)

Rozniczkujac (33) obustronnie wzgledem x otrzymamy

;o\ dD
p—p+[l’+w(p)]dx
czyli
dp 1N
%[ +4¢'(p)] =0
skad
dp
%—O
lub
4+ (p) =0

Wobec (34) mamy p = C, wiec zgodnie z (33) jednoparametrowa rodzina prostych

y=Cz+y(0)

jest calka ogdlnag rownania (32).

(33)

(34)

(35)

(36)



Rysunek 1: Graficzne rozwigzanie rownania (39).

Z kolei wobec (35) mamy
z = —/(p) (37)
skad na podstawie (33)
y=—p¥'(p) +¥(p) (38)

Mozna udowodnié¢, ze krzywa okreslona parametrycznie rownaniami (37) i (38) jest krzy-
wa catkows rownania (32).

3.1 Przyklad

Rozwiaza¢ rownanie

1
y=wyt o (39)
Na podstawie (36) rodzina prostych
1
=C — 40
y=Cr+ 57 (40)
jest caltka ogélna rownania (39). Zgodnie zas z (37) i (38) réwnania
1 1
- == 41
T=om VT (41)
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opisuja parametrycznie rozwiazanie osobliwe rownania (39). Jezeli z rownan (41) wyru-
gujemy p to otrzymamy parabole y* = 2z, ktora (bez swojego wierzcholka) jest obwiednia
rodziny prostych (40) (patrz rysunek 1).



