Roéwnanie rézniczkowe Bernoulliego
rownania zupeine

1 Roéwnanie rézniczkowe Bernoulliego

Rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu

d
= p(@)y + @)y

nazywamy rownaniem rézniczkowym Bernoulliego.

(1)

Gdy r = 0, rownanie (1) jest rownaniem liniowym niejednorodnym, gdy r = 1 — réwna-
niem liniowym jednorodnym. Zaktadamy wiec, ze r # 0 i r # 1. Rownanie (1) mozna

sprowadzi¢ do réwnania liniowego, podstawiajac

2=y
Rozniczkujac (2) mamy
dz dy

%:(1—7“)?/ e

Mnozac obustronnie réwnanie (1) przez (1 — r)y~" otrzymujemy

(1= % = (L= )y + (1= )g(a)

stad, zgodnie z (2) i (3)

%
dx

Jest to rownanie rézniczkowe liniowe.

= (1 =r)p(z)z + (1 = 7)q()

1.1 Przyklad

Znalez¢ catke ogolng rownania

d Inz
dz T T

Zgodnie z (2) (dla r = 2) podstawiamy z = 1/y. Wedlug (4) dostajemy

dz z Inz

dr «x T

1

(2)

(3)



CORJ ma postaé z = Cx. W celu odnalezienia CORN (uzmiennianie statej) przyjmujemy
z=C(x)z, 2 = C'(z)r + C(x) i zgodnie z (6)

1
C'(x)x +C(z) = C(x) — i
x
Kolejno
Inx
C/(ZE) = —?
Inz 1
Clz)=—+-4+0C
Wzor
z=Ciz+lnz+1
przedstawia catke ogolna (6), a wzor
1
y =
Cizx+Inzx+1

catke ogolna (5).

1.2 Rownanie Riccatiego

Mozna wykazaé, ze jezeli y;(x) jest calky szczegolng réwnania Riccatiego

dy _

- a(x)y® + b(x)y + c(z)

to mozna je sprowadzi¢ do roéwnania Bernoulliego podstawiajac z(x) = y(z) — y1(z).

2 Roéwnanie rézniczkowe zupeine

Roéwnanie rozniczkowe rzedu pierwszego

dy  P(z,y)

dv — Q(z,y)

mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci

P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0 (8)

Mowimy, ze réwnanie (8) jest rdwnaniem rdzniczkowym zupelnym gdy istnieje funkcja
u(zx,y), ktorej rozniczka zupelna réwna sie lewej stronie tego rownania, a wiec gdy

ou ou

g =Py 1 5o =0wy) (9)

Na przyktad rownanie 2zdz+3y*dy = 0 jest zupelne, poniewaz lewa strona tego rownania
jest rozniczka zupelng funkeji v = 2% + 3.



Wiadomo, ze istnieje funkcja, dla ktorej sa spetnione rownosci (9) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest spelniony warunek
or  0Q
oy Oz
Wtedy jedna z funkcji, dla ktorych zachodza rownosci (9) jest funkcja u(z,y) wyrazona
za pomocy wzoru

(10)

u(z,y) = /w P(t,y)dt + /y Q(zo, t)dt (11)

Przypus$émy, ze funkcja y(z) spelnia rownanie (8), czyli

Stad, zgodnie z (9), otrzymujemy
Oule,y(a)) | ule.y(z)

ox oy y=0
czyli
d
Lt yla) =0
i wobec tego
u(z,y(x)) =C (12)

gdzie C' jest dowolng stata

2.1 Twierdzenie:
Jezeli funkcje P(x,y) i Q(x,y) klasy C! spelniaja warunek (10) oraz Q(z,y) # 0, to wzor
(12), w ktorym funkcja u(x,y) jest okreslona rownoscig (11), przedstawia catke ogdlng

rownania rozniczkowego zupelnego (8), a ponadto przez kazdy punkt (zo,yo) przechodzi
doktadnie jedna krzywa catkowa tego rownania.

2.2 Przyklad 1

Znalez¢ calke og6lng rownania

(2% + 29 + 1)da + (2*y +y*)dy = 0 (13)
Poniewaz
or 0,
dy  Oxr 4

sa spelnione zalozenia powyzszego twierdzenia. Zgodnie z (11)

T 5 ) Yy ) 3 1'4 x2y2 y4
u(z,y) = (z° +zy” + 1)dz + (%y—i—y)dy:Z-I— 9 +$+Z+Cl
Zo Yo

gdzie C] jest pewna stala zalezna od punktu (xg,yo). Zatem wzor

24 22y y4
il L —_C
1 + 5 + x4+ 1

przedstawia calke ogolna réwnania (13).




2.3 Przyklad 2

Znalez¢ calke og6lng rownania

(sinzy + 2y cos xy + 1)dx + 2% cos xydy = 0

Poniewaz

op _ o4
oy  Ox

sa spelnione zalozenia twierdzenia.

= 2z cos xy — xy sin xy

(14)

Wyznaczamy funkcje u(x,y) spelniajaca oba warunki (9). Calkujac wzgledem = pierwszy

z nich, tzn.

ou )
— =sinxy + zycoszy + 1
ox

otrzymamy
u(z,y) = rsinzy + x + C1(y)

gdzie C1(y) jest dowolng funkcja rézniczkowalna.

Drugi z warunkow (9) przyjmuje teraz postac
2% cos vy + O} (y) = 2* cos vy

skad
Ci(y) = Ca

Wobec tego u(x,y) = xsinzy + = + Cs 1 zgodnie z (12) wzor
rsinzy +v=C

przedstawia caltke ogolna réwnania (14).

2.4 Czynnik calkujacy

Przypu$émy, ze rownanie (8) nie jest rownaniem rozniczkowym zupelnym. Wezmy pod

uwage funkcje pu(z,y). Rozwazmy roéwnanie

w(x,y) Pz, y)de + p(z,y)Q(z,y)dy =0

(15)

bedace wynikiem obustronnego pomnozenia rownania (8) przez u(x,y). Mowimy, ze funk-
cja p(x,y) jest czynnikiem catkujgeym roéwnania (8), gdy réwnanie (15) jest rownaniem

rozniczkowym zupelnym, czyli

O(uP) _ O(pQ)

oy ox

lub inaczej
P@u op  0Q oP

g~ %or "oy Mor

(16)



2.5 Przyktad

Rownanie
(32 + 2y + yH)dx + (z + 4wy + 5y*)dy = 0 (17)
nie jest rownaniem rézniczkowym zupelym, poniewaz
oP . 0Q

— =242 — =1+1
dy +y1dx + 4y

Mnozac réwnanie (17) obustronnie przez funkcje x + y? otrzymamy
(x +y*)(Bz + 2y + y*)dz + (v + y*) (2 + day + 5y”)dy = 0 (18)

Jest to rownanie rozniczkowe zupelne, wiec funkcja p = x+? jest czynnikiem catkujacym
rownania (17).
Rozwiazanie:
ou
Ox

po scatkowaniu otrzymamy

= P(z,y) = 32° 4 2zy + 4xy® + 20° +o*

u(z,y) = 23 4+ 2%y + 222y 4 22y + ayt + Oy (y)

0
a_u = Q(x,y) = 2 + 4%y + 62> + dwy® + C'(y) = 2° + 42y + 62y + 4oy® + 5y*
Yy

czyli C'(y) = 5y* stad C(y) = v° + Cs
Ostatecznie caltka ogolng rownania (17) jest
2?4+ 2%y + 207y + 22y +wyt + P = C
Poszukiwanie funkcji u(x, y) na ogot nie jest tatwe. Zadanie to upraszcza sie, gdy funkcja
w(x,y) jest funkcja tylko jednej zmiennej, czyli gdy p = p(z) lub p = p(y).

Roéwnanie (16) mozna zapisa¢ w postaci

1(@_50_#)216_13_@_@) (19)

w\odxr QO0y Q\Jdy O
lub
Lo _Qon) _1(0Q_or )
w\0y Pox P\ox Oy
L. u=p(z). Wtedy%:fl—gig—g:(), wiec zgodnie z (19)
lduy 1 fOP 0Q
P = _Z= 21
pdz Q(ay 31‘) 1)

Stad wynika, ze prawa strona rownania (21) jest funkcja tylko zmiennej x. Tak
wiec warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na istnienie czynnika catkujacego
zaleznego tylko od x jest, by prawa strona rownania (19) byta funkcja tylko zmiennej
x.

Wowcezas zgodnie z (21) mamy

() = ol @G -50)e (22)



2. p=p(y). Wtedy g—’; = duy g—‘; = 0, wiec zgodnie z (20)

dy
1d_p7 1 (8@ QP)

pdy P \ox dy

or Oy (23)

Stad wynika, ze prawa strona rownania (23) jest funkcja tylko zmiennej y. Tak
wiec warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na istnienie czynnika catkujacego
zaleznego tylko od y jest, by prawa strona réwnania (20) byta funkcja tylko zmiennej
Y.

Wowcezas zgodnie z (23) mamy

uly) = e P75 (24)
2.6 Przyklad 1
Znalezé catke ogo6lng rownania
(v° +y* — 2%y — 2zy)dz + (3y* + 2y — 2%)dy = 0 (25)
Mamy
oP 0
— =3+ 2y — 2?22 i —Q:—Qx
y ox

zatem rownanie (25) nie jest rownaniem rézniczkowym zupelnym. Poniewaz

1 (6P 8@) 342y —a?

Q C O 3y2 4+ 2y —a?

wiec zgodnie z (22) funkcja p(z) = e” jest czynnikien catkujacym réwnania (25). Zatem

Jdy O

e (y® +y° — 2y — 2xy)dr + *(3y* + 2y — 2%)dy = 0

jest rownaniem rozniczkowym zupelnym. Rozwigzaniem tego rownania (a zatem i row-
nania (25)) jest funkcja u(x,y), dla ktorej

Ju

0
oo =yt =ty = 2my) o= = (3 + 2y — 2%) (26)

dy
Calkujac obustronnie pierwsza z rownosci (26) otrzymamy
u=e"(y’ +y* —2%y) + Ci(y)
Rozniczkujac wzgledem y i porownujac z druga réwnoscia (26) mamy
e (3y* + 2y — %) + C1(y) = e (3y* + 2y — 27)
stad C(y) =01 C1(y) = Cy, zatem wzor
(y* +y* —aty) =C

przedstawia caltke ogolna réwnania (25).



2.7 Przyklad 2

Znalez¢ catke ogolng rownania

2 .
(z%y — yIny)dx + (§$3 —2xlny —x)dy =0 (27)
Mamy
P
a—::182—lny—1 i 8—Q:2x2—2lny—1
dy ox

zatem rownanie (27) nie jest rownaniem rézniczkowym zupelnym. Poniewaz

1(6@ 8P) > —Iny 1

P %_8_3; x2y—ylny_y

wiec zgodnie z (24) funkcja pu(y) = y jest czynnikien calkujacym réwnania (27). Zatem
2 2 3
y(x*y —yIny)dr + y(gx —2zlny —x)dy =0

jest rownaniem roézniczkowym zupelnym. Rozwigzaniem tego rownania (a zatem i row-
nania (27)) jest funkcja u(z,y), dla ktorej

0 0 2
a—Z:nyQ—?flny i a—Z:§x3y—2xylny—xy (28)

Calkujac obustronnie pierwsza z rownosci (28) otrzymamy
S 2
u= -y —ay lny+ Ci(y)

Rozniczkujac wzgledem y i poréwnujac z druga rownoscia (28) mamy

2 2
gmgy —2xylny — zy + Ci(y) = gxgy —2zxylny — xy

stad C1(y) = 01 Cy(y) = Cy, zatem wzor

1
§x3y2 —zy’lny=C

przedstawia calke ogolna roéwnania (27).



