Roéwnania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego

1 Wstep

Roéwnanie rozniczkowe postaci

y' +p()y +q(z)y = f(x) (1)

gdzie p(z), q(z) i f(x) sa to dane funkcje ciagle nazywamy rdwnaniem rézniczkowym
Lintowym stopnia drugiego.

Podobnie jak dla réwnania liniowego rzedu pierwszego, metoda rozwigzywania rownania
(1) wiedzie poprzez rozwiazanie rownania jednorodnego

y' +p@)y +q(z)y =0 (2)

Twierdzenie 1 Jezeli funkcje yi(x) i yo() spetniajg réwnanie (2), to kazda funkcja
y = Ciy(z) + Coya() (3)

gdzie Cy 1 Cy sq dowolnymi statymi, spetnia takze to rownanie.

Definicja 1 Dwie calki y1(x) i yo(x) réownania (2) nazywamy ukladem podstawowym
calek tego rownania, jezeli wrornskian

£0 (4)

dla kazdego x.

Twierdzenie 2 Jezeli catki yi(x) i yo(x) rdwnania (2) stanowiq uktad podstawowy catek
tego réwnania to

y = Ciyi(x) + Coya(x) (5)

gdzie Cy i1 Cy sq dowolnymi statymi, jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania (2).

Znalezienie uktadu podstawowego catek jest zwykle zadaniem trudnym. Jezeli jednak
znamy CORJ (2) i chcemy znalezé CORN (1) korzystamy (podobnie jak dla rownan
liniowych rzedu pierwszego) z metody uzmienniania stalych badz metody przewidywan.



1.1 Metoda uzmienniania stalych

W przypadku réwnania (1) zastepujemy state Cy i Cy w CORJ (2) funkcjami C4(x) i
Cy(x), ktore dobieramy tak, by wzor

y = Ci(z)y(z) + Co(z)ys() (6)
przedstawial CORN.
Wobec (6) mamy

y'(z) = Ci(@)yn(x) + Cy(x)ya(r) + Cr(2)y (z) + Ca(z)ys(x) (7)

Dodatkowo zadamy, by

Ci(@)yi(x) + Cy(x)ya(x) = 0 (8)
Wowczas
Y (z) = Ci(z)yr(2) + Calz)ys(x) (9)
y'(x) = Cl(x)y(z) + Cy(x)ys(x) + Cr(z)yy () + Cal2)ys (z) (10)
Podstawiajac wzory (6), (9) i (10) do (1) otrzymamy
Ci(x)y (z) + Co(@)ys(x) = f(x) (11)

Traktujac rownania (11) i (8) jako uktad dwoch réwnan liniowyh obliczamy

'0 Y2 ()
f(x) ys(z)

yi(z) f(x)
Ci(z) = Co(x) = 12
Calkujac i podstawiajac do (6) otrzymujemy CORN (1).
1.1.1 Przyklad 1
Znalez¢ catke ogélna rownania
y' +y=sinx (13)

znajac dwie calki szczegolne odpowiadajacego mu réwnania jednorodnego, y; (z) = sin(x)
i ya(x) = cos(z).

Poniewaz wronskian

sinx coszx
cosxr —sinx

W(z) =

= —sin®z —cos’r = —1#0

wiec CORJ v +y = 0 jest y = Cysinx + Cycosz Korzystajac z (8) i (11) dostajemy
uktad rownan

Ci(z)sinz + Ch(z) cosz =0

C1(x)cosz — Ch(x)sinz = sinx
Stad

Ci(z) =sinzcosw, Cy(xr)=—sin’z

2



zatem 1 1
Ci(z) = §sin2x + A, Cyx) = —g + ZSian + B

Ostatecznie
. 1. x
y = Asinx + Bcosx + 5 Sinz — o cosz

jest szukanga calka ogblng rownania (13).

1.1.2 Przyklad 2

Znalez¢ catke og6lng rownania

y'+9y == (14)
znajac jedna caltke szczegolna odpowiadajacego mu réwnania jednorodnego, yi(x) =
sin 3.
Poniewaz iloczyn dowolnej statej i rozwigzania réwnania jednorodnego jest rozwigzaniem
tego rownania, wiec ys(x) = C'sin3z jest takze rozwigzaniem danego rownania jedno-
rodnego. Jednak yi(x) i yo(x) nie tworza ukladu podstawowego calek tego rownania.
Uzmienniajac stata C' wyznaczymy C(z) tak, aby funkcja yo(x) = C(x)sin 3z tworzyta
wraz z yi(x) uktad podstawowy.

y'+9y =0

yo(x) = C'(z) sin 3z + 3C(x) cos 3z
Yo (x) = C"(x) sin 3z + 6C"(x) cos 3z — 9C () sin 3x

Wstawiamy y(z) i 4 (x) do réwnania jednorodnego i otrzymujemy réwnosé

C"(x)sin 3z + 6C"(x) cos 3z = 0

czyli
C"(z) _ o8 3z
C'(z) sin 3x
stad )
!
Cla) = sin? 3x
gdzie A # 0 jest dowolng stata. Dla A = —3 dostajemy C(z) = % skad yo(x) = cos 3z.

Funkcje y1(x) = sin3z i y2(x) = cos 3z tworza uklad podstawowy calek rownania jedno-
rodnego y” 4+ y = 0, poniewaz wronskian W (x) = —3 # 0. Zatem

y = Cysin3x + C5 cos 3z
Korzystajac z (8) i (11) dostajemy uklad réwnan

C1(z)sin3z + C4(x) cos 3z =0
3C(z) cos 3z — 3CY(z)sin3z = x

stad Cf(z) = 3z cos 3z, Ch(xr) = —3xsin3z, a zatem Cy(z) = swsin3z + 5- cos 3z + A,

Cs(z) = $wcos 3z — 5 sin 3z + B. Ostatecznie

1
y = Asin3x + Bcos3x + §x

jest szukang calka ogblng rownania (14).



1.2 Metoda przewidywan

Odgadniecie CSRN jest w wielu przypadkach tatwe wowczas, gdy wspotezynniki p(x) i
q(z) sa state, a f(z) jest funkcja jednego z typ6w wymienionych przy omawianiu metody
przewidywan dla réwnania rzedu pierwszego.

1.2.1 Przyklad

Znalez¢ catke szczegblng rownania
y' +y =2’ (15)
spelniajaca warunki poczatkowe y(0) =01 3/'(0) = 2.

Wiemy z poprzedniego przyktadu, ze CORJ ¢4y = 0 jest y = Cy sinx+Cy cosz. CSRN
przewidujemy w postaci y; = Az? + Bz + C, y] = 2A. Podstawiajac powyzsze do (15)
mamy

Az? 4+ Bxr + C + 2A = 22

stad A=1, B=0,C = -2, wiec y; = 2% — 2. Wzor y = C;sinx + Cycosz + 22 — 2
przedstawia CORN. Z warunkéw poczatkowych obliczamy €7 = Cy = 2 i ostatecznie
szukana catka szczegoblna jest funkcja

y=2sinx + 2cosx + 2 — 2

1.3 Zagadnienie brzegowe

Zagadnieniem brzegowym rownania (1) nazywamy zagadnienie nastepujace: znalez¢ funk-
cje y(x) spelniajaca rownanie (1) a ponadto warunki

y(r1) = ki, y(w2) = ke (16)

Warunki (16) nazywamy warunkami brzegowymi. Innymi stowy szukamy takiego rozwia-
zania rownania rézniczkowego, ktorego wykres przechodzi przez punkty (z1, k1) i (22, k2).

1.3.1 Przyklad

Znalez¢ catke szczegblng rownania
V' +y==x (17)
spelniajaca warunki brzegowe y(0) = 01 y(7/2) = 0.
Calka ogolna (17) ma postacé
y=Cisinx + Cycosx + @
Uwzgledniajac warunki brzegowe mamy C; = —n/2, Cy = 0, a wiec szukang calka
szczegblna jest funkcja

= ——SInx X
y=73



