
Równania ró»niczkowe rz¦du drugiego sprowadzalne

do równa« ró»niczkowych rz¦du pierwszego

1 Równanie typu F (x, y′, y′′) = 0

We¹my pod uwag¦ równanie ró»niczkowe postaci

F (x, y′, y′′) = 0 (1)

które charakteryzuje si¦ tym, »e oprócz drugiej pochodnej y′′ niewiadomej funkcji y(x)
mog¡ w nim wyst¦powa¢: zmienna niezale»na x lub pierwsza pochodna y′, nie wyst¦puje
natomiast w tym równaniu sama niewiadoma funkcja y(x).

Za pomoc¡ podstawienia
y′ = u (2)

wprowadzamy now¡ funkcj¦ niewiadom¡ u(x). Na podstawie (2) mamy y′′ = u′, sk¡d
wynika, »e rozwi¡zanie równania (1) mo»na sprowadzi¢ do rozwi¡zania równania

F (x, u, u′) = 0 (3)

Niech caªka ogólna równania (3) ma posta¢ ϕ(x, u, C1) = 0. St¡d, uwzgl¦dniaj¡c (2),
otrzymujemy równanie ró»niczkowe rz¦du pierwszego

ϕ(x, u, C1) = 0 (4)

z funkcj¡ niewiadom¡ y(x). Zatem rozwi¡zuj¡c równanie (4) otrzymamy caªk¦ ogóln¡
równania (1). W caªce tej oprócz staªej C1 wyst¡pi jeszcze druga staªa dowolna C2.

1.1 Przykªad 1

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

4y′ = 4xy′′ − (y′′)2 (5)

Podstawiamy
y′ = u(x) (6)

sk¡d y′′ = u′. W ten sposób rozwi¡zywanie równania (5) sprowadzamy do rozwi¡zywania
równania Clairauta

u = xu′ − 1

4
(u′)2 (7)
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Caªka ogólna równania (7) ma posta¢ u = C1x − C2
1/4. St¡d, wobec (6) mamy y′ =

C1x− C2
1/4, a wi¦c

y =
1

2
C1x

2 − 1

4
C2

1x + C2

jest caªk¡ ogóln¡ równania (5). Oprócz caªki ogólnej, równanie Clairauta (7) ma jeszcze
caªk¦ szczególn¡ u = x2. Zatem, zgodnie z (6), równanie (5) ma jeszcze jednoparametrow¡
rodzin¦ krzywych caªkowych y = x3/3 + C, nie obj¦tych caªk¡ ogóln¡.

1.2 Przykªad 2

Znale¹¢ caªk¦ szczególn¡ równania

y′′ = y′ ln y′ (8)

speªniaj¡c¡ warunki pocz¡tkowe y(0) = 2 i y′(0) = 1.

Podstawiamy
y′ = u(x) (9)

sk¡d y′′ = u′. W ten sposób rozwi¡zywanie równania (8) sprowadzamy do rozwi¡zywania
równania ró»niczkowego rz¦du pierwszego

u′ = u ln u (10)

Caªka ogólna równania (10) ma posta¢ ln u = C1e
x. St¡d, wobec (9) mamy ln y′ = C1e

x.
Korzystaj¡c z drugiego warunku pocz¡tkowego znajdujemy C1 = 0. Zatem y′ = 1 oraz
y = x + C2. Korzystaj¡c z pierwszego warunku pocz¡tkowego znajdujemy C2 = 2.
Ostatecznie

y = x + 2

jest caªk¡ szczególn¡ równania (8).

2 Równanie typu F (y, y′, y′′) = 0

We¹my pod uwag¦ równanie ró»niczkowe postaci

F (y, y′, y′′) = 0 (11)

które charakteryzuje si¦ tym, »e oprócz drugiej pochodnej y′′ niewiadomej funkcji y(x)
mog¡ w nim wyst¦powa¢: niewiadoma funkcja y lub pierwsza pochodna y′, nie wyst¦puje
natomiast w tym równaniu zmienna niezale»na x.

W równaniu (11) b¦dziemy traktowa¢ y jako zmienn¡ niezale»n¡ nowej niewiadomej funk-
cji u(y), któr¡ wprowadzimy za pomoc¡ podstawienia

y′ = u(y) (12)

Na podstawie (12) mamy wtedy y′′ = u′y′ = u′u, sk¡d wynika, »e rozwi¡zywanie równania
(11) mo»na sprowadzi¢ do rozwi¡zywania równania

F (y, u, uu′) = 0 (13)
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Niech ϕ(y, u, C1) = 0 b¦dzie caªk¡ ogóln¡ równania (13). Uwzgl¦dniaj¡c (12) otrzymu-
jemy równanie ró»niczkowe rz¦du pierwszego

ϕ(y, y′, C1) = 0 (14)

z funkcj¡ niewiadom¡ y(x), którego rozwi¡zanie jest caªk¡ ogóln¡ równania (11).

2.1 Przykªad 1

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania
1 + (y′)2 = 2yy′′ (15)

Podstawiamy
y′ = u(y) (16)

sk¡d y′′ = uu′. W ten sposób rozwi¡zywanie równania (15) sprowadzamy do rozwi¡zy-
wania równania rz¦du pierwszego

2yuu′ = 1 + u2 (17)

Caªka ogólna równania (17) ma posta¢ 1 + u2 = C1y. St¡d, wobec (16) mamy (y′)2 =
C1y − 1, a wi¦c y′ = ±

√
C1y − 1. Po scaªkowaniu ostatniej równo±ci otrzymamy caªk¦

ogóln¡ równania (15)

y =
C1

4
(C2 ± x)2 +

1

C1

2.2 Przykªad 2

Po dodatniej póªosi Ox porusza si¦ punkt materialny M o masie m pod wpªywem siªy
odwrotnie proporcjonalnej do trzeciej pot¦gi odci¦tej punktu M i równolegªej z osi¡ Ox.
Znale¹¢ równanie ruchu tego punktu dla x ≥ 1.

Zgodnie z drug¡ zasad¡ Newtona mamy

m
d2x

dt2
=

k

x3
(18)

gdzie k jest pern¡ staª¡ dodatni¡.

Wprowadzamy now¡ funkcj¦ niewiadom¡ u(x) za pomoc¡ podstawienia

dx

dt
= u(x) (19)

sk¡d
d2x

dt2
=

du

dx

dx

dt
=

du

dx
u (20)

Rozwi¡zanie równania (18) sprowadzamy wi¦c do rozwi¡zywania równania rz¦du pierw-
szego

mu
du

dx
=

k

x3
(21)
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Caªkuj¡c równanie (21) otrzymujemy

u2

2
= − k

m

1

2x2
+

k

m

1

2C1

gdzie C1 jest staª¡ z przedziaªu (0, 1). St¡d

u = a

√
1

C1

− 1

x2
, a =

√
k

m

Na podstawie (19) mamy
dx

dt
= a

√
1

C1

− 1

x2
(22)

Rozdzielaj¡c zmienne otrzymujemy∫
x
√

C1dx√
x2 − C1

= a

∫
dt

st¡d √
C1

√
x2 − C1 = at + aC2

gdzie C2 jest staª¡ dodatni¡. Tak wi¦c

x2 =
a2

C1

(t + C2)
2 + C1

jest szukanym równaniem ruchu punktu meterialnego M .

3 Równanie jednorodne F (x, y, y′, y′′) = 0

We¹my pod uwag¦ równania ró»niczkowe postaci

F (x, y, y′, y′′) = 0 (23)

które charakteryzuje si¦ tym, funkcja F jest jednorodna wzgl¦dem zmiennych y, y′ i y′′,
tzn. istnieje liczba naturalna m taka, »e dla ka»dego x ∈ (a, b) i dla ka»dego k zachodzi

F (x, ky, ky′, ky′′) = kmF (x, y, y′, y′′) (24)

Liczb¦ m nazywamy stopniem jednorodno±ci funkcji F .

W celu sprowadzenia rozwi¡zywania równania (23) do rozwi¡zywania pewnego równania
ró»niczkowego rz¦du pierwszego wprowadzamy now¡ funkcj¦ u(x) za pomoc¡ podstawie-
nia

y = eu (25)

sk¡d
y′ = euu′, y′′ = eu(u′)2 + euu′′ (26)

Podstawiaj¡c w miejsce y, y′ i y′′ w równaniu (23) odpowiednie wyra»enia zgodnie ze
wzorami (25) i (26) oraz korzystaj¡c z (24) otrzymamy równanie

emuF (x, 1, u′, (u′)2 + u′′) = 0
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czyli
F (x, 1, u′, (u′)2 + u′′) = 0 (27)

Równanie (27) jest rz¦du drugiego, ale nie wyst¦puje w nim explicite funkcja u(x). Roz-
wi¡zanie równania (27), a wi¦c i (23), mo»emy wi¦c sprowadzi¢ do rozwi¡zywania odpo-
wiedniego równania rz¦du pierwszego.

3.1 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

xy′[yy′′ − (y′)2]− y(y′)2 − x4y3 = 0 (28)

Zauwa»amy, »e lewa strona równania (28) jest funkcj¡ jednorodn¡ stopnia trzeciego wzgl¦-
dem zmiennych y, y′ i y′′. Na podstawie wzorów (25) i (26) otrzymujemy równanie

xu′u′′ − (u′)2 − x4 = 0 (29)

Podstawiamy
u′ = z (30)

sk¡d u′′ = z′ i otrzymujemy równanie

z′ =
1

x
z + x3z−1

które jest równaniem Bernoulliego.

Caªka ogólna tego równania ma posta¢ z = x
√

x2 + C1, gdzie C1 jest dowoln¡ staª¡. St¡d
na podstawie (30) obliczamy caªk¦ ogóln¡ równania (29)

u =
1

3
(x2 + C1)

3
2 + ln C2

gdzie C2 jest dowoln¡ staª¡ dodatni¡. Zgodnie z (25) funkcja

y = C2 e
1
3
(x2+C1)

3
2 (31)

jest caªk¡ ogóln¡ równania (28).
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