
Równania ró»niczkowe Lagrange'a i Clairauta

1 Wst¦p

We¹my pod uwag¦ równania ró»niczkowe postaci

y = g(x, y′) (1)

oraz
x = h(y, y′) (2)

Dla uproszczenia pochodn¡ y′ funkcji y b¦dziemy oznacza¢ liter¡ p.

1.1 Równanie (1)

Równanie (1) przyjmuje posta¢
y = g(x, p) (3)

Ró»niczkuj¡c (3) obustronnie wzgl¦dem x otrzymamy

p =
∂g

∂x
+
∂g

∂p

dp

dx
(4)

Jest to równanie ró»niczkowe rz¦du pierwszego ze wzgl¦du na funkcj¦ p(x).

Niech
p = ϕ(x,C) (5)

gdzie C jest dowoln¡ staª¡ b¦dzie caªk¡ ogóln¡ równania (4). Korzystaj¡c z (3) i (5)
otrzymamy

y = g(x, ϕ(x,C)) (6)

który przedstawia caªk¦ ogóln¡ równania (3).

Je»eli zaªo»ymy, »e funkcja p = p(x) ma funkcj¦ odwrotn¡ x = x(p), to równanie (4)
mo»emy zast¡pi¢ równowa»nym równaniem

dx

dp

(
p− ∂g

∂x

)
=
∂g

∂p
(7)

Niech
x = ψ(p, C) (8)

b¦dzie caªk¡ ogóln¡ równania (7). Wobec (3)

y = g(ψ(p, C), p) (9)

Mówimy, »e wzory (8) i (9) opisuj¡ parametrycznie caªk¦ ogóln¡ równania (3), przy czym
p odgrywa rol¦ parametru. Je»eli wyrugujemy p ze wzorów (8) i (9) to otrzymamy caªk¦
ogóln¡ w postaci (6).

1



1.2 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

y = 2y′x+ (y′)2 +
x2

2
(10)

Ró»niczkuj¡c równanie (10) otrzymamy

p = 2
dp

dx
x+ 2p+ 2p

dp

dx
+ x

sk¡d

2
dp

dx
(x+ p) + x+ p = 0

czyli

(x+ p)

(
2
dp

dx
+ 1

)
= 0 (11)

Je»eli x+ p = 0 to p = −x i

y = −x
2

2
(12)

jest rozwi¡zaniem szczególnym równania (10). Je»eli x+ p 6= 0, mamy wobec (11)

2
dp

dx
+ 1 = 0

sk¡d

p = −1

2
x+ C

gdzie C jest dowoln¡ staª¡. Tak wi¦c, zgodnie z (10) wzór

y = −1

4
x2 + xC + C2 (13)

przedstawia caªk¦ ogóln¡ równania (10), która jednak nie obejmuje rozwi¡zania szczegól-
nego (12).

1.3 Równanie (2)

Równanie (2) rozwi¡zuje si¦ podobnie jak równanie (1). Je»eli y′ = p to dx
dy

= 1
p
, przy

czym p = p(y). Zgodnie z (2)
x = h(y, p) (14)

Ró»niczkuj¡c (14) obustronnie wzgl¦dem y otrzymamy

1

p
=
∂h

∂y
+
∂h

∂p

dp

dy
(15)

Jest to równanie ró»niczkowe rz¦du pierwszego ze wzgl¦du na funkcj¦ p(y).

Niech
p = φ(y, C) (16)

gdzie C jest dowoln¡ staª¡, b¦dzie caªk¡ ogóln¡ równania (15). Korzystaj¡c z (14) i (16)
otrzymamy wzór

x = h(y, φ(y, C)) (17)

który przedstawia caªk¦ ogóln¡ równania (14).
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1.4 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

x = (y′)2 − y′ + 10 (18)

Uwzgl¦dniaj¡c y′ = p mamy
x = p2 − p+ 10 (19)

Ró»niczkuj¡c (19) obustronnie wzgl¦dem y otrzymamy

1

p
= 2p

dp

dy
− dp

dy

sk¡d

(2p− 1)
dp

dy
=

1

p
(20)

Jest to równanie o zmiennych rozdzielonych. Caªkuj¡c je dostajemy

y =
2

3
p3 − 1

2
p2 + C (21)

Nie wyznaczaj¡c p z (21) mo»emy uwa»a¢, »e wzory (19) i (21) opisuj¡ parametrycznie
caªk¦ ogóln¡ równania (18).

2 Równanie ró»niczkowe Lagrange'a

Równanie ró»niczkowe
y = ϕ(y′)x+ ψ(y′) (22)

nazywamy równaniem ró»niczkowym Lagrange'a. Równanie to jest postaci (1). Konse-
kwentnie korzystaj¡c z oznaczenia y′ = p (22) przybiera posta¢

y = ϕ(p)x+ ψ(p) (23)

Ró»niczkuj¡c (23) obustronnie wzgl¦dem x otrzymamy

p = ϕ(p) + [ϕ′(p)x+ ψ′(p)]
dp

dx
(24)

z funkcj¡ niewiadom¡ p(x). Równanie (24) mo»emy zast¡pi¢ równaniem ró»niczkowym
liniowym rz¦du pierwszego

dx

dp
+

ϕ′(p)

ϕ(p)− p
x =

ψ′(p)

p− ϕ(p)
(25)

z funkcj¡ niewiadom¡ x(p), które potra�my scaªkowa¢

Niech
x = ω(p, C) (26)

b¦dzie caªk¡ ogóln¡ równania (25). Zgodnie z (23)

y = ϕ(p)ω(p, C) + ψ(p) (27)

Wzory (26) i (27) opisuj¡ parametrycznie caªk¦ ogóln¡ równania Lagrange'a.
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2.1 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

y = (y′)2x+
1

y′ (28)

Zgodnie z (25) mamy
dx

dp
+

2

p− 1
x =

1

p3(p− 1)
(29)

CORN (29) jest

x =
1− 2p

2p2(1− p)2
+

C

(1− p)2
(30)

Wobec (28) i (30) mamy

y =
1− 2p

2(1− p)2
+

Cp2

(1− p)2
+

1

p
(31)

Wzory (30) i (31) opisuj¡ parametrycznie caªk¦ ogóln¡ równania (28) (nie zawiera ona
jednak rozwi¡zania szczególnego y = x+ 1).

3 Równanie ró»niczkowe Clairauta

Równanie ró»niczkowe
y = y′x+ ψ(y′) (32)

nazywamy równaniem ró»niczkowym Clairauta. Równanie to jest szczególnym przypad-
kiem równania Lagrange'a. Korzystaj¡c z oznaczenia y′ = p (32) przybiera posta¢

y = px+ ψ(p) (33)

Ró»niczkuj¡c (33) obustronnie wzgl¦dem x otrzymamy

p = p+ [x+ ψ′(p)]
dp

dx

czyli
dp

dx
[x+ ψ′(p)] = 0

sk¡d
dp

dx
= 0 (34)

lub
x+ ψ′(p) = 0 (35)

Wobec (34) mamy p = C, wi¦c zgodnie z (33) jednoparametrowa rodzina prostych

y = Cx+ ψ(C) (36)

jest caªk¡ ogóln¡ równania (32).
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Rysunek 1: Gra�czne rozwi¡zanie równania (39).

Z kolei wobec (35) mamy
x = −ψ′(p) (37)

sk¡d na podstawie (33)
y = −pψ′(p) + ψ(p) (38)

Mo»na udowodni¢, »e krzywa okre±lona parametrycznie równaniami (37) i (38) jest krzy-
w¡ caªkow¡ równania (32).

3.1 Przykªad

Rozwi¡za¢ równanie

y = xy′ +
1

2y′ (39)

Na podstawie (36) rodzina prostych

y = Cx+
1

2C
(40)

jest caªk¡ ogóln¡ równania (39). Zgodnie za± z (37) i (38) równania

x =
1

2p2
y =

1

p
(41)
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opisuj¡ parametrycznie rozwi¡zanie osobliwe równania (39). Je»eli z równa« (41) wyru-
gujemy p to otrzymamy parabol¦ y2 = 2x, która (bez swojego wierzchoªka) jest obwiedni¡
rodziny prostych (40) (patrz rysunek 1).
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