
Równania ró»niczkowe liniowe rz¦du drugiego o

staªych wspóªczynnikach

1 Wst¦p

Rozpatrzmy równanie ró»niczkowe liniowe jednorodne postaci

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (1)

oraz funkcj¦ zespolon¡ zmiennej rzeczywistej

w(x) = u(x) + iv(x) (2)

gdzie u(x) = <w(x), v(x) = =w(x) a i jest jednostk¡ urojon¡.

Twierdzenie 1 Je»eli funkcja (2) jest caªk¡ równania (1) z rzeczywistymi wspóªczynni-
kami p(x) i q(x), to jej cz¦±¢ rzeczywista u(x) i cz¦±¢ urojona v(x) s¡ tak»e caªkami tego
równania.

2 Równanie ró»niczkowe liniowe jednorodne rz¦du dru-

giego o staªych wspóªczynnikach

Wyznaczanie ukªadu podstawowego caªek dla równania

y′′ + py′ + qy = 0 (3)

gdzie p i q s¡ to dane liczby rzeczywiste.

Rozwi¡zania równania (3) poszukujemy w postaci funkcji wykªadniczej

y = erx (4)

w którym dobieramy r tak, by funkcja (4) speªniaªa równanie (3). Poniewa» y′ = rerx i
y′′ = r2erx, wi¦c funkcja (4) speªnia równanie (3) wtedy i tylko wtedy, gdy liczba r jest
pierwiastkiem równania kwadratowego

r2 + pr + q = 0 (5)

Równanie (5) nazywamy równaniem charakterystycznym równania (3). Rozpatrzmy trzy
przypadki równania charakterystycznego w zale»no±ci od wyró»nika ∆ = p2 − 4q:
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1. ∆ > 0: równanie (5) ma wówczas dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste r1 i r2. Funkcje

y1(x) = er1x i y2(x) = er2x

s¡ wi¦c rozwi¡zaniami równania (3). Funkcje te stanowi¡ ukªad podstawowy caªek
tego równania, poniewa» wro«skian

W (x) =

∣∣∣∣ er1x er2x

r1e
r1x r2e

r2x

∣∣∣∣ = (r2 − r1)e
(r1+r2)x 6= 0

Wzór
y = C1e

r1x + C2e
r2x (6)

przedstawia zatem rozwi¡zanie równania (3) dla ∆ > 0.

2. ∆ = 0: równanie (5) ma wówczas jeden pierwiastek rzeczywisty podwójny r0 = −p
2
.

Mamy wi¦c tylko jedn¡ caªk¦ szczególn¡ y1(x) = er0x równania (3). Zauwa»my,
»e y = Cy1 jest te» caªk¡ tego równania dla dowolnej staªej C. Zatem szukamy
rozwi¡zania w postaci

y = C(x)er0x (7)

St¡d {
y′ = er0x(C ′(x) + r0C(x))

y′′ = er0x(C ′′(x) + 2r0C
′(x) + r2

0C(x))
(8)

Podstawiaj¡c (7) i (8) do (3) otrzymujemy warunek

C ′′(x) + (2r0 + p)C ′(x) + (r2
0 + pr0 + q)C(x) = 0

Poniewa» r0 jest podwójnym pierwiastkiem równania charakterystycznego (5), wi¦c
2r0 + p = 0 i r2

o + pr0 + q = 0. St¡d C ′′(x) = 0, czyli C(x) = C1x + C2. Funkcja

y = (C1x + C2)e
r0x (9)

speªnia (3) dla wszystkich warto±ci staªych C1 i C2, w szczególno±ci dla C1 = 1 i
C2 = 0, wi¦c funkcja

y = xer0x

jest caªk¡ tego równania. Caªki

y = er0x i y = xer0x

stanowi¡ ukªad podstawowy caªek tego równania, poniewa» wro«skian

W (x) =

∣∣∣∣ er0x xer0x

r0e
r0x (1 + r0x)er0x

∣∣∣∣ = e2r0x 6= 0

Wzór (9) przedstawia zatem rozwi¡zanie równania (3) dla ∆ = 0.

3. ∆ < 0: równanie (5) ma wówczas dwa ró»ne pierwiastki zespolone sprz¦»one r1 =
α + iω i r2 = α− iω. Funkcje zespolone zmiennej rzeczywiatej postaci

y∗1(x) = e(α+iω)x i y∗2(x) = e(α−iω)x
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s¡ wi¦c caªkami równania (3). Na podstawie wzoru Eulera mamy

y∗1(x) = eαx cos ωx + ieαx sin ωx

zatem na mocy twierdzenia 1, funkcje

y1(x) = eαx sin ωx i y2(x) = eαx cos ωx

s¡ tak»e caªkami równania (3). Caªki te stanowi¡ ukªad podstawowy caªek tego
równania, poniewa» wro«skian

W (x) = ωe2αx 6= 0 (10)

Funkcja
y = eαx(C1 sin ωx + C2 cos ωx) (11)

przedstawia zatem rozwi¡zanie równania (3) dla ∆ < 0.

2.1 Przykªad 1

Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne równania y′′ + 4y = 0.

Mamy r2 + 4 = 0, r1 = 2i, r2 = −2i, wi¦c α = 0, ω = 2 czyli szukanym rozwi¡zaniem
ogólnym jest

y = C1 sin 2x + C2 cos 2x

.

2.2 Przykªad 2

Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne równania y′′ + 4y′ + 5y = 0.

Mamy r2 + 4r + 5 = 0, r1 = −2 + i, r2 = −2 − i, wi¦c α = −2, ω = 1 czyli szukanym
rozwi¡zaniem ogólnym jest

y = e−2x(C1 sin x + C2 cos x)

.

2.3 Interpretacja �zyczna

Wykluczaj¡c C1 = C2 = 0, wzór (11) mo»emy napisa¢ w postaci

y = Aeαx sin(ωx + φ) (12)

gdzie

A =
√

C2
1 + C2

2 , cos φ =
C1

A
, sin φ =

C2

A
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3 Równanie ró»niczkowe liniowe niejednorodne rz¦du

drugiego o staªych wspóªczynnikach

.

Równanie
y′′ + py′ + qy = f(x) (13)

gdzie p i q s¡ to dane liczby rzeczywiste, nazywamy równaniem ró»niczkowym liniowym
niejednorodnym rz¦du drugiego o staªych wspolczynnikach.

Korzystaj¡c ze wzorów (6), (9) i (11) na CORJ, mo»emy wyznaczy¢ CORN (13), stosuj¡c
metod¦ uzmienniania staªych lub metod¦ przewidywa«.

Twierdzenie 2 Suma caªki szczególnej równania

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f1(x)

i caªki szczególnej równania

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f2(x)

jest caªk¡ szczególn¡ równania

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f1(x) + f2(x)

3.1 Przykªad

Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne równania

y′′ + y = e2x + 4x cos x (14)

Mamy r2 + 1 = 0, r1 = i, r2 = −i, wi¦c α = 0, ω = 1 czyli szukan¡ CORJ jest

y0 = C1 sin x + C2 cos x

.

Z Twierdzenia 2 suma CSRN
y′′ + y = e2x (15)

oraz CSRN
y′′ + y = 4x cos x (16)

jest CSRN (14).

CSRN (15) przewidujemy w postaci y1 = ae2x, st¡d y′1 = 2ae2x oraz y′′1 = 4ae2x, czyli
4ae2x + ae2x = e2x. Wynika st¡d, »e a = 1

5
i ostatecznie

y1 =
1

5
e2x
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CSRN (16) przewidujemy w postaci

y2 = (a1x + b1)x sin x + (a2x + b2)x cos x

st¡d

y′2 = (2a1x + b1) sin x + (a1x + b1)x cos x + (2a2x + b2) cos x− (a2x + b2)x sin x

y′′2 =2a1 sin x + 2(2a1x + b1) cos x− (a1x + b1)x sin x

+ 2a2 cos x− 2(2a2x + b2) sin x− (a2x + b2)x cos x

Wynika st¡d, »e

2a1 sin x + 2(2a1x + b1) cos x + 2a2 cos x− 2(2a2x + b2) sin x = 4x cos x

Obliczamy a1 = 1, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 1, czyli

y2 = x2 sin x + x cos x

CORN (14) ma wi¦c posta¢

y = y0 + y1 + y2 = C1 sin x + C2 cos x +
1

5
e2x + x2 sin x + x cos x

4 Równanie ró»niczkowe Eulera rz¦du drugiego

Równanie
x2y′′ + pxy′ + qy = 0 (17)

gdzie p i q s¡ to dane liczby rzeczywiste, nazywamy równaniem ró»niczkowym Eulera
rz¦du drugiego.

Rozwi¡zywanie równania (17) sprowadzamy do rozwi¡zywania równania ró»niczkowego
liniowego o staªych wspóªczynnikach. Stosujemy podstawienie

x = eu (18)

wi¦c funkcja niewiadoma y(x) jest funkcj¡ zªo»on¡

y = y[x(u)] (19)

zmiennej niezale»nej u. Obliczamy

dy

du
=

dy

dx

dx

du
= eu dy

dx

dy

dx
= e−u dy

du
(20)

a nast¦pnie
d2y

du2
=

d2y

dx2
e2u +

dy

dx
eu =

d2y

dx2
e2u +

dy

du
d2y

dx2
= e−2u

(
d2y

du2
− dy

du

)
(21)

Wstawiaj¡c prawe strony wzorów (18) � (21) do (17) otrzymujemy równanie

y′′ + (p− 1)y′ + qy = 0 (22)

które jest równaniem liniowym o staªych wspóªczynnikach. W caªce ogólnaj (22) wystar-
czy uwzgl¦ni¢ (18) by otrxyma¢ caªk¦ ogóln¡ równania (17).
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4.1 Przykªad 1

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

x2y′′ − 2xy′ + 6y = 0 (23)

Mamy p = −2 i q = 6, wi¦c równanie (22) przyjmuje posta¢

y′′ − 3y′ + 6y = 0 (24)

Pierwiastkami równania charakterystycznego r2− 3r + 6 = 0 s¡ r1,2 = 3±i
√

15
2

, czyli caªka
ogólna (24) ma posta¢

y = e
3
2
u

(
C1 sin

√
15

2
u + C2 cos

√
15

2
u

)

st¡d, uwzgl¦dniaj¡c (18), otrzymujemy caªk¦ (23)

y = x
3
2

[
C1 sin

(√
15

2
ln x

)
+ C2 cos

(√
15

2
ln x

)]

4.2 Przykªad 2

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ niejednorodnego równania ró»niczkowego Eulera

x2y′′ + xy′ − y = x2 (25)

Mamy p = 1 i q = −1, wi¦c równanie (25) przyjmuje posta¢

y′′ − y = e2u (26)

Caªk¡ ogóln¡ tego równania jest

y = C1e
u + C2e

−u +
1

3
e2u

czyli

y = C1x +
C2

x
+

1

3
x2
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