
Metoda Ró»nic Sko«czonych
(Finite Di�erence Method)

1 Aproksymacja pierwszej pochodnej - ró»nice rz¦du

pierwszego

Z de�nicji:

f ′(x)
def
= lim

h→0

f(x + h)− f(x)

h
(1)

Dla maªego h:

f ′(x) ≈ f(x + h)− f(x)

h
(2)

jest ró»nic¡ prawostronn¡ (w przód, forward di�erence). Mo»emy te» zbli»a¢ si¦ do
punktu x z lewej strony, wtedy:

f ′(x) ≈ f(x)− f(x− h)

h
(3)

Jest to ró»nica lewostronna (w tyª, backward di�erence). Gdy zbli»amy si¦ do punktu x
z obu stron to dostajemy ró»nic¦ centraln¡ (central di�erence).

f ′(x) ≈ f(x + h)− f(x− h)

2h
(4)

1.1 Przykªad

f(x) = 6x3 − 4x + 2

f ′(x) = 18x2 − 4

f ′(1) = 18− 4 = 14

Aproksymacja róznicami prawostronnymi:

h (f(1 + h)− f(1))/h bª¡d
1 (f(2)− f(1))/1 = 38 24
0.1 (f(1.1)− f(1))/0.1 = 15.86 1.86
0.01 (f(1.01)− f(1))/0.01 = 14.1806 0.1806

Aproksymacja róznicami lewostronnymi:
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h (f(1)− f(1− h))/h bª¡d
1 (f(1)− f(0))/1 = 2 12
0.1 (f(1)− f(0.9))/0.1 = 12.26 1.74
0.01 (f(1)− f(0.99))/0.01 = 13.8206 0.1794

Aproksymacja róznicami centralnymi:

h (f(1 + h)− f(1− h))/2h bª¡d
1 (f(2)− f(0))/2 = 20 6
0.1 (f(1.1)− f(0.9))/0.2 = 14.06 0.06
0.01 (f(1.01)− f(0.99))/0.02 = 14.0006 0.0006

Z tabeli wynika, »e metoda ró»nicy centralnej jest najszybciej zbie»na. Uzasadnienie:

Z szeregu Taylora:

f(x + h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) + . . . (5)

Wyznaczaj¡c st¡d f ′(x) dostajemy

f ′(x) =
f(x + h)− f(x)

h
− 1

h

(
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) + . . .

)
. (6)

St¡d bª¡d aproksymacji ró»nic¡ prawostronn¡ wynosi

εp =
h

2
f ′′(x) +

h2

6
f ′′′(x) + . . . = O(h). (7)

Mo»emy powiedzie¢, »e bª¡d jest rz¦du h, lub

f ′(x) =
f(x + h)− f(x)

h
+ O(h). (8)

Je»eli w szeregu Taylora zast¡pimy h przez −h to:

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(x) + . . . (9)

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
− 1

h

(
h2

2!
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(x) + . . .

)
. (10)

St¡d bª¡d aproksymacji ró»nic¡ lewostronn¡ wynosi

εl =
h

2
f ′′(x)− h2

6
f ′′′(x) + . . . = O(h). (11)

Odejmuj¡c stronami równania (5) i (9) dostajemy schemat ró»nicy centralnej:

f(x + h)− f(x− h) = 2hf ′(x) +
2h3

3!
f ′′′(x) + . . . (12)

St¡d

f ′(x) =
f(x + h)− f(x− h)

2h
− h2

3!
f ′′′(x)− . . . (13)

εc =
h2

6
f ′′′(x) + . . . = O(h2). (14)

Czyli metody oparta na ró»nicy lewostronnej i prawostronnej s¡ O(h), metody oparte
na ró»nicy centralnej s¡ O(h2). Oznacza to, »e np. dwukrotne zmniejszenie kroku h
powoduje równie» dwukrotne zmniejszenie bª¦du aproksymacji dla metody prawostronnej
i lewostronnej, natomiast czterokrotne zmniejszenie tego bª¦du dla ró»nicy centralnej.
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2 Aproksymacja drugiej pochodnej

Dodaj¡c stronami równania (5) i (9) dostajemy

f(x + h) + f(x− h) = 2f(x) + h2f ′′(x) +
2h4

4!
f (4)(x) . . . (15)

f ′′(x) =
f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
− 2h2

4!
f (4)(x) + . . . (16)

f ′′(x) =
f(x + h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
+ O(h2) (17)

Jest to druga ró»nica centralna.

2.1 Przykªad

f(x) = 6x3 − 4x + 2

f ′(x) = 18x2 − 4

f ′′(x) = 36x

f ′′(1) = 36

Niech h = 1, wtedy:

f ′′(1) =
f(2) + f(0)− 2f(1)

12
= 42 + 2− 8 = 36.

Wynik jest dokªadny, poniewa» f (n)(x) = 0 dla n ≥ 4 a bª¡d aproksymacji zale»y jedynie
od pochodnych rz¦du czwartego i wy»szych.

3


