Roéwnania rozniczkowe liniowe rzedu pierwszego

1 Wiadomosci wstepne

Roéwnanie

Yt plaly = f(x) (1

gdzie p(x) i f(z) sa to funkcje dane, ciagte w pewnym przedziale (a, b) nazywamy rdw-
naniem rozniczkowym lintowym rzedu pierwszego.

Rownanie (1) nazywamy jednorodnym (RJ), jezeli f(z) jest tozsamosciowo réwna zeru w
rozwazanym przedziale, niejednorodnym zas (RN) w przypadku przeciwnym.

Metoda rozwigzywania RN wiedzie poprzez rozwigzanie RJ, ktore otrzymujemy
zastepujac funkcje f(x) funkcja rowna zeru.

Yt play =0 )

Rownanie (2) jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych. Zakladajac, ze y(x) # 0, mamy

d
~ = —p(a)da (3)
Y
i catkujemy
In|y| = —/p(x)dx +InC (4)
stad
y==C o~ Jp(a)dz (5)

Jezeli mamy rozwigzanie RJ, to rozwiazanie ogélne RN uzyskujemy za pomoca jednej z
dwoch metod: metody uzmienniania statej lub metody przewidywanni.

1.1 Metoda uzmienniania stalej

Metoda ta polega na tym, ze zastepujemy we wzorze (5) stala C' nieznana funkcja C(x),
a nastepnie staramy sie tak dobra¢ C'(x), aby wzor

y(a) = Ola) e~ /e (6)

przedstawial rozwigzanie ogolne RN.



Z (6) mamy

d
Y~ Oy e I Clalpla) e S @)
Po podstawieniu (6) i (7) do RN, odpowiednio na miejsce y i g—z i redukcji otrzymamy
C'(x) = f(a) e/ PO (8)
catkujac dostajemy
wobec (6) mamy zatem
o) = Oy eIty o doie [ ) efoizgg (10)

Oznaczajac drugi sktadnik po prawej stronie wzoru (10) symbolem 1 () oraz zaktadajac
P'(z) = p(x), mamy
y(z) = Cy e P@dy 4 4 () (11)

Wzor (11) przedstawia catke ogolng RN (rownania (1)).

1.2 Przyklad 1

Znalez¢ rozwigzanie rOwnania

d
% —ycotx =sin®z (12)

spelniajace warunek poczatkowy y(—m/2) = 1.
Wyznaczamy catke ogolng rownania jednorodnego (CORJ):

—/p(:z:)dx: /cotxd:v:/cf)sxdlen|sinx|
sinz

czyli y = Csinz. Dla znalezienia calki ogolnej rownania niejednorodnego (CORN),
stosujemy metode uzmienniania statej. Przyjmujemy y(z) = C(z)sinx, obliczamy ¢’ =
C'(z)sinz + C(x) cosz i podstawiamy do (12)

C'(z)sinz + C(x) cosx — cot x - O(x)sinx = sin® x

Stad
C'(z) =sin’x
wiec
1 1 .
C(z) = 3%~ 1 sin 2z + C4
Ostatecznie
y(x) = %x sinzx — % sin rcosx + Oy sinz

jest CORN rownania (12). Uwzgledniajac warunek poczatkowy, otrzymamy 1 = —C} +
/4, czyli Cy = w/4 — 1, czyli

sinx

L. .o
y(x) = gesinz — osin"wcosz +

jest calky szczegdlng (12) spelniajacg warunek poczatkowy y(—m/2) = 1.
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1.3 Przyktad 2

Znalez¢ rozwigzanie rOwnania

dy 1
dr  xcosy + sin2y

(13)

Rownanie (13) nie jest rownaniem liniowym dla funkcji y(x), jest natomiast rownaniem
liniowym dla funkcji z(y). Zgodnie z twierdzeniem o pochodnej funkeji odwrotnej mamy

Z—g = xcosy +sin2y (14)
Wyznaczamy COR.J
d
% = T Cosy (15)

Rozdzielajac zmienne mamy
151
— = | cosydy
x

In|z| =siny +InC

czyli

zatem
r=C eV

W celu znalezienia CORN (14) stosujemy metode uzmienniania stalej. Przyjmujemy
r = C(y) Y, obliczamy 2/ = C'(y) ¥ + C(y) e¥"Ycosy i podstawiamy do (14).
Otrzymujemy

C'(y) e™¥ + C(y) e cosy — O(y) ¥ cosy = sin 2y

stad .
C'(y) = e *™¥sin2y
wiec
Cy) = / e S gin 2ydy = —2 e’sjny(l +siny) + C}
Ostatecznie

z(y) = Oy ™Y — 2(1 + siny)
jest calka ogdlna (14), a tym samym (13).
Twierdzenie: Suma CORJ i jakiejkolwiek CSRN jest CORN.
Dowdd: Niech Yy(x) oznacza CORJ, a Yi(x) jakakolwiek CSRN (1). Mamy wiec

L ¥olw) + pla)Yo(a) = 0

%Yl(:c) +p(x)Yi(z) = f()

stad

d

2 Yo(@) + Yi(@)] + p(2)[Yo(2) + Yi(2)] = f(2)

wiec suma Yo(x) 4 Yi(z) jest catka RN. Stad wzor y = Yo(x) 4 Yi(z) przedstawia CORN.
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1.4 Metoda przewidywan

Metoda ta polega na odgadnieciu CSRN, a nastepnie skorzystaniu z powyzszego twier-
dzenia, przy czym CORJ wyznaczamy jak poprzednio.

Metode przewidywan stosujemy wylacznie wowezas, gdy funkcja p(x) = p jest stala,
ponadto funkcja f(z) jest badz to wielomianem P,(x), badz suma o postaci k cosbx +
[sinbx, badz funkcja typu k e**, badZ tez suma lub iloczynem funkcji trzech danych
typow. W kazdym z wymienionych przypadkow CSRN nalezy przewidzie¢ w tej samej
postaci co f(x), zachowujac odpowiednio: stopienn wielomianu, liczby a oraz b, przyjmujac
natomiast w miejsce pozostalych stalych (wspolczynniki wielomianu, k, [) pewne stale,
ktore wyznaczamy z warunku (1).

f(x) Przewidywana posta¢ rozwigzania szczegbdlnego
P,(x) - wielomian P stopnia n | Q,(x) - wielomian @) stopnia n
azx Qn(l') e gdy p 7é -
Fula) e 1Qu(z) e gdy p = —a
m e gdy p # —a
k e*®
xm e gdy p = —«
k cos bx + [ sin bz m cos bx + n sin bx
e (k cos bx + sin bx) e (m cos bx + nsin bx)
P,(x)(k cos bz + [ sin bx) Qn(z)(m cosbx 4+ nsin bx)

1.5 Przyklad 1

Znalez¢ rozwigzanie rOwnania

dy 3
L fy = 16
oty =2 (16)

CORJ jest tu y = C e74. Poniewaz f(x) = x*, wiegc CSRN przewidujemy w postaci
y = Ax® + Ba* + Cx + D

stad
Yy, = 3Az° + 2Bz + C

a wobec (16) vy + 4y, = 23, wiec
3A2% + 2Bz + C + 4Ax® + 4Ba* + 4Cx + 4D = 2°
(4A — 1)z + (3A+ 4B)2* + (2B +4C)x + (C +4D) =0

Powyzsza rownos¢ jest spelniona dla kazdego x, zatem funkcja yi(x) jest CSRN (16)
wtedy i tylko wtedy, gdy

4A—-1=0, 3A+4B=0, 2B+4C=0, C+4D =0

stad
1 3 3 3
A=-, B=-— =—, D=——
4’ 16’ ¢ 32’ 128
Funkcja
1, 3 5, 3 3
Y= 0" — —1° T —



jest wiec calka szczegolna rownania (16), a zatem

1. 3 3 3
o —Ax a3 Y2 .
y=Ce 40— 5+ 357~ 1og

jest calky ogdlng rownania (16).

1.6 Przyktad 2

Znalez¢ catke szczegblng rownania

d
%%-Qy:xex (17)

spelniajaca warunek poczatkowy y(0) = 2.

CORJ jest tu y = C e=2*. CSRN przewidujemy w postaci iloczynu wielomianu stopnia
pierwszego i funkcji wyktadniczej e”

y1 = (Az + B) €°
stad ¢} = (Az + A+ B) €%, a wobec (17) ¢} + 2y, = = e®. Zatem
(Az+ A+ B) e*+2(Ax+ B) e* =z €"

Powyzszy warunek jest spelniony dla kazdego x, zatem funkcja y;(z) jest CSRN (17)
wtedy i tylko wtedy, gdy A + (Ax + B) + 2(Az + B) = z, czyli gdy 3Az + A+ 3B = «,
stad

1 1
A==, B=-—-
3 9
Calka szczegolng (17) jest wiec funkcja
1 1
b= g(x - g) e”
zas 1 1
y:Ce_2x+§(x—§) e”

przedstawia CORN (17). Uwzgledniajac warunek poczatkowy 2 = C' — %, stad C = %.
Szukang caltka szczegolna jest wiec funkcja

19
y=— e—2:c

1 1
g ¢ tzle—gle

T

Twierdzenie: Suma calki szczegblnej rownania

dy
ar +p(x)y = fi(z)
i calki szczegdlnej rownania

dy

ar +p(r)y = fa(x)

jest calka szczegdlng réwnania

Y s pl@)y = Hi(@) + fla)



1.7 Przyktlad:

Znalez¢ catke szczegblng rownania

d
d—i + 3y = 2° — cos 3x (18)

spelniajaca warunek poczatkowy y(0) = g—i.

CORJ jest tu y = C' e™3%. Z ostatniego twierdzenia wynika, ze CSRN

dy 2
2 43y = 19
oty =2 (19)
i CSRN p
% + 3y = —cos 3z (20)

jest CSRN (18).

CSRN (19) przewidujemy jako y; = Ax?+ Bx+C, y} = 2Ax+ B, wobec (19) 3/, +y, = 2%
Zatem 2Ax + B+ 3A2? +3Bx +C = 2% Stad 34A=1,24+3B =0, B+ 3C = 0, a wiec
A= %, B = —%, C= 237 Ostatecznie

1, 2 2

NEET Tty

CSRN (20) przewidujemy w postaci kombinacji funkeji sin 3z i cos 3z, czyli yo = Asin 3z+
B cos 3z, y, = 3A cos 3z — 3B sin 3z, a wobec (20) v+ 3ys = — cos 3z. Zatem 3A cos 3z —
3Bsin3x +3Asin3x + 3B cos 3x = — cos 3x. Otrzymany warunek musi by¢ spetniony dla
kazdego x, stad A — B =01 3A+ 3B = —1, czyli A = B = —}. Calka szczegolng (20)
jest wiec funkcja

L .
Yo = —g(sm 3z + cos 3x)

Ostatecznie ] ) 5 1
y=Ce 4 §x2 — 3% + o7 g(sin?)x + cos 3z)

przedstawia CORN (18). Uwzgledniajac warunek poczatkowy C' + % —
C = 1. Szukang catky szczegodlng jest wiec funkcja

& = 27, skad

1 2 2 1
y= e "+ §x2 — 3% + 77 é(sin?)x + cos 3x)



