
Równania ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych

1 Wiadomo±ci wst¦pne

Szukamy funkcji y(x) speªniaj¡cej w ka»dum punkcie przedziaªu (a, b) równanie

dy

dx
= f(x) (1)

Je»eli F (x) jest jak¡kolwiek funkcj¡ pierwotn¡ f(x) to zbiór wszystkich funkcji

y(x) = F (x) + C (2)

gdzie C jest dowoln¡ staª¡ zawiera wszystkie funkcje speªniaj¡ce równanie (1) i tylko
takie funkcje. Zbiór funkcji (2) jest caªk¡ ogóln¡ równania (1).

Je»eli za»¡damy dodatkowo, by funkcja f(x) speªniaªa warunek

y(x0) = y0 (3)

to z (2) otrzymamy y0 = F (x0) + C, a st¡d C = y0 − F (x0). Istnieje zatem dokªadnie
jedna funkcja speªniaj¡ca równanie (1) i warunek pocz¡tkowy (3):

y(x) = F (x) + y0 − F (x0) (4)

lub

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t)dt (5)

Funkcj¦ (4) nazywamy caªk¡ szczególn¡ równania (1) z warunkiem pocz¡tkowym (3).

1.1 Przykªad

Znale¹¢ rozwi¡zanie równania y′ = −2x, speªniaj¡ce warunek pocz¡tkowy y(0) = 1.

y =
∫

(−2x)dx = −x2 + C; z warunku pocz¡tkowego 1 = 02 + C, czyli C = 1, st¡d
y = 1 − x2.

2 Równania ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych

Równanie
dy

dx
=

f(x)

h(y)
(6)
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o funkcji niewiadomej y(x) nazywamy równaniem ró»niczkowym o zmiennych rozdzielo-

nych. Równanie to mo»emy zapisa¢

h(y)dy = f(x)dx (7)

Niech ∫
h(y)dy = H(y) + CH ,

∫
f(x)dx = F (x) + CF (8)

Czyli
H(y) + CH = F (x) + CF , H(y) − F (x) = C (= CF − CH) (9)

2.1 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ równania y′ = −2x/y, speªniaj¡ce warunek pocz¡tkowy y(1) = 1.

Rozdzielaj¡c zmienne otrzymujemy ydy = −2xdx; po scaªkowaniu y2/2 = −x2 + C,
x2 + y2/2 = C; z warunku pocz¡tkowego C = 3/2, czyli szukan¡ krzyw¡ jest elipsa
2
3
x2 + 1

3
y2 = 1

3 Równanie jednorodne

Równanie
dy

dx
= f(

y

x
) (10)

o funkcji niewiadomej y(x) nazywamy równaniem ró»niczkowym jednorodnym. Równanie
to za pomoc¡ podstawienia

u(x) =
y

x
(11)

mo»na sprowadzi¢ do równania ró»niczkowego o zmienych rozdzielonych. Z (11) mamy

dy

dx
= u(x) + x

du

dx
, u + xu′ = f(u) (12)

st¡d
du

f(u) − u
=

dx

x
(13)

czyli równanie ró»niczkowego o zmienych rozdzielonych.

3.1 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania y′ = (x + y)/x.

Podstawiaj¡c u = y/x otrzymujemy xdu
dx

= 1, st¡d du = dx/x, u = ln |x| + C. Poniewa»
y = ux, szukan¡ caªk¡ jest y = x ln |x| + Cx.
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4 Równania sprowadzalne do równa« jednorodnych

4.1 Równanie dy
dx = f(ax + by + c)

Równanie
dy

dx
= f(ax + by + c) (14)

gdzie a, c, b 6= 0 s¡ to dane liczby, sprowadzamy do równania ró»niczkowego o zmienych
rozdzielonych za pomoc¡ podstawienia

u(x) = ax + by + c (15)

Z (15) mamy u′ = a + by′, wi¦c

dy

dx
=

1

b

(
du

dx
− a

)
,

du

dx
= a + bf(u) (16)

czyli
du

a + bf(u)
= dx (17)

4.2 Przykªad

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania y′ = x + y + 7.

Podstawiaj¡c u = x+ y +7 dostajemy du
dx

= 1+ dy
dx
, wi¦c du

dx
= 1+u, czyli du

u+1
= dx. St¡d

ln |u+1| = x+A, czyli u+1 = Cex. Mamy wi¦c x+y+7+1 = Cex, czyli y = Cex−x−8

4.3 Równanie dy
dx = f

(
a1x+b1y+c1

a2x+b2y+c2

)
Równanie

dy

dx
= f

(
a1x + b1y + c1

a2x + b2y + c2

)
(18)

sprowadzamy do równania jednorodnego lub równania ró»niczkowego o zmienych rozdzie-
lonych.

Je»eli

W =

∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ 6= 0 (19)

wprowadzamy zmienne
ξ = x − h, η = y − k (20)

gdzie

a1h + b1k + c1 = 0

a2h + b2k + c2 = 0
(21)

Poniewa»
dη

dξ
=

dη

dy

dy

dx

dx

dξ
=

dy

dx
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oraz zachodzi (21), równanie (19) przyjmuje posta¢

dη

dξ
= f

(
a1ξ + b1η

a2ξ + b2η

)
(22)

Równanie (22) jest równaniem jednorodnym.

Je»eli

W =

∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = 0 (23)

istnieje liczba λ = a1/a2 = b1/b2; wówczas

dy

dx
= f

(
λ(a2x + b2y) + c1

a2x + b2y + c2

)
(24)

Podstawiamy u = a2x+ b2y, wówczas u′ = a2 + b2y
′ i otrzymujemy równanie o zmiennych

rozdzielonych
du

dx
= a2 + b2f

(
λu + c1

u + c2

)
(25)

4.4 Przykªad 1

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania
dy

dx
= −x + y − 2

x − y − 4

Poniewa»

W =

∣∣∣∣1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2 6= 0

z (21) wyznaczamy h = 3, k = −1 i podstawiamy ξ = x − 3, η = y + 1 i otrzymujemy

dη

dξ
= −ξ + η

ξ − η

Podstawiaj¡c nast¦pnie u(ξ) = η/ξ dostajemy

u − 1

−u2 + 2u + 1
du =

dξ

ξ

St¡d

−1

2
ln | − u2 + 2u + 1| = ln |ξ| + C1

ξ2(−u2 + 2u + 1) = C2

Ostatecznie
x2 + 2xy − y2 − 4x − 8y = C
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4.5 Przykªad 2

Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

dy

dx
= −x + 2y + 1

x + 2y − 1

Poniewa»

W =

∣∣∣∣1 2
1 2

∣∣∣∣ = 0

podstawiamy u = x + 2y, i otrzymujemy

du

dx
= 1 + 2

dy

dx

St¡d

−u − 1

u + 3
du = dx

Po scaªkowaniu
x + y − 2 ln |x + 2y + 3| = C
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