Roéwnania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego o
stalych wspoétczynnikach

1 Wstep

Rozpatrzmy réwnanie r6zniczkowe liniowe jednorodne postaci
y' +p(@)y +a(x)y =0 (1)
oraz funkcje zespolong zmiennej rzeczywistej
w(x) = u(zr) + w(z) (2)
gdzie u(z) = Rw(z), v(r) = Sw(z) a i jest jednostka urojona.
Twierdzenie 1 Jezeli funkcja (2) jest catkq réwnania (1) z rzeczywistymi wspdtcezynni-

kami p(x) i q(x), to jej czesé rzeczywista u(x) i czesé urojona v(x) sq takze catkami tego
rownania.

2 Roéwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne rzedu dru-
giego o stalych wspétczynnikach

Wyznaczanie uktadu podstawowego calek dla réwnania

y'+py +qy=0 (3)
gdzie p i q sg to dane liczby rzeczywiste.

Rozwiazania rownania (3) poszukujemy w postaci funkeji wyktadniczej

y=e" (4)

w ktorym dobieramy r tak, by funkcja (4) spelniala rownanie (3). Poniewaz y' = re™ i
y" = r?e"™, wiec funkcja (4) spelnia roéwnanie (3) wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 7 jest
pierwiastkiem rownania kwadratowego

P +pr+q=0 (5)

Rownanie (5) nazywamy rdwnaniem charakterystycznym rownania (3). Rozpatrzmy trzy
przypadki rownania charakterystycznego w zaleznosci od wyréznika A = p? — 4q¢:
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1. A > 0: rownanie (5) ma wowczas dwa rozne pierwiastki rzeczywiste ry i ro. Funkcje

rix

() = e i ya(x) = e

sa wiec rozwiazaniami rownania (3). Funkcje te stanowia uktad podstawowy calek
tego rownania, poniewaz wronskian

QT er2®
_ _ . (ri+ra2)z
W(ZL‘) Tlema: T2er2:c (TQ 7nl)e 7é 0
Wzor
y = Cren 4 Cre™™ (6)

przedstawia zatem rozwiazanie rownania (3) dla A > 0.

2. A = 0: r6wnanie (5) ma wowczas jeden pierwiastek rzeczywisty podwojny 7o = —5.

Mamy wiec tylko jedna calke szczegélng y(z) = €% roéwnania (3). Zauwazmy,
ze y = Cy; jest tez calka tego rownania dla dowolnej statej C. Zatem szukamy
rozwiazania w postaci

y = C(x)e"™” (7)
Stad

(8)

{y’ = ¢"07(C"(x) + 1oC ()
y' = et (C () + 2roC () + r2C ()

Podstawiajac (7) i (8) do (3) otrzymujemy warunek
C"(x) + (2rg + p)C'(z) + (rg + pro + ¢)C(z) = 0

Poniewaz g jest podwojnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego (5), wiec
2rg +p=01ir2+pro+q=0. Stad C"(x) = 0, czyli C(z) = Cix + Cy. Funkcja

y = (Crx + Cy)e™” 9)

spelnia (3) dla wszystkich wartosci staltych Cy i Cy, w szczegolnosei dla €7 = 11
Cy = 0, wiec funkcja
y = xe’"

jest catka tego réwnania. Catki
y = erom i y = xerox

stanowia uktad podstawowy catek tego rownania, poniewaz wronskian
eT’OIE xemx

W(ZE): Toemx (1—|—7‘033'>€mx

— e2mm ?é 0

Wzor (9) przedstawia zatem rozwiazanie rownania (3) dla A = 0.

3. A < 0: rownanie (5) ma wowczas dwa rézne pierwiastki zespolone sprzezone r; =
a+ 1w iry = a —iw. Funkcje zespolone zmiennej rzeczywiatej postaci

Vi) = el () = el



sa wiec catkami rownania (3). Na podstawie wzoru Eulera mamy
yi(z) = e coswzx + e sin wx
zatem na mocy twierdzenia 1, funkcje
yi1(z) =e*sinwr i yo(x) = e coswzr

sa takze catkami rownania (3). Calki te stanowia uklad podstawowy calek tego
réwnania, poniewaz wronskian

W(r) = we®™* # 0 (10)

Funkcja
y = e (C} sinwx 4+ Cy cos wx) (11)

przedstawia zatem rozwiazanie rownania (3) dla A < 0.

2.1 Przyklad 1

Znalez¢ rozwigzanie ogolne rownania y” + 4y = 0.

Mamy 72 +4 = 0, 1 = 21, ry = —2i, wiec a = 0, w = 2 czyli szukanym rozwigzaniem
og6lnym jest
y = C1sin 2x + Cs cos 2x

2.2 Przyklad 2

Znalez¢ rozwigzanie ogoélne réwnania y” + 4y’ + 5y = 0.

Mamy 72 +4r +5=0,7 = =244, 19 = —2 — 4, wiec & = —2, w = 1 czyli szukanym
rozwigzaniem og6lnym jest

y=e *(Cysinz + Cycosx)

2.3 Interpretacja fizyczna

Wykluczajac C; = Cy = 0, wzor (11) mozemy napisa¢ w postaci

y = Ae®® sin(wz + ¢) (12)

A=,/C?+C3, cosgb:%, sinng:%

gdzie



3 Roéwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne rzedu
drugiego o stalych wspétczynnikach

Rownanie

v+ oy +qy = f(z) (13)
gdzie p i q sa to dane liczby rzeczywiste, nazywamy rownaniem rozniczkowym liniowym
niejednorodnym rzedu drugiego o statych wspolczynnikach.

Korzystajac ze wzorow (6), (9) i (11) na CORJ, mozemy wyznaczy¢ CORN (13), stosujac
metode uzmienniania statych lub metode przewidywan.

Twierdzenie 2 Suma catki szczegdlnej rownania

y' +p(@)y + qlx)y = filz)
i catki szczegdlnej rownania

v+ @)y + alx)y = folx)
jest catkq szczegolng rownania

Y +p(x)y + q(x)y = fi(z) + fa(x)

3.1 Przyklad

Znalez¢ rozwigzanie ogdlne réwnania

y' +y=e* +4rcosx (14)

Mamy r2+1=0, r; =1, 1y = —i, wiec a = 0, w = 1 czyli szukang CORJ jest

Yo = Cysinz + Cycosx

7 Twierdzenia 2 suma CSRN
y' +y=e* (15)
oraz CSRN
y'+y=4xcosx (16)

jest CSRN (14).

CSRN (15) przewidujemy w postaci y; = ae®®, stad y| = 2ae®® oraz y| = 4ae®®, czyli

4ae®™ + ae®™ = ¢**. Wynika stad, ze a = 1 i ostatecznie

1
Y = ge2x



CSRN (16) przewidujemy w postaci
Y2 = (a1 + by)xsinzx + (agx + be)x cosz
stad
Yy = (2a12 + by) sina + (a1 + by)x cosx + (2azx + by) cos x — (asx + by)x sinx

Yy =2a1 sinx + 2(2ayx + by) cosx — (a1 + by)x sinx
+ 2a5 cos x — 2(2asx + by) sinx — (agx + by)x cosx

Wynika stad, ze
2a; sinx + 2(2a12 + by) cos x + 2ay cos x — 2(2azx + by) sinx = 4z cos x
Obliczamy a; =1, as =0, by =0, by = 1, czyli
Yo = x?sinz + x cos x

CORN (14) ma wiec postaé

1
y=1yo+y1+1ys = Cisinx + Cycosx + 562x+x281n$+xcosx

4 Roéwnanie rozniczkowe Eulera rzedu drugiego

Rownanie

2y + pry +qy =0

(17)

gdzie p i q sa to dane liczby rzeczywiste, nazywamy rdwnaniem rozniczkowym FEulera

rzedu drugiego.

Rozwiazywanie rownania (17) sprowadzamy do rozwiazywania rownania rozniczkowego

liniowego o stalych wspoélczynnikach. Stosujemy podstawienie

x=e"
wiec funkcja niewiadoma y(z) jest funkcja ztozona
y = ylz(u)]
zmiennej niezaleznej u. Obliczamy
dy dydx Ay
—_ = = — = —
du  drdu dx

dy ot dy
dr du
a nastepnie
de . dzy 2u dy u d2y 2u dy

dz a2t Tt Tt T

Py o (dy _dy
dx? du?  du
Wstawiajac prawe strony wzoréow (18) — (21) do (17) otrzymujemy réwnanie

Y +(p—1y +qy=0

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

ktore jest rownaniem liniowym o statych wspolezynnikach. W calce ogolnaj (22) wystar-

czy uwzglenié¢ (18) by otrxymadé caltke ogolng réwnania (17).
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4.1 Przyklad 1
Znalez¢ catke ogolng rownania

22y" — 2xy' + 6y =0 (23)
Mamy p = —2 i ¢ = 6, wiec réwnanie (22) przyjmuje postac

y' — 3y +6y=0 (24)

Pierwiastkami rownania charakterystycznego r? —3r +6 = 0 sa ry o = 3ii2‘/ﬁ , czyli catka
ogblna (24) ma postac

v 15 V15
Yy = e3u (C’l sin 5 u + Cy cos Tu)

stad, uwzgledniajac (18), otrzymujemy caltke (23)

1 1
C sin (g In x) + (5 cos (g In x)]

Znalez¢ catke ogdlna niejednorodnego rownania rézniczkowego Eulera

nlw

y=x

4.2 Przyklad 2

22y + xy —y = 2? (25)

Mamy p =11 g = —1, wiec réwnanie (25) przyjmuje postac

Catka ogodlng tego réwnania jest
u —u 1 2u
y = Cre" + Cse —i-ge
czyli

Cy 1
y=Ciz+ — + =2
r 3



