
Rozwi¡zywanie zagadnie« brzegowych metod¡

elementów sko«czonych

1 Zagadnienie brzegowe

(Boundary value problem, BVP)

1.1 Sformuªowanie klasyczne

Znale¹¢ rozwi¡zanie u(x), x ∈ [0, l] równania ró»niczkowego drugiego rz¦du postaci

−(a(x)u′(x))′ + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ (0, l) (1)

z jednym z nast¦puj¡cych warunków brzegowych dla x = 0 i x = l.

1. warunki brzegowe Dirichleta

u(0) = u0 lub u(l) = ul, (2)

2. warunki brzegowe Neumanna

−a(0)u′(0) = γ0 lub a(l)u′(l) = γl, (3)

3. warunki brzegowe Cauchy'ego

−a(0)u′(0) + β0u(0) = γ0 lub a(l)u′(l) + βlu(l) = γl, (4)

Dane: a(x), b(x), c(x), β0, βl, f(x), u0, ul, γ0, γl.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy warunki Dirichleta dla x = 0 i warunki Cauchy'ego dla
x = l, czyli

u(0) = u0, a(l)u′(l) + βu(l) = γ

1.2 Sformuªowanie wariacyjne

Niech u b¦dzie rozwi¡zaniem problemu (1). Mno»ymy równanie (1) przez arbitraln¡
funkcj¦ testow¡ v(x), speªniaj¡cc¡ warunek v(0) = 0 i caªkujemy w przedziale (0, l)∫ l

0

−(au′)′v dx +

∫ l

0

bu′v dx +

∫ l

0

cuv dx =

∫ l

0

fv dx (5)
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caªkuj¡c przez cz¦±ci mamy∫ l

0

−(au′)′v dx =

∫ l

0

au′v′ dx− a(l)u′(l)v(l) + a(0)u′(0)v(0) (6)

Z warunku Cauchy'ego w x = l mamy

−a(l)u′(l)v(l) = βu(l)v(l)− γv(l)

W efekcie uzyskujemy nast¦puj¡ce rozwi¡zanie wariacyjne BVP:{
u(0) = u0∫ l

0
(au′v′ + bu′v + cuv) dx + βu(l)v(l) =

∫ l

0
fv dx + γv(l)

(7)

Wprowad¹my oznaczenia

L(v) =

∫ l

0

fv dx + γv(l) (8)

B(u, v) =

∫ l

0

(au′v′ + bu′v + cuv) dx + βu(l)v(l) (9)

L(v) jest funkcjonaªem liniowym, B(u, v) jest funkcjonaªem biliniowym. Równanie (7)
mo»na zapisa¢

B(u, v) = L(v) (10)

Wprowadzamy funkcj¦ ũ(x), speªniaj¡c¡ warunek ũ(0) = u0. Podstawiaj¡c w = u − ũ i
korzystaj¡c z biliniowo±ci funkcjonaªu B(u, v), dostajemy{

w(0) = 0

B(w, v) = L(v)−B(ũ, v)
(11)

1.3 Równowa»no±¢ z problemem minimalizacji

Wprowad¹my funkcjonaª kwadratowy

J(u) =
1

2
B(u, u)− L(u) (12)

Niech funkcjonaª J(u) osi¡ga minimum w u oraz

φ(ε) = J(u + εv) (13)

=
1

2
B(u + εv, u + εv)− L(u + εv) (14)

=
1

2
B(v, v)ε2 + (

1

2
(B(u, v) + B(v, u))− L(v))ε + (

1

2
B(u, u)− L(u)) (15)

Je»eli J osi¡ga minimum w u to φ(ε) musi osi¡ga¢ minimum dla ε = 0, czyli

dφ

dε
(0) =

1

2
(B(u, v) + B(v, u))− L(v) = 0 (16)
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Je»eli B(u, v) jest form¡ symetryczn¡ (czyli B(u, v) = B(v, u)) to

B(u, v) = L(v) (17)

Jest to warunek konieczny istnienia minimum u. Warunkiem wystarczaj¡cym jest

B(v, v) > 0, ∀v 6= 0 (18)

Twierdzenie 1 (Równowa»no±¢ problemu minimalizacji i wariacyjnego)
Je»eli forma B(u, v) jest symetryczma i dodatnio okre±lona, to problemy minimalizacyjny
i wariacyjny s¡ równowa»ne, czyli u jest rozwi¡zaniem (10) wtedy i tylko wtedy gdy u jest
rozwi¡zaniem (17)

2 Metoda Galerkina

Ide¡ metody jest aproksymacja rozwi¡zania liniow¡ kombinacj¡ funkcji bazowych ei =
ei(x)

u ≈ ũ +
N∑

j=1

wjej, v ≈
N∑

j=1

vjej (19)

Wspóªczynniki wj nale»y wyznaczy¢.

Podstawiaj¡c do VBVP dostajemy

B(ũ +
N∑

j=1

wjej,
N∑

j=1

vjej) = L(
N∑

j=1

vjej) (20)

Poniewa» równanie (20) musi by¢ speªnione dla ka»dej funkcji testowej v (a zatem dla
dowolnego zestawu parametrów vj), mo»emy przyj¡¢ vj = δji, j = 1, . . . , N otrzymuj¡c
ukªad N równa«

B(ũ +
N∑

j=1

wjej, ei) = L(ei), i = 1, . . . , N (21)

Korzystaj¡c z biliniowo±ci B(u, v) mamy

B(ũ, ei) +
N∑

j=1

B(ej, ei)wj = L(ei), i = 1, . . . , N (22)

N∑
j=1

B(ej, ei)wj = L(ei)−B(ũ, ei), i = 1, . . . , N (23)

Je»eli Bij = B(ej, ei), B = {Bij} i L′
i = L′(ei) = L(ei) − B(ũ, ei), L′ = {L′

i} to w celu
wyznaczenia rozwi¡zania nale»y rozwi¡za¢ ukªad równa«

Bu = L′

Cz¦sto jako funkcje bazowe przyjmuje si¦

ei =

{
x−xi−1

xi−xi−1
dla x ∈ (xi−1, xi)

xi+1−x
xi+1−xi

dla x ∈ (xi, xi+1)
(24)
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3 Przykªad rozwi¡zania zagadnienia brzegowego

Metod¡ Elementów Sko«czonych

3.1 Sformuªowanie silne

Rozwa»my równanie transportu ciepªa

−du

dx

(
k
du

dx

)
= 0

Warunek Dirichleta w x = 0: u(0) = u0

Warunek Cauchy'ego w x = 1: ku′(1) + hu(1) = huZ

3.2 Sformuªowanie wariacyjne

Znale¹¢ funkcj¦ u speªniaj¡c¡∫ 1

0

k
du

dx

dv

dx
dx + hu(1)v(1) = huZv(1) ∀v : v(0) = 0

i tak¡, »e u(0) = u0

3.3 Rozszerzenie warunku brzegowego

Przyjmijmy
ũ(x) = u0(1− x)

Podstawiamy u = ũ + w∫ 1

0

k
d(ũ + w)

dx

dv

dx
dx + h(ũ(1) + w(1))v(1) = huZv(1) ∀v : v(0) = 0

∫ 1

0

k
dũ

dx

dv

dx
dx +

∫ 1

0

k
dw

dx

dv

dx
dx + hũ(1)v(1) + hw(1)v(1) = huZv(1) ∀v : v(0) = 0∫ 1

0

k
dw

dx

dv

dx
dx + hw(1)v(1) = huZv(1)−

∫ 1

0

k
dũ

dx

dv

dx
dx− hũ(1)v(1) ∀v : v(0) = 0

Zadanie: znale¹¢ funkcj¦ u = ũ + w speªniaj¡c¡

B(w, v) = L′(v) ∀v : v(0) = 0

gdzie

B(w, v) =

∫ 1

0

k
dw

dx

dv

dx
dx + hw(1)v(1)

L′(v) = huZv(1)−
∫ 1

0

k
dũ

dx

dv

dx
dx− hũ(1)v(1)

oraz w(0) = 0
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3.4 Konstrukcja podprzestrzeni elementów sko«czonych

Dla N = 3 mamy

e1(x) =

{
1− 2x dla x ∈ (0, 0.5)

0 dla x ∈ (0.5, 1)

de1(x)

dx
=

{
−2 dla x ∈ (0, 0.5)

0 dla x ∈ (0.5, 1)
(25)

e2(x) =

{
2x dla x ∈ (0, 0.5)

2− 2x dla x ∈ (0.5, 1)

de2(x)

dx
=

{
2 dla x ∈ (0, 0.5)

−2 dla x ∈ (0.5, 1)
(26)

e3(x) =

{
0 dla x ∈ (0, 0.5)

2x− 1 dla x ∈ (0.5, 1)

de3(x)

dx
=

{
0 dla x ∈ (0, 0.5)

2 dla x ∈ (0.5, 1)
(27)

Problem przybli»ony: znale¹¢ uh speªniaj¡ce

B(wh, vh) = L′(vh)

w ≈ wh =
3∑

i=1

wiei

czyli
3∑

j=1

wjB(ej, ei) = L′(ei)

Oznaczaj¡c Bij = B(ej, ei) oraz Li = L′(ei) = L(ei)−B(ũ, ei), mamy:B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33

w1

w2

w3

 =

L1

L2

L3

 (28)

Poniewa» w(0) = 0 oraz w(0) =
∑3

i=1 wiei(0) = w1 (gdy» e1(0) = 1 i e2(0) = e3(0) = 0),
w1 = 0 i ukªad równa« (28) redukuje si¦ do1 0 0

0 B22 B23

0 B32 B33

w1

w2

w3

 =

 0
L2

L3

 (29)

Obliczamy

B22 =

∫ 1

0

k
de2

dx

de2

dx
dx + he2(1)e2(1)

B23 =

∫ 1

0

k
de2

dx

de3

dx
dx + he2(1)e3(1)

B32 = B23

B33 =

∫ 1

0

k
de3

dx

de3

dx
dx + he3(1)e3(1)

L2 = huZe2(1)−
∫ 1

0

k
dũ

dx

de2

dx
dx− hũ(1)e2(1)
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L3 = huZe3(1)−
∫ 1

0

k
dũ

dx

de3

dx
dx− hũ(1)e3(1)

Po obliczeniu w2, w3 rozwi¡zanie przybli»one wyznaczamy jako

u(x) = ũ(x) +

{
w2e2(x) dla x ∈ (0, 0.5]

w2e2(x) + w3e3(x) dla x ∈ (0.5, 1)
(30)

u(x) = u0(1− x) +

{
2w2x dla x ∈ (0, 0.5]

2w2(1− x) + u3(2x− 1) dla x ∈ (0.5, 1)
(31)
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