
Równania ró»niczkowe liniowe rz¦du pierwszego

1 Wiadomo±ci wst¦pne

Równanie
dy

dx
+ p(x)y = f(x) (1)

gdzie p(x) i f(x) s¡ to funkcje dane, ci¡gªe w pewnym przedziale (a, b) nazywamy rów-

naniem ró»niczkowym liniowym rz¦du pierwszego.

Równanie (1) nazywamy jednorodnym (RJ), je»eli f(x) jest to»samo±ciowo równa zeru w
rozwa»anym przedziale, niejednorodnym za± (RN) w przypadku przeciwnym.

Metoda rozwi¡zywania RN wiedzie poprzez rozwi¡zanie RJ, które otrzymujemy
zast¦puj¡c funkcj¦ f(x) funkcj¡ równ¡ zeru.

dy

dx
+ p(x)y = 0 (2)

Równanie (2) jest równaniem o zmiennych rozdzielonych. Zakªadaj¡c, »e y(x) 6= 0, mamy

dy

y
= −p(x)dx (3)

i caªkujemy

ln |y| = −
∫

p(x)dx + ln C (4)

st¡d
y = C e−

R
p(x)dx (5)

Je»eli mamy rozwi¡zanie RJ, to rozwi¡zanie ogólne RN uzyskujemy za pomoc¡ jednej z
dwóch metod: metody uzmienniania staªej lub metody przewidywa«.

1.1 Metoda uzmienniania staªej

Metoda ta polega na tym, »e zast¦pujemy we wzorze (5) staª¡ C nieznan¡ funkcj¡ C(x),
a nast¦pnie staramy si¦ tak dobra¢ C(x), aby wzór

y(x) = C(x) e−
R

p(x)dx (6)

przedstawiaª rozwi¡zanie ogólne RN.
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Z (6) mamy
dy

dx
= C ′(x) e−

R
p(x)dx − C(x)p(x) e−

R
p(x)dx (7)

Po podstawieniu (6) i (7) do RN, odpowiednio na miejsce y i dy
dx

i redukcji otrzymamy

C ′(x) = f(x) e
R

p(x)dx (8)

caªkuj¡c dostajemy

C(x) =

∫
f(x) e

R
p(x)dxdx + C1 (9)

wobec (6) mamy zatem

y(x) = C1 e−
R

p(x)dx + e−
R

p(x)dx

∫
f(x) e

R
p(x)dxdx (10)

Oznaczaj¡c drugi skªadnik po prawej stronie wzoru (10) symbolem y1(x) oraz zakªadaj¡c
P ′(x) = p(x), mamy

y(x) = C1 e−P (x)dx + y1(x) (11)

Wzór (11) przedstawia caªk¦ ogóln¡ RN (równania (1)).

1.2 Przykªad 1

Znale¹¢ rozwi¡zanie równania

dy

dx
− y cot x = sin3 x (12)

speªniaj¡ce warunek pocz¡tkowy y(−π/2) = 1.

Wyznaczamy caªk¦ ogóln¡ równania jednorodnego (CORJ):

−
∫

p(x)dx =

∫
cot xdx =

∫
cos x

sin x
dx = ln | sin x|

czyli y = C sin x. Dla znalezienia caªki ogólnej równania niejednorodnego (CORN),
stosujemy metod¦ uzmienniania staªej. Przyjmujemy y(x) = C(x) sin x, obliczamy y′ =
C ′(x) sin x + C(x) cos x i podstawiamy do (12)

C ′(x) sin x + C(x) cos x − cot x · C(x) sin x = sin3 x

St¡d
C ′(x) = sin2 x

wi¦c

C(x) =
1

2
x − 1

4
sin 2x + C1

Ostatecznie

y(x) =
1

2
x sin x − 1

2
sin2 x cos x + C1 sin x

jest CORN równania (12). Uwzgl¦dniaj¡c warunek pocz¡tkowy, otrzymamy 1 = −C1 +
π/4, czyli C1 = π/4 − 1, czyli

y(x) =
1

2
x sin x − 1

2
sin2 x cos x +

π − 4

4
sin x

jest caªk¡ szczególn¡ (12) speªniaj¡c¡ warunek pocz¡tkowy y(−π/2) = 1.
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1.3 Przykªad 2

Znale¹¢ rozwi¡zanie równania

dy

dx
=

1

x cos y + sin 2y
(13)

Równanie (13) nie jest równaniem liniowym dla funkcji y(x), jest natomiast równaniem
liniowym dla funkcji x(y). Zgodnie z twierdzeniem o pochodnej funkcji odwrotnej mamy

dx

dy
= x cos y + sin 2y (14)

Wyznaczamy CORJ
dx

dy
= x cos y (15)

Rozdzielaj¡c zmienne mamy ∫
dx

x
=

∫
cos ydy

czyli
ln |x| = sin y + ln C

zatem
x = C esin y

W celu znalezienia CORN (14) stosujemy metod¦ uzmienniania staªej. Przyjmujemy
x = C(y) esin y, obliczamy x′ = C ′(y) esin y + C(y) esin y cos y i podstawiamy do (14).
Otrzymujemy

C ′(y) esin y + C(y) esin y cos y − C(y) esin y cos y = sin 2y

st¡d
C ′(y) = e− sin y sin 2y

wi¦c

C(y) =

∫
e− sin y sin 2ydy = −2 e− sin y(1 + sin y) + C1

Ostatecznie
x(y) = C1 esin y − 2(1 + sin y)

jest caªk¡ ogóln¡ (14), a tym samym (13).

Twierdzenie: Suma CORJ i jakiejkolwiek CSRN jest CORN.

Dowód: Niech Y0(x) oznacza CORJ, a Y1(x) jak¡kolwiek CSRN (1). Mamy wi¦c

d

dx
Y0(x) + p(x)Y0(x) = 0

d

dx
Y1(x) + p(x)Y1(x) = f(x)

st¡d
d

dx
[Y0(x) + Y1(x)] + p(x)[Y0(x) + Y1(x)] = f(x)

wi¦c suma Y0(x)+Y1(x) jest caªk¡ RN. St¡d wzór y = Y0(x)+Y1(x) przedstawia CORN.
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1.4 Metoda przewidywa«

Metoda ta polega na odgadni¦ciu CSRN, a nast¦pnie skorzystaniu z powy»szego twier-
dzenia, przy czym CORJ wyznaczamy jak poprzednio.

Metod¦ przewidywa« stosujemy wyª¡cznie wówczas, gdy funkcja p(x) = p jest staªa,
ponadto funkcja f(x) jest b¡d¹ to wielomianem Pn(x), b¡d¹ sum¡ o postaci k cos bx +
l sin bx, b¡d¹ funkcj¡ typu k eαx, b¡d¹ te» sum¡ lub iloczynem funkcji trzech danych
typów. W ka»dym z wymienionych przypadków CSRN nale»y przewidzie¢ w tej samej
postaci co f(x), zachowuj¡c odpowiednio: stopie« wielomianu, liczby α oraz b, przyjmuj¡c
natomiast w miejsce pozostaªych staªych (wspóªczynniki wielomianu, k, l) pewne staªe,
które wyznaczamy z warunku (1).

f(x) Przewidywana posta¢ rozwi¡zania szczególnego
Pn(x) - wielomian P stopnia n Qn(x) - wielomian Q stopnia n

Pn(x) eαx Qn(x) eαx gdy p 6= −α
xQn(x) eαx gdy p = −α

k eαx m eαx gdy p 6= −α
xm eαx gdy p = −α

k cos bx + l sin bx m cos bx + n sin bx
eαx(k cos bx + l sin bx) eαx(m cos bx + n sin bx)
Pn(x)(k cos bx + l sin bx) Qn(x)(m cos bx + n sin bx)

1.5 Przykªad 1

Znale¹¢ rozwi¡zanie równania
dy

dx
+ 4y = x3 (16)

CORJ jest tu y = C e−4x. Poniewa» f(x) = x3, wi¦c CSRN przewidujemy w postaci

y1 = Ax3 + Bx2 + Cx + D

st¡d
y′1 = 3Ax2 + 2Bx + C

a wobec (16) y′1 + 4y1 = x3, wi¦c

3Ax2 + 2Bx + C + 4Ax3 + 4Bx2 + 4Cx + 4D = x3

(4A − 1)x3 + (3A + 4B)x2 + (2B + 4C)x + (C + 4D) = 0

Powy»sza rowno±¢ jest speªniona dla ka»dego x, zatem funkcja y1(x) jest CSRN (16)
wtedy i tylko wtedy, gdy

4A − 1 = 0, 3A + 4B = 0, 2B + 4C = 0, C + 4D = 0

st¡d

A =
1

4
, B = − 3

16
, C =

3

32
, D = − 3

128
Funkcja

y1 =
1

4
x3 − 3

16
x2 +

3

32
x − 3

128
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jest wi¦c caªk¡ szczególn¡ równania (16), a zatem

y = C e−4x +
1

4
x3 − 3

16
x2 +

3

32
x − 3

128

jest caªk¡ ogóln¡ równania (16).

1.6 Przykªad 2

Znale¹¢ caªk¦ szczególn¡ równania

dy

dx
+ 2y = x ex (17)

speªniaj¡c¡ warunek pocz¡tkowy y(0) = 2.

CORJ jest tu y = C e−2x. CSRN przewidujemy w postaci iloczynu wielomianu stopnia
pierwszego i funkcji wykªadniczej ex

y1 = (Ax + B) ex

st¡d y′1 = (Ax + A + B) ex, a wobec (17) y′1 + 2y1 = x ex. Zatem

(Ax + A + B) ex + 2(Ax + B) ex = x ex

Powy»szy warunek jest speªniony dla ka»dego x, zatem funkcja y1(x) jest CSRN (17)
wtedy i tylko wtedy, gdy A + (Ax + B) + 2(Ax + B) = x, czyli gdy 3Ax + A + 3B = x,
st¡d

A =
1

3
, B = −1

9

Caªk¡ szczególn¡ (17) jest wi¦c funkcja

y1 =
1

3
(x − 1

3
) ex

za±

y = C e−2x +
1

3
(x − 1

3
) ex

przedstawia CORN (17). Uwzgl¦dniaj¡c warunek pocz¡tkowy 2 = C − 1
9
, st¡d C = 19

9
.

Szukan¡ caªk¡ szczególn¡ jest wi¦c funkcja

y =
19

9
e−2x +

1

3
(x − 1

3
) ex

Twierdzenie: Suma caªki szczególnej równania

dy

dx
+ p(x)y = f1(x)

i caªki szczególnej równania
dy

dx
+ p(x)y = f2(x)

jest caªk¡ szczególn¡ równania

dy

dx
+ p(x)y = f1(x) + f2(x)

5



1.7 Przykªad:

Znale¹¢ caªk¦ szczególn¡ równania

dy

dx
+ 3y = x2 − cos 3x (18)

speªniaj¡c¡ warunek pocz¡tkowy y(0) = 49
54
.

CORJ jest tu y = C e−3x. Z ostatniego twierdzenia wynika, »e CSRN

dy

dx
+ 3y = x2 (19)

i CSRN
dy

dx
+ 3y = − cos 3x (20)

jest CSRN (18).

CSRN (19) przewidujemy jako y1 = Ax2+Bx+C, y′1 = 2Ax+B, wobec (19) y′1+y1 = x2.
Zatem 2Ax+B +3Ax2 +3Bx+C = x2. St¡d 3A = 1, 2A+3B = 0, B +3C = 0, a wi¦c
A = 1

3
, B = −2

9
, C = 2

27
. Ostatecznie

y1 =
1

3
x2 − 2

9
x +

2

27

CSRN (20) przewidujemy w postaci kombinacji funkcji sin 3x i cos 3x, czyli y2 = A sin 3x+
B cos 3x, y′2 = 3A cos 3x−3B sin 3x, a wobec (20) y′2 +3y2 = − cos 3x. Zatem 3A cos 3x−
3B sin 3x+3A sin 3x+3B cos 3x = − cos 3x. Otrzymany warunek musi by¢ speªniony dla
ka»dego x, st¡d A − B = 0 i 3A + 3B = −1, czyli A = B = −1

6
. Caªk¡ szczególn¡ (20)

jest wi¦c funkcja

y2 = −1

6
(sin 3x + cos 3x)

Ostatecznie

y = C e−3x +
1

3
x2 − 2

9
x +

2

27
− 1

6
(sin 3x + cos 3x)

przedstawia CORN (18). Uwzgl¦dniaj¡c warunek pocz¡tkowy C + 2
27

− 1
6

= 49
54
, sk¡d

C = 1. Szukan¡ caªk¡ szczególn¡ jest wi¦c funkcja

y = e−3x +
1

3
x2 − 2

9
x +

2

27
− 1

6
(sin 3x + cos 3x)
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