Metoda Roznic Skonczonych
(Finite Difference Method)

1 Aproksymacja pierwszej pochodnej - r6znice rzedu
pierwszego
Z definicji:
det | S(@+h) = (@)

h—>0 h

(1)

Dla matego h:

f/(l’) ~ f(x + h})L — f(l‘) (2)

jest roznica prawostronng (w przod, forward difference). Mozemy tez zblizaé¢ sie do
punktu z z lewej strony, wtedy:

Jest to roznica lewostronna (w tyl, backward difference). Gdy zblizamy sie do punktu x
z obu stron to dostajemy réznice centralna (central difference).

fle+h) - flz—h)

')~ - ()
1.1 Przyklad
f(z) =62 — 42 + 2
f'(z) =182 — 4

Aproksymacja roznicami prawostronnymi:

h [ (fA+h) = f(1)/h biad
11 (f(2) = f(1))/1=38 24

0.1 | (f(1.1) = £(1))/0.1 = 15.86 1.86
0.01 | (f(1.01) — f£(1))/0.01 = 14.1806 | 0.1806

Aproksymacja roznicami lewostronnymi:



h [ (f(1) = fA—h)/h biad

L (f(1) = f(0)/1=2 12

0.1 | (f(1) = £(0.9))/0.1 = 12.26 1.74
0.01 | (f(1) = £(0.99))/0.01 = 13.8206 | 0.1794

Aproksymacja roznicami centralnymi:

h (f(L+h)—f(1—="h))/2h btad

1 (f(2) = £(0))/2 =20 6

0.1 | (f(1.1) — £(0.9))/0.2 = 14.06 0.06
0.01 | (£(1.01) — £(0.99))/0.02 = 14.0006 | 0.0006

Z tabeli wynika, ze metoda roznicy centralnej jest najszybciej zbiezna. Uzasadnienie:

Z szeregu Taylora:

!/ h2 1 h3 "
fla+h) = f2) + hf (@) + 5 (@) + 5 /7 @)+ ()
Wyznaczajac stad f'(z) dostajemy
/ _f(l’—l—h)—f(l’) 1 h2 " h3 "
fla) = HEE (5@ S ) ()
Stad btad aproksymacji réznicg prawostronna wynosi
h 1 h'2 1"
:§f (x)+€f (x)+...=0O(h). (7)
Mozemy powiedzieé¢, ze blad jest rzedu h, lub
, r+h)— f(z
iy = TEEI 2D o, ®)
Jezeli w szeregu Taylora zastapimy h przez —h to:
! h2 14 h3 "
flz = h) = fz) = hf'(2) + 5 f1@) = 57 (@) + .. (9)
f(@) = flz—h) h? h?
/ o - " Y em
fray=1= () @) ) (10)
Stad btad aproksymacji r6znicg lewostronng wynosi
h I h'2 1"
5l:§f (m)—gf () +...=0O(h). (11)
Odejmujac stronami rownania (5) i (9) dostajemy schemat roznicy centralnej:
/ 2h3 "
f(x—f—h)—f(:v—h):th(x)—l—?f () + ... (12)
Stad
/ _f(ZE—I—h)—f(ZE—h) h2 "
') = - S = (13)
h2
ge=—f"(x) +...=O(h?). (14)

6
Czyli metody oparta na réznicy lewostronnej i prawostronnej sa O(h), metody oparte
na roéznicy centralnej sa O(h?). Oznacza to, ze np. dwukrotne zmniejszenie kroku h
powoduje réwniez dwukrotne zmniejszenie btedu aproksymacji dla metody prawostronne;j
i lewostronnej, natomiast czterokrotne zmniejszenie tego btedu dla réznicy centralnej.
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2 Aproksymacja drugiej pochodnej

Dodajac stronami réwnania (5) i (9) dostajemy

f(x+h)+ flx —h) =2f(x) + h*f"(z) + 24—h!4f(4)(x) . (15)
A 2
f”(I): f(x—i_h)—i_f(hm2 h) 2f($) —%f(4)(l‘>+... (16)
f”(a:): f(x+h)+f(}L$2_h)_2f(x) —I—O(h2) (17)
Jest to druga roznica centralna.
2.1 Przyktad
f(z) =62 —4x + 2
f'(z) =182* — 4
f"(x) = 36z
(1) =36
Niech h = 1, wtedy:
oy DO =20

12

Wynik jest doktadny, poniewaz (™ () = 0 dlan > 4 a blad aproksymacji zalezy jedynie
od pochodnych rzedu czwartego i wyzszych.



