Roéwnania rézniczkowe rzedu drugiego sprowadzalne
do rownan rézniczkowych rzedu pierwszego

1 Roéwnanie typu F(z,y',y") =0

WeZzmy pod uwage rownanie rézniczkowe postaci

Fla,y',y") =0 (1)

ktore charakteryzuje sie tym, ze oprocz drugiej pochodnej y” niewiadomej funkeji y(x)
moga w nim wystepowa¢: zmienna niezalezna x lub pierwsza pochodna ¢/, nie wystepuje
natomiast w tym réwnaniu sama niewiadoma funkcja y(x).

Za pomoca podstawienia

Yy =u (2)
wprowadzamy nowa funkcje niewiadoma u(z). Na podstawie (2) mamy y” = o/, skad
wynika, ze rozwiazanie réwnania (1) mozna sprowadzi¢ do rozwiazania rownania

F(z,u,u’) =0 (3)

Niech calka ogélna réwnania (3) ma posta¢ ¢(z,u,Cy) = 0. Stad, uwzgledniajac (2),
otrzymujemy réwnanie rozniczkowe rzedu pierwszego

o(z,u,Ch) =0 (4)

z funkcja niewiadoma y(r). Zatem rozwigzujac rownanie (4) otrzymamy calke ogolna
rownania (1). W calce tej oprocz statej Cy wystapi jeszcze druga stata dowolna Cs.

1.1 Przyklad 1
Znalez¢ catke og6lng rownania

4y =day" — (y')? (5)

Podstawiamy

y' = u(x) (6)
skad ¢y = u/. W ten sposob rozwigzywanie rownania (5) sprowadzamy do rozwiazywania
rownania Clairauta

u=zu — ~(u)? (7)



Caltka ogélna rownania (7) ma posta¢ u = Cyz — C}/4. Stad, wobec (6) mamy 3y =
Cix — C?/4, a wiec

Yy = %Cmﬁ — %Cfx + 5
jest catka ogolna rownania (5). Oprocz calki ogdlnej, rownanie Clairauta (7) ma jeszcze
catke szczegolng u = x?. Zatem, zgodnie z (6), réwnanie (5) ma jeszcze jednoparametrowa
rodzine krzywych catkowych y = 23/3 + C, nie objetych catka ogblna.

1.2 Przyktad 2

Znalezé catke szczegblng rownania
y// — y/ ln y/ (8)
spelniajaca warunki poczatkowe y(0) =21 ¢/(0) = 1.

Podstawiamy

y' = u(z) (9)
skad y” = u/. W ten sposob rozwiazywanie rownania (8) sprowadzamy do rozwiazywania
roOwnania rézniczkowego rzedu pierwszego

v =ulnu (10)

Calka ogolna rownania (10) ma posta¢ Inu = Che®. Stad, wobec (9) mamy Iny’ = Cje”.
Korzystajac z drugiego warunku poczatkowego znajdujemy C; = 0. Zatem 3y’ = 1 oraz
y = x + C,. Korzystajac z pierwszego warunku poczatkowego znajdujemy Co = 2.
Ostatecznie

y=x+2

jest calky szczegdlng rownania (8).

2 Roéwnanie typu F(y,vy',y") =0

WeZmy pod uwage rownanie rézniczkowe postaci

F(y,y',y") =0 (11)

ktore charakteryzuje sie tym, ze oprocz drugiej pochodnej y” niewiadomej funkcji y(x)
moga w nim wystepowaé: niewiadoma funkcja y lub pierwsza pochodna 3/, nie wystepuje
natomiast w tym réwnaniu zmienna niezalezna .

W réwnaniu (11) bedziemy traktowaé y jako zmienng niezalezna nowej niewiadomej funk-
cji u(y), ktora wprowadzimy za pomoca podstawienia

y' = u(y) (12)

Na podstawie (12) mamy wtedy v = v’y = u'u, skad wynika, ze rozwigzywanie rownania
(11) mozna sprowadzi¢ do rozwiazywania rownania

F(y,u,uu’) =0 (13)
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Niech ¢(y,u,Cy) = 0 bedzie catka ogdlna rownania (13). Uwzgledniajac (12) otrzymu-
jemy roéwnanie rozniczkowe rzedu pierwszego

ey, ¥, C1) =0 (14)

z funkcja niewiadoma y(z), ktorego rozwiazanie jest catka ogélng réwnania (11).

2.1 Przyklad 1

Znalez¢ catke ogdlng réwnania

L+ (y)* =2y (15)
Podstawiamy
y = uly) (16)
skad ¢y = wu’. W ten sposob rozwiagzywanie rownania (15) sprowadzamy do rozwiazy-
wania rownania rzedu pierwszego
2yuu’ = 1+ u? (17)

Calka ogolna rownania (17) ma posta¢ 1 + u? = Cyy. Stad, wobec (16) mamy (y')? =
Ciy — 1, a wiec ¢y = £+/C1y — 1. Po scalkowaniu ostatniej rownosci otrzymamy catke
ogblna rownania (15)

Cy

— 2 _
Yy = 4<02:t$) +Cl

2.2 Przyklad 2

Po dodatniej potosi Ox porusza sie punkt materialny M o masie m pod wplywem sity
odwrotnie proporcjonalnej do trzeciej potegi odcietej punktu M i rownoleglej z osig Ox.
Znalez¢ réwnanie ruchu tego punktu dla x > 1.

Zgodnie z druga zasada Newtona mamy

d*x Kk (18)
aE T
gdzie k jest perng stala dodatnia.
Wprowadzamy nowa funkcje niewiadoma u(x) za pomoca podstawienia
d
= ula) (19)
skad
d*x  dudr du
B 20
d? " drdt  do (20)

Rozwiazanie rownania (18) sprowadzamy wiec do rozwiazywania rownania rzedu pierw-

sz7ego
du k (21)
muy— = —
de a3
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Calkujac rownanie (21) otrzymujemy

2 k1 k1

m 222 + m 20,

u
2

gdzie C jest stala z przedzialu (0, 1). Stad
Vo o=
Uu=ay —=—— — —
01 m

d[E 1 1
— — 22
dt 4 (22)

Rozdzielajac zmienne otrzymujemy

Na podstawie (19) mamy

xy/Cidz
vV 1‘2 — Cl B

\/a\/xQ — C1 = at + aCy

gdzie (5 jest stalg dodatnia. Tak wiec

dt

stad

2 _ a2
1

jest szukanym réwnaniem ruchu punktu meterialnego M.

3 Roéwnanie jednorodne F(x,y,y',y") =0

WeZzmy pod uwage rownania rozniczkowe postaci

F(ZE‘, Y, ?/7 ?//) =0 (23)

ktore charakteryzuje sie tym, funkcja F' jest jednorodna wzgledem zmiennych y, v’ i y”,
tzn. istnieje liczba naturalna m taka, ze dla kazdego = € (a, b) i dla kazdego k zachodzi

F($a k’% kyla ky”> = k’mF([E, Y, ?/7 y//) (24)
Liczbe m nazywamy stopniem jednorodnosci funkcji F.

W celu sprowadzenia rozwigzywania rownania (23) do rozwigzywania pewnego réwnania
rozniczkowego rzedu pierwszego wprowadzamy nowa funkcje u(x) za pomoca podstawie-
nia
y=e" (25)

skad

y/ — euu/’ y// — eu(u/)Z + euu// (26)
Podstawiajac w miejsce y, ¥’ i y” w rownaniu (23) odpowiednie wyrazenia zgodnie ze
wzorami (25) i (26) oraz korzystajac z (24) otrzymamy réwnanie

e™F(x, 1,4, () +u") =0
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czyli
F(z,1,u, (W) +u") =0 (27)

Rownanie (27) jest rzedu drugiego, ale nie wystepuje w nim explicite funkcja u(z). Roz-
wigzanie rownania (27), a wiec i (23), mozemy wiec sprowadzi¢ do rozwigzywania odpo-
wiedniego rownania rzedu pierwszego.

3.1 Przyklad
Znalez¢ catke ogolna rownania
vy'lyy" — )] —y(y)* —a'y* =0 (28)

Zauwazamy, ze lewa strona rownania (28) jest funkcja jednorodng stopnia trzeciego wzgle-
dem zmiennych y, ¥ i y”. Na podstawie wzoroéw (25) i (26) otrzymujemy réwnanie

vu'v” — (u)? —2* =0 (29)

Podstawiamy
u' =z (30)

skad v” = 2’ i otrzymujemy réwnanie

ktore jest rownaniem Bernoulliego.

Catka ogolna tego réwnania ma posta¢ z = xv/x? + C4, gdzie C jest dowolng staly. Stad
na podstawie (30) obliczamy caltke ogdlna rownania (29)

1
U= g(:zc2 + C’l)% +InC,y
gdzie Cy jest dowolna stala dodatnia. Zgodnie z (25) funkcja
1 3
y = Cy e3(@*HC1)? (31)

jest calka ogdlna rownania (28).



