Roéwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

1 Wiadomosci wstepne
Szukamy funkcji y(z) spelniajacej w kazdum punkcie przedziatu (a, b) rownanie

A 1
W _ fa )
Jezeli F'(x) jest jakakolwiek funkcja pierwotna f(x) to zbior wszystkich funkcji

y(z) = F(z) + C 2)

gdzie C jest dowolng stala zawiera wszystkie funkcje spelniajace réwnanie (1) i tylko
takie funkcje. Zbior funkcji (2) jest catkq ogdlng rownania (1).

Jezeli zazadamy dodatkowo, by funkcja f(z) spetniata warunek

y(wo) = Yo (3)

to z (2) otrzymamy yo = F(x¢) + C, a stad C = yo — F(x¢). Istnieje zatem dokladnie
jedna funkcja spelniajaca rownanie (1) i warunek poczatkowy (3):

y() = F(z) + yo — F(xo) (1)
lub
—%+/f (5)

Funkcje (4) nazywamy catkq szczegdlng rownania (1) z warunkiem poczatkowym (3).

1.1 Przyklad

Znalez¢ rozwiazanie rownania y' = —2x, spetiajace warunek poczatkowy y(0) = 1.

y = [(- 2x)dx = —x? + (C; z warunku poczatkowego 1 = 0% + C, czyli C = 1, stad
y=1—2°

2 Rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Roéwnanie J fa)
y  f(x
dr ~ hiy) (6)



o funkcji niewiadomej y(z) nazywamy réwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielo-
nych. Rownanie to mozemy zapisac

hy)dy = f(z)dx (7)
Niech
[#is =)+ Cu. [ swyis = P+ Cr ®)
Czyli
H(y)+Cp=F(z)+Cp, H(y)—F(z)=C(=Cr—Chn) (9)
2.1 Przyktad
Znalez¢ catke rownania ¢y = —2x/y, speiajace warunek poczatkowy y(1) = 1.
Rozdzielajac zmienne otrzymujemy ydy = —2xdz; po scalkowaniu y?/2 = —a? + C,

22 + y*/2 = C; z warunku poczatkowego C' = 3/2, czyli szukang krzywa jest elipsa
500 gyt =1

3 Rownanie jednorodne

Roéwnanie
dy

=1 (10)

o funkcji niewiadomej y(x) nazywamy réwnaniem rézniczkowym jednorodnym. Roéwnanie
to za pomoca podstawienia

u(z) == (11)

mozna sprowadzi¢ do rownania rozniczkowego o zmienych rozdzielonych. Z (11) mamy

d d
% :“($)+‘”£, u+au = f(u) (12)
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czyli réwnanie rézniczkowego o zmienych rozdzielonych.

3.1 Przyklad

Znalezé caltke ogdlng rownania y' = (z +y) /.

Podstawiajac u = y/z otrzymujemy % = 1, stad du = dz/z, u = In|z| + C. Poniewaz
y = ux, szukang calky jest y = zln|z| + Cx.



4 Roéwnania sprowadzalne do rownan jednorodnych

4.1 Rownanie Z—i = f(ax + by + ¢)

Rownanie

dy
o flax + by + c) (14)

gdzie a, ¢, b # 0 sa to dane liczby, sprowadzamy do ré6wnania r6zniczkowego o zmienych
rozdzielonych za pomoca podstawienia

u(zr) =ax + by + ¢ (15)
Z (15) mamy v’ = a + by, wiec
dy 1 (du du
czyli
du
——=d 1
arbfw ~ ¥ (1)

4.2 Przyklad

Znalez¢ calke ogdlng rownania v = x +y + 7.

Podstawiajac u = x +y + 7 dostajemy % =1+ %, wiec Z—Z = 14w, czyli ud—jjl = dx. Stad

Inju+1|=z+A, czyliu+1 = Ce®. Mamy wiec x+y+7+1 = Ce", czyliy = Ce® —z—8

4 s dy a1 x+biy+er
4.3 Rownanie - = f (—GQI oy +62)

Roéwnanie

(18)

@ B x4+ by +
de as + boy + co

sprowadzamy do rownania jednorodnego lub réwnania rézniczkowego o zmienych rozdzie-
lonych.

Jezeli
| b1
W=l 4 #0 (19)
wprowadzamy zmienne
E=x—h,n=y—k (20)
gdzie
h+bk+c =0
451 1 C1 (21)
agh—f—bgl{?—f—CQ =0
Poniewaz

@_ dndydx_@

d¢  dydxdé  dx
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oraz zachodzi (21), rownanie (19) przyjmuje postac

&~ (sictin) 2
Rownanie (22) jest rownaniem jednorodnym.
Jezeli
W = Z; Z; 0 (23)

istnieje liczba A = a1 /as = by /by; wOwczas

d_y B AMagx + boy) + 1
dr as® + boy + Co

(24)

Podstawiamy u = asx + bay, wowczas v’ = ag + bay/ 1 otrzymujemy rownanie o zmiennych

rozdzielonych
d A
_u_a2+b2f( u+01> (25)

dx U+ Co

4.4 Przyklad 1

Znalez¢ catke og6lng rownania
dy — x+y—2
dv ~ z—y—4

Poniewaz

— 240

W_‘l 1’

1 -1
z (21) wyznaczamy h = 3, k = —1 i podstawiamy £ = x — 3, n = y + 1 i otrzymujemy

dn __&+n
dg £—n
Podstawiajac nastepnie u(§) = n/¢ dostajemy
u—1 d&
———du=—>
—u? +2u+1 £
Stad
1
—§ln] —u?+2u+ 1=+ C
E(—u® +2u+1) = Cs
Ostatecznie

22+ 22y —y? —dr —8y=0C



4.5 Przyklad 2

Znalez¢ catke ogolng rownania

dy — x+2y+1
dr ~— z+2y—1

Poniewaz
1 2
W = ‘1 2’ =0
podstawiamy v = x + 2y, 1 otrzymujemy
du dy
1492
dx + dx
Stad
-1
_t du = dx
u+3

Po scatkowaniu
r+y—2hnjz+2y+3/=C



