Laboratorium Podstaw Automatyki

Laboratorium nr 1

Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
z niezerowymi warunkami poczatkowymi

1. Cele éwiczenia
e zapoznanie sie z metodami symbolicznego i numerycznego rozwigzywania rownan rozniczkowych w
Matlabie,
« wykorzystanie Simulinka do tworzenia modelu réwnania r6zniczkowego,
e archiwizacja otrzymanych rozwigzan

2. Wprowadzenie teoretyczne

2.1. Symboliczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych — funkcja dsolve()

Rozwigzywanie symboliczne polega na obliczeniach  wykonywanych na  wyrazeniach
matematycznych, a nie na liczbach (rozwigzanie numeryczne), w wyniku czego dostajemy rowniez
wyrazenie matematyczne. Przy pomocy zmiennych symbolicznych oraz przy wykorzystaniu funkcji dsolve()
mozliwe jest rozwigzanie réwnania rézniczkowego dowolnego rzedu.

W rozwigzywaniu symbolicznym réwnan rézniczkowych najwazniejsza jest zmienna D (duze D), ktora

okresla rozniczke pierwszego stopnia (D=%t), podobnie D2 oznacza rézniczke drugiego stopnia

2
(D2= dAtz ) itd. Funkcja dsolve() domysinie r6zniczkuje po czasie.

Za pomocg funkcji dsolve() mozliwe jest réwniez rozwigzywanie ukladu réwnan rézniczkowych jak
i okreslanie warunkéw poczatkowych. Kolejne réwnania podajemy po przecinkach, a po nich warunki
poczatkowe, réwniez oddzielone przecinkami:

dsolve(‘rownaniel’ , ‘rownanie2’, ..., ‘warunek 1’ , ‘warunek 2");
Przykiad 1 :
Rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe
d®x _dx dx
+3—+2x=0 przywar.pocz. X(0)=0, —(0)=2
dt*> dt © dt ©

wykorzystujac funkcje dsolve().

Rozwigzanie: Tworzymy m-plik o nazwie rozwl.m

Syms x; % definicja zmiennych symbolicznych ‘X’ iy
y = dsolve('D2x + 3*Dx + 2*x=0", 'x(0)=0", 'Dx(0) =2"; % réwnanie wraz z
% warunkami pocz atkowymi
pretty(y); % wypisanie rozwi azania
t=0:0.01:9.99; % definicja wektora czasu
w=subs(y); % warto $¢ liczbowa 'y’ wyliczona poprzez podstawienie
% zdefiniowanego wcze $niej wektora ‘t’

plot(t,w,'r-")% narysowanie wykresu
xlabel(‘czas[s]");

ylabel(‘'amplituda sygnalu®;

title("Wykres rozwiazania rownania rozniczkowego');
grid;

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego w postaci wyrazenia matematycznego oraz wykresu otrzymujemy
wywotujac w oknie komend MATLABA funkcje >> rozwl

1



Laboratorium Podstaw Automatyki

2.2. Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych — funkcja ode()

MATLAB zawiera funkcje rozwiazujace zagadnienie poczatkowe dla réwnan rozniczkowych
zwyczajnych za pomoca np. par metod Rungego-Kutty rzedu 2 i 3 (funkcja ode23) oraz rzedu 4 i 5 (funkcja
ode4bs).

Funkcje te rozwigzujg zagadnienie poczatkowe dla uktadéw réwnan zwyczajnych postaci:

dx
— =Ft,Xx), X(t,) =
o - P x(t) =%
Sktadnia funkciji:
[T, X] = ode23 (‘F(t, x)", [tO tk], X0, options)
[T, X] = oded45 (‘F(t, x)', [tO tk], X0, options)

Kolejne parametry wejsciowe oznaczajg;

» pierwszym parametrem musi by¢ taricuch zawierajacy nazwe zdefiniowanej przez uzytkownika funkcji
zwracajacej wartosci F(t, x),

e 10, tk - granice przedziatu czasu, w ktérym poszukiwane jest rozwigzanie,

* X0 - okresla warunek poczatkowy - wektor kolumnowy zawierajgcy warto$é rozwigzania uktadu w
chwili poczatkowej,

e options — dodatkowe parametry, ktére mozna ustawic¢ przy pomocy instrukcji odeset:
options = odeset(‘nazwa_parametrul’,wartoscl,’nazwa_parametru2’,wartosc2,...)

Wartoscig omawianych funkcji jest macierz X zawierajgca umieszczone wierszowo wektory reprezentujgce
wartosci rozwigzania w punktach okreslonych odpowiednimi elementami wektora kolumnowego t, ktory jest
jedng z wartosci funkcji ode23 i ode45.

Przykiad 2 :
Rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe z przyktadu 1 wykorzystujgc funkcje ode45.

Rozwiazanie: Do rozwigzania zadania przy pomocy funkcji ode45 wykorzystano dwa pliki. W pierwszym z
nich (funkcja.m) zapisujemy postaé rownania — jako réwnania stanu:

function xdot=funkcja(t,x)

% Uktad rownan rozniczkowych
xdot=zeros(2,1);
xdot(1)=x(2);
xdot(2)=(-2*x(1)-3*x(2));

a w drugim (rozw2.m) wprowadzamy parametry wejsciowe, wywotujemy funkcje ode45 i rysujemy wykres
rozwigzania:

function rozw2

t0=0;

clc

disp('Funkcja rozwiazuje rownanie rozniczkowe zwyc zajne metoda ");
disp('Rungego - Kutty i podaje jego interpretacje graficzna:");

disp(' ");disp('Postac rownania:");disp(' );
disp(' X+ 3ex'+ 2¢x = 0");

x01=input ('Podaj wartosc x01 =");
x02=input ('Podaj wartosc x02 =");
tk=input (‘Podaj czas symulacji tk =");

czas_sym=[tO tk];
war_pocz=[x01 x02];

[t,x]=0de45('funkcja’,czas_sym,war_pocz);
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plot(t,x(:,1),'g-");

xlabel(‘czas [s]');ylabel(‘famplituda sygnalu');

title("Wykres rozwiazania rownania rozniczkowego' );
grid;

Rozwigzanie roéwnania rézniczkowego, w postaci wykresu, otrzymujemy wywotujgc w oknie komend
MATLABA funkcje >> rozw?2

2.3. Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych przy pomocy pakietu Simulink

Przykiad 3 :
Rozwigzac¢ rownanie rézniczkowe z przyktadu 1 wykorzystujac model zbudowany w Simulinku.

Rozwigzanie: Wprowadzajac zmienne:

X=X
X =X=%,

otrzymujemy uktad réwnan:

X =%
X, = X=-3X—2Xx=-3X, — 2%,

na podstawie ktérego tworzymy ponizszy model:

X X X1
+ 2 2
+ 1/s ' 1/s PE
Int2 Intl
Sum n n X
-3

al
_2}4_
a0

Ustalajgc warunki poczatkowe na obu integratorach (Intl i Int2) oraz dobierajgc odpowiednie parametry
symulacji, w wyniku otrzymujemy wykres rozwigzania:

Wykres rozwiazania rdwnania rézniczkowego

0.5
0.4

0.3 \
0.2 \
0.1 \

4 6 8 10
czas [s]

Takie same wykresy rozwigzania rownania rozniczkowego mozna uzyska¢ w punktach 2.1 2.2
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Przykiad 4 :

Skonstruowaé w Simulinku model réwnania r6zniczkowego

d2y+5y du

dt? dt

+6y= ZE +3u, dlawar.pocz. y(0)=y(0)=0

W postaci transmitancji operatorowej oraz w postaci réwnan stanu i rownania wyjscia. Znalez¢ odpowiedz
skokowag uktadu, gdy sygnatem wejsciowym u(t) jest sygnat o amplitudzie réwnej jednosci.

Rozwigzanie: ROwnaniu rozniczkowemu (zapisanemu jako transmitancja) odpowiada schemat blokowy

przedstawiony ponizej:

2s+3
K >
s2+55+6

ul
G(s)

=

yl

Przyjmujac okre$lone parametry symulacji otrzymujemy rozwigzanie w postaci wykresu.

Réwnaniu rézniczkowemu zapisanemu jako

X =X
X, =—6x, —5X, +u
y =3% +2X,

odpowiada ponizszy schemat blokowy:

b
L‘_l

Suml

<t

al

— % ¢

\,‘

a0

u bl
— >+ s » s b0
>+
Integrator Integratorl
Sum

[

Ustalajgc zerowe warunki poczatkowe na integratorach oraz dobierajgc odpowiednie parametry symulacji

otrzymujemy rozwigzanie w postaci wykresu, jak poprzednio.

2.4. Archiwizacja uzyskanych rozwigzan rownan rézniczkowych na dysku

Dla réwnania z przyktadu 4 tworzymy ponizszy schemat blokowy:

m >

ul

Mux

Mux1

2s+3

s2+55+6

G(9)

S,

Clock

=

yl
Mux ——p»| wynik
Mux To Workspace
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W przestrzeni roboczej Matlaba utworzona zostanie macierz o nazwie wynik, zawierajgca trzy wektory
zmiennych: czas symulacji, wymuszenie oraz odpowiedZ skokowa ukitadu. Aby zapisa¢ tg macierz na dysku
nalezy wykonac instrukcje:

>> save wynik —ascii

Poleceniem clear czyscimy przestrzen roboczg a nastepnie wprowadzamy macierz wynik ponownie do
przestrzeni roboczej z dysku:

>> |load wynik —ascii

Ponowne wykreslenie uzyskanego rozwigzania réwnania z przykiadu 4 mozna uzyska¢ po wpisaniu
nastepujacych instrukciji:

>>t = wyniki(:,1) % Wektor czasu

>> u =wyniki(:,2) % Wektor wymuszenia
>>y = wyniki(:,3) % Wektor odpowiedzi
>>plot(t,u, ' t,y,'g)

>> grid

3. Przebieg éwiczenia

Rozwigza¢ réwnania rézniczkowe:

2

2) ‘Zt;’ ‘;y+4y 0, diawar.pocz. y(0) =0, y(0) = -1
2
b) 2%+3%+y:6, dlawar.pocz. y(0)=1i y(0) = -2
d’y , dy

c) e dt+3y 0, dlawar.pocz. y(0) =1, y(0)=0

2
d) ?jtz 3y+5y 0, dlawar.pocz. y(0)=3,y(0)=0

2
& %+%+2y:4, dlawar.pocz. y(0)=1i y(0)=0
p 4y, 43y+13y:0, dlawar. pocz. y(0) =1, y(0) =0

dt?
2

9) ?jtg’ +3%+9y 0, dlawar.pocz. y(0) =0, y(0) =1

wykorzystujac funkcje dsolve , funkcje ode45 oraz model réwnania przygotowany w Simulinku. Wykresli¢
przebieg funkcji y(t) otrzymanej w kazdym z trzech rozwigzan i poréwnaé¢ otrzymane wyniki na jednym
wykresie.

4. Sprawozdanie z przebiegu éwiczenia

Na podstawie przeprowadzonych obliczen nalezy przygotowa¢ sprawozdanie, ktére powinno zawieraé
rozwigzania wybranego réwnania rozniczkowego z punktu 3, wykorzystujgce metode symboliczna,
numeryczng oraz model rownania w Simulinku. Poda¢ wnioski koricowe.
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