Przyklad analizy silnika elektrycznego pradu stalego
z magnesem trwalym

Wstep

Silniki elektryczne pradu stalego sa bardzo czgsto stosowanymi elementami wykonawczymi w
uktadach regulacji. Podstawowymi zaletami tych silnikoéw sa: duzy moment obrotowy, dobra sprawno$¢
oraz mate wymiary. Wadami sa natomiast: iskrzenie (zaktocenia przemystowe) i zuzywanie si¢ szczotek
komutatora. W ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat wprowadzono na rynek szereg silnikdw o specjalnej
konstrukcji, charakteryzujacych si¢ bardzo dobrymi wtasciwosciami dynamicznymi.

Schematycznie budowg silnika pradu stalego z magnesem trwatym przedstawiono na rysunku 6.1.
Moment obrotowy w silnikach elektrycznych powstaje na skutek oddzialywania migdzy zewngtrznym
polem magnetycznym, a polem magnetycznym powstajacym wokol przewodnika, przez ktory plynie
prad. W silnikach pradu stalego malej mocy
zewngtrzne pole magnetyczne wytwarzane jest
" - magnestrwaly  ZaZWYycCzaj przez magnesy trwale,
umieszczone w nieruchomej obudowie silnika
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Rys. 6.1. Budowa silnika pradu statego z magnesem trwalym
wyniku wspotdziatania strumienia stojana i

pradu przeplywajacego w uzwojeniach wirnika powstaje wspomniany wcze$niej moment obrotowy. Aby
moment obrotowy dzialajacy na wirnik byt maksymalny, wektory strumienia magnetycznego stojana i
wirnika powinny by¢ wzgledem siebie prostopadle. Zapewnia to komutator, ktory przetacza kolejne
ramki uzwojenia wirnika, powodujac odpowiednie zmiany kierunku przeptywajacego pradu. Napigcie
zasilajace komutator doprowadzane jest przez szczotki, wykonane ze specjalnie spreparowanego wegla.
W silnikach tego typu obwodem sterowania jest zawsze obwod wirnika. Zmiany napigcia zasilajacego

obwod sterowania wywotuja zmiany momentu obrotowego a tym samym, przy okreslonym momencie

obciazenia wirnika, zmiang predkosci katowej wirnika.



Model matematyczny silnika zapisany
w postaci rownan rozniczkowych

Tworzac model silnika nalezy zatem zwrdci¢ uwage na znalezienie zaleznos$ci pomigdzy napigciem
zasilajacym silnik (U.) a predkoscia katowa silnika (). Schemat zastepczy silnika pradu statego,
sprowadzonego do obwodu wirnika, pokazano na rysunku 6.2. Rozwazajac osobno elektryczne i
mechaniczne parametry obwodu wirnika mozna napisa¢ dwa rownania modelujace jego dziatanie.

Rys. 6.2. Schemat zastgpczy obwodu wirnika silnika pradu statego

Parametry elektryczne
Wielkosci elektryczne wystgpujace na schemacie charakteryzuja odpowiednio:

U, — napigcie zasilajace wirnik,

iy — prad ptynacy w uzwojeniach wirnika,

R, — rezystancja zastgpcza uzwojen wirnika,
L, — indukcyjnos$¢ zastgpcza uzwojen wirnika,
E — sila elektromotoryczna indukcji,

w; — predkos¢ katowa wirnika.

Na podstawie schematu zastepczego oraz II-go prawa Kirchhoffa mozna napisa¢ rownanie elektryczne
silnika

U,=U; tU, +E (6.1)
Napigcie na rezystancji uzwojen wirnika jest proporcjonalne do pradu przez niego ptynacego
URW = Rwiw

Napigcie odniesione do indukcyjnosci wirnika jest proporcjonalne do zmian pradu przez nia ptynacego
(straty w obwodzie magnetycznym zostaly tutaj pominigte)

d .
UL = Lw i
T

Gdy wirnik wykonuje ruch obrotowy, w jego uzwojeniach indukowana jest sita elektromotoryczna
indukcji (SEM), ktorej warto$¢ jest proporcjonalna do predkosci katowej wirnika

E=kuw,, gdzie k. — stata elektryczna, zalezna m.in.

od strumienia magnetycznego stojana oraz liczby zwojow w
uzwojeniach wirnika.

Podstawiajac kolejne sktadowe napigcia U, do rownania (6.1), otrzymamy

i
UZ = RM/I.W + Lwl-l- kew s (6'2)
dt



Rys. 6.2. Schemat zastgpczy obwodu wirnika silnika pradu statego

Parametry mechaniczne
Wielkosci mechaniczne wystepujace na schemacie charakteryzuja odpowiednio:

M; — moment obrotowy wirnika,

s — predkos¢ katowa wirnika,

B — wspotczynnik tarcia lepkiego zredukowany do watu wirnika,
J — moment bezwladnosci zredukowany do watu wirnika,

1y — prad ptynacy w uzwojeniach wirnika,

Mo, — staty moment obciazenia silnika.

Moment obrotowy wirnika, wykorzystywany do pokonania momentéw przeciwstawiajacych sig jego
ruchowi mozna zapisa¢ jako

Ms:Ma+Mv+Mobc (63)
Zakladajac, ze strumien magnetyczny stojana ma warto$¢ statla, moment obrotowy wirnika,
proporcjonalny do pradu ptynacego przez wirnik, mozemy zapisa¢ jako

M, =k,i, gdzie k,, — stata mechaniczna, zalezna

m.in. od strumienia magnetycznego stojana oraz liczby
zw0jOow w uzwojeniach wirnika.

Moment zwigzany z przyspieszeniem katowym wirnika mozna zapisac jako

dw |

M, =J
d

Moment zwigzany z oporami ruchu wirnika mozna zapisac jako
M, = Bo,

Podstawiajac kolejne sktadowe momentu M, do réwnania (6.3), otrzymamy

dw
ki =J—+Bw +M

m°w d t obc (64)
Przeksztalcajac rownania (6.2) i (6.4) otrzymujemy uklad réwnan rézniczkowych bgdacy modelem silnika
(6.5)



Model matematyczny silnika zapisany
Ww postaci rOwnan stanu i wyjscia

Przyjmujac jako zmienne stanu prad ptynacy w uzwojeniach wirnika (i,) oraz predkos¢ katowa

wirnika (@) mozemy zapisa¢ model silnika w postaci roéwnan stanu i wyjscia. Dokonujemy zamiany
zmiennych

X =,
X, =Wy
u = U,
l/l2 = Mobc
y=uw,

otrzymujac uktad réwnan

(6.6)
Roéwnania (6.6) zapisujemy w postaci macierzowej
0x= Ax+ Bu
H y=Cxt Du
lub po rozpisaniu
(6.7)

czyli:



Model matematyczny silnika zapisany
w postaci schematu blokowego

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do rownan (6.5) otrzymamy

Przeksztatcajac uzyskane rownania, przy zatozeniu zerowych warunkow poczatkowych, otrzymamy

Na podstawie powyzszych réwnah mozna narysowaé schemat blokowy silnika, przedstawiony na
rysunku 6.3.

Czesc elektryczna Czes¢é mechaniczna

Rys. 6.3. Schemat blokowy silnika pradu stalego



Model matematyczny silnika zapisany
W postaci transmitancji operatorowej

Przyjmujac jako wielko$¢ wyjsciowa predkos¢ katowa wirnika () a jako wielko$¢ wejsciowa
napigcie zasilajace wirnik (U.) oraz rozpatrujac silnik bez obcigzenia (M., = 0) mozemy wyznaczy¢
transmitancj¢ tego uktadu, dokonujac kolejnych modyfikacji powyzszego schematu blokowego
(rysunek 6.4).

U (s) Q(s),

<

Rys. 6.4. Przeksztalcony schemat blokowy silnika pradu statego

Na podstawie schematu blokowego z rysunku 6.4 transmitancj¢ G(s) mozna zapisa¢ jako

km
G(s) = ?]Y((j)) - (SLW * Rlzl(l;?(i]+ B)

z 1
' (sL,+ R,)(sJ+ B)

Mnozac licznik i mianownik przez (sL,+ R,)(sJ+ B) otrzymujemy

k
G = m
s) (s, + R )(sJ+ B)+ Kk k,

Przeksztatcajac dalej otrzymamy

km
G(S) ) JL s*
s*+(R J+BL )st R Btk k,

(6.8)



Model matematyczny silnika zapisany
W postaci transmitancji operatorowej
Zazwyczaj wspotczynnik tarcia B jest niewielki, w efekcie czego przyjmujemy, ze R,J >> BL, oraz

k.k, >> R,B. Transmitancj¢ silnika G(s) zapisujemy wtedy w postaci uproszczonej

k
Gls)+ JL s* )
STt R JIst k k,

Dzielac licznik 1 mianownik przez k,.k. otrzymujemy

r
k
Gls) = ¢
ls): 7 . R
w ow w S + 1
kmke RW kmke
JR L 1
o . T = w T = _W K - .
Podstawiajac 1, —km K e R oraz 3 otrzymujemy
0,(s) K

Gls) = (6.9)

U.(s) ) T.T.s*+T,s+1

Przyjmujac zatem predkos$¢ katowa () jako wielko$¢ wyjsciowa, uzyskano transmitancj¢ silnika w
postaci czlonu II-go rzedu. Mechaniczna stata czasowa T, jest zazwyczaj co najmniej o rzad wielkosci
wigksza od elektrycznej statej czasowej T.. W takim przypadku stata 7, mozna pomina¢ a silnik staje si¢
czlonem inercyjnym I-go rzedu.

Q S(s) K

Gls)+ U.ls) T,s+1

(6.10)

Jezeli wielkos$cia wyjsciowa jest przemieszczenie katowe walu wirnika (a;), ktory mozemy wyznaczy¢
po scatkowaniu predkosci katowej wirnika (@ (s) = Q (S) /s), transmitancja G(s) przyjmie postaé
a S(S) _ K

U.ls) s(T,s+1)

Gls) = 6.11)

W tym przypadku silnik jest cztonem calkujacym rzeczywistym (tzn. szeregowym potaczeniem czionu
catkujacego 1 inercyjnego I-go rzedu).



Wyznaczenie odpowiedzi skokowej silnika
w Matlabie/Simulinku

Odpowiedz skokowa silnika wyznaczono w oparciu o dwie metody. W pierwsze] metodzie

postuzono si¢ transmitancja operatorowa silnika (6.8)

km
G(S) ) JL s*
s>+ (R,J+BL,)st R B+ k,k,

Ponizej przedstawiono zrédto programu napisanego w Matlabie, w ktorym zamodelowano transmitancje
G(s) 1 wyznaczono odpowiedz skokowa silnika przy pomocy funkcji step.

clear all, close all

% Zdefiniowanie parametrow modelu
Rw=2 Lw=01 ke=01;
J=0.1; B=05 Ikm=01;

% Wyznaczenie transmitancji operatorowej silnika
licz = km;
mian = [J*Lw Rw*J + B*Lw Rw*B + km*ke];
system = tf(licz,mian);

% Okreslenie parametrow odpowiedzi skokowej
t=0:0.02:1.4;
odp=step(system,t);

% Wykreslenie charakterystyki skokowej
plot(todp,'ro"); grid
xlabel('czas (s)'),ylabel('predkosc katowa ¢ (rad/s)’)
title("Odpowiedz skokowa silnika pradu stalego')

W drugiej metodzie na podstawie schematu blokowego silnika, pokazanego na rysunku 6.3, zbudowano
odpowiadajacy mu schemat w Simulinku, przedstawiony na rysunku 6.5, zakladajac, ze M,u=0.
Sygnalem wejsciowym jest sygnat skoku jednostkowego.
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Rys. 6.5. Schemat blokowy silnika zbudowany w Simulinku



Wyznaczenie odpowiedzi skokowej silnika
w Matlabie/Simulinku

Aby moc przeprowadzi¢ numeryczna symulacje dziatania silnika nalezy zdefiniowac jego parametry
(wspotczynniki 1 state). Zatozmy, ze:

= R,=20Q, . J=0.1 kgm?/s?,
= L,=0.1H, = B = 0.5 Nms/rad,
= k.=0.1 Vs/rad, = kn=0.1 Nm/A,

Przed uruchomieniem symulacji nalezy powyzsze parametry wprowadzi¢ do przestrzeni roboczej
Matlaba, wpisujac:

>> Rw=2; Lw=0.1; ke=0.1; J=0.1; B=0.5; km=0.1;

W efekcie wykonania programu w Matlabie 1 uruchomienia symulacji w Simulinku otrzymano przebiegi
pokazane na rysunku 6.6.
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Rys. 6.6. Odpowiedz skokowa silnika pradu stalego, uzyskana przy pomocy:
a) transmitancji operatorowej silnika — kétka
b) modelu silnika wyznaczonego w Simulinku — linia

Jak wida¢ przebiegi uzyskane zaprezentowanymi metodami sa identyczne, co potwierdza przydatnos¢
zardbwno Matlaba, jak i Simulinka do symulacji dziatania uktadow. Charakter otrzymanych przebiegdéw
wskazuje, ze silnik przy tak przyjetym modelu, rzeczywiscie jest cztonem II-go rzgdu.



Wyznaczenie odpowiedzi silnika na sygnaly prostokatne
w Matlabie/Simulinku

Na podstawie schematu blokowego silnika, pokazanego na rysunku 6.3, zbudowano odpowiadajacy
mu schemat w Simulinku, przedstawiony na rysunku 6.7. Aby mdc przeprowadzi¢ numeryczng symulacje
dziatania silnika nalezy zdefiniowac jego parametry (wspotczynniki i state). Zatézmy jak poprzednio, Ze:

= R,=2Q, . J=0.1 kgm?/s?,
= L.=0.1H, = B = 0.5 Nms/rad,
= k.=0.1 Vs/rad, = kn=0.1 Nm/A,

oraz, ze zar6wno sygnal wejsciowy jak i moment obcigzenia sg sygnatami prostokatnymi o odpowiednich
parametrach
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Rys. 6.7. Schemat blokowy silnika zbudowany w Simulinku

Przed uruchomieniem symulacji nalezy powyzsze parametry wprowadzi¢ do przestrzeni roboczej
Matlaba, wpisujac:

>> Rw=2; Lw=0.1; ke=0.1; J=0.1; B=0.5; km=0.1;
Po uruchomieniu symulacji na wykresach, pokazanych na rysunku 6.8 otrzymujemy przebiegi: napigcia

zasilajacego wirnik (U.), pradu ptynacego przez wirnik (i), momentu obciazenia silnika (M,,) oraz
predkosci katowej wirnika () w funkcji czasu.

10



Wyznaczenie odpowiedzi silnika na sygnaly prostokatne
w Matlabie/Simulinku

Po uruchomieniu symulacji na wykresach, pokazanych na rysunku 6.8 otrzymujemy przebiegi: napigcia
zasilajacego wirnik (U.), pradu ptynacego przez wirnik (i,,), momentu obciazenia silnika (M,s) oraz
predkosci katowej wirnika () w funkeji czasu.
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Rys. 6.8. Przebiegi uzyskane podczas symulacji: a) napigcie zasilajace wirnik (U),
b) prad ptynacy przez wirnik (i,), ¢) moment obciazenia silnika (M),
d) predkos¢ katowa wirnika ()
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Wyznaczenie odpowiedzi silnika na sygnaly prostokatne
w Matlabie/Simulinku

Symulacj¢ dzialania silnika przeprowadzono takze wykorzystujac jego model zapisany w postaci réwnan
stanu 1 wyjscia. Zaktadajac, ze moment obciazenia M, = 0, oraz warunki poczatkowe

Ui, 0 [Ox,0

0 0-0. 10
W0 [Pl
oraz przyjmujac oznaczenia
xl = iw
x2 = ws
ul = Uz
Y=
na podstawie rownan (6.7) otrzymujemy
0 0 R k, 0
) - w o Te 0171
Ov,o O 7 L Dux1 1
Opg. p=10 ™ 0 D+ W[u]
0%.0 Dk, . B D :
: i J b (6.12)
I 0x, O
gv=lo 1
0 X2

Schemat blokowy uktadu pokazano na rysunku 6.9. Blok ,,Model silnika w postaci rownan stanu
i wyjscia”’, w ktorym zapisano parametry modelu uktadu, przedstawiono na rysunku 6.10.
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Rys. 6.9. Schemat blokowy silnika zbudowany w Simulinku

Block Parameters: Model w postaci rownan stanu i wyjscia =

State Space

State-space model:
dx/dt = & + Bu
w=0Cr+Duy

Farameters
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Rys. 6.10. Parametry modelu silnika
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Wyznaczenie odpowiedzi silnika na sygnaly prostokatne
w Matlabie/Simulinku

Aby moc przeprowadzi¢ numeryczna symulacje dziatania silnika nalezy zdefiniowac jego parametry

(wspotczynniki 1 stale). Zalozmy jak poprzednio, Ze:

= Rw=2Q, =
= L,=0.1H, =
* k.=0.1 Vs/rad .
= U,=10V,

oraz, ze warunki poczatkowe
" Xp0=3;
B X5 = 05,

J=0.1 kgm?/s*
B = 0.5 Nms/rad
kn=0.1 Nm/A

Przed uruchomieniem symulacji nalezy, jak poprzednio powyzsze parametry wprowadzi¢ do przestrzeni

roboczej Matlaba, wpisujac

>> Rw=2; Lw=0.1; ke=0.1; J=0.1; B=0.5; km=0.1; x10=5; x20=0.5;

Po uruchomieniu symulacji na wykresach, pokazanych na rysunku 6.11, otrzymujemy przebiegi: napigcia
zasilajacego wirnik (U.) oraz predkosci katowej wirnika () w funkcji czasu.

12 ] [] [] [] [] ] ]
10 — - Lo : R R
Y S— AR - R -
a) ) . NOSEREN E) SE [N S ——
R e
) SR IR LR A— IR E—
O 1 L 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1
0 3
3 .
b) g :
1
EMBED Word.Picture.8 czas (s)

Rys. 6.11. Przebiegi uzyskane podczas symulacji:
a) napigcie zasilajace wirnik (U.), b) predkos¢ katowa wirnika ()

Przebiegi te mozna réwniez uzyska¢ wykorzystujac funkcje plot, wpisujac w Matlabie:

>> plot (Uz(:,1),Uz(:,2));
>>ylabel(‘Uz (V)’),

>> plot (ws(:,1),ws(:,2));
>> xlabel(‘czas (s)’); ylabel (‘ws (rad/s)’);
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