8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

8. STABILNOSC UKEADOW REGULACJI

Zamknigcie uktadu petla sprzezenia zwrotnego poprawia dokladnos¢ regulacji

1 szybkos¢, ale powstaje mozliwos¢, ze uktad bedzie niestabilny.
Transmitancja uktadu zamknigtego:

G.()=— 36

’ 1+G(s)H (s)
Definicja (warunek konieczny i wystarczajacy)
Badamy potozenie pierwiastkbw réwnania charakterystycznego 1+ G(s)H (s) na
plaszczyznie zespolonej. Zamknigty UAR jest stabilny woéwczas gdy — wszystkie
pierwiastki réwnania charakterystycznego ukladu zamknigtego leza w lewej
pOtplaszczyznie zmiennej zespolone;.

Warunkiem koniecznym, ale niewystarczajacym, aby nie bylo pierwiastkéw rownania
charakterystycznego zamknigtego UAR o dodatniej wartosci czesci rzeczywistej jest, aby:

- wszystkie wspotczynniki wielomianu miatly ten sam znak;

- wszystkie wspotczynniki wielomianu byty rozne od zera.

Dla uktadu I i I stopnia warunek powyzszy jest wystarczajacy, ale dla uktadow wyzszych
rzedoéw nalezy dodatkowo zastosowa¢ kryterium Routha lub Hurwitza np.:

4257 +25+40 = (s +4)s* 25 +10)
- uktad ma dwa pierwiastki o czgsci rzeczywistej dodatnie;.

8.1. Kryterium Routha [8]

—_ -1 -2 -3 —
1+G(S)H(S)—ans"+an_1s" ta,,s" +a,;s" +...+tas+ta,=0

n

a an—2 an—4 an—6

a,. 4,3 4,5
by by b
G C3
d dy
€
fi
an an_z an an_4 an an_6
gdzie b, = w1t Do ; by = i Wl ; by = Dt ;
—d, —da, —d,
a,. 4,3 a,. 4,
AL I T
—b, = b,

Wszystkie wspotczynniki pierwszej kolumny maja mie¢ ten sam znak.
Kazdej zmianie znaku odpowiada jeden pierwiastek z czgscia rzeczywista dodatnia.
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

Przyktad 8.1
st 4257 +8s7 +4s5+3=0

8 3
4
3

W N N

3
Wszystkie wspolczynniki pierwszej kolumny sa dodatnie.

Przyktad 8.2
s +st 4357 457 +5+2=0

1 3

1 4 2
-1 1

5 2
-1,4

2

Dwa pierwiastki sa z cze$ci rzeczywistej dodatniej.

Przyktad 8.3
7 +257+25+40=0

1 2
2 40
-18
40

Dwa pierwiastki znajduja si¢ w prawej czesci.
8.2. Kryterium Hurwitza [10]

Roéwnanie charakterystyczne zamknigtego UAR ma wszystkie pierwiastki w lewej
potptaszczyznie jezeli :
1. wszystkie wspotczynniki rOwnania istnieja 1 maja ten sam znak;
2. poszczegodlne podwyznaczniki (minory) wyznacznika A sa wigksze od zera.

1+G(S)H(s)=ans” +a, s"" +a, ,s" +a, ,s"" +.. . +as+a, =0

a 0 0 0 O

n-1 n

A =la,, a,, a, a 0 0(>0

n n

an—S an—4 an—3 an—Z a a

n-1 n
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

Przyktad 8.4
4s* +25° +8s* +3s5+1,5=0
2 4 0 0 0 O
3 8 2 4 0 0
0 L5 3 8 2 4
0 0 0 1,5 3 8
0 0 0 0 0 L5
2>0
2[8-314>0
2803-33M4-2120,5>0
Inny sposob:

1. Podzieli¢ na czg$¢ parzysta i nieparzysta;
2. Utworzy¢ iloraz z tym, ze czg¢§¢ o wyzszym stopniu bedzie stanowi¢ licznik;
3. Rozwina¢ iloraz wielomiandw na utamek tancuchowy Stieltjesa.

®=als+ !

1
1

a,s+...

a,s+
a,s+

3. Uklad jest stabilny gdy wszystkie wspotczynniki o sa dodatnie. Istnieje mozliwos¢
istnienia pierwiastkow nie majacych czeéci rzeczywistych typu (s2 + ! )

Przyktad 8.5
4s* +25° +8s2 +35+1,5=0

45* +8s* +1,5

25’ +3s
Sposdb zapisu:
45" +8s* +15
25 +3s
4s* +8s7 +1,5 + 257 +35=2s
=2s+—— =
45 +65° s 28> +2s
25> +1,5 25° +1,5
253 +3s + 25 +15=5 PN ! -
1
25> +1 1,55 +
Si’SS 2S2 +1,5
I,SS 1,5S
) . _4 !
25 +1,5 + 1,5s—gs =25+ =
1
257 bt 15
1,5 3 L5s
L5s + 15=s =25+ 1
L5 +
L5s L5s a1
0 PR
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

8.3. Kryterium Michajlowa [4]

Majac transmitancj¢ uktadu otwartego G, (s) =

L(s)
M(s
L L)
M(s)

czyli rbwnanie charakterystyczne uktadu zamknigtego bedzie: M ( )

n7s

G.(s)=

1+G

+ L s)
Majac wielomian charakterystyczny uktadu zamknigtego M ( ) ( ) N ( )
N(s)= a,s"+a, s +.+as+a,=0

a, — sa rzeczywiste, moga by¢ +, , lub réwne 0.

Podstawiamy s=jw, gdyz z wielu mozliwych punktéw na plaszczyZznie zmiennej
zespolonej wybieramy zbidr punktéw potozonych na osi liczb urojonych, co odpowiada
wymuszeniu harmonicznemu N (] w) = Re[N ( j w)] + Im[N ( Jj w)] 1 sporzadzamy wykres.
Koniec wektora wykresli nam tzw. hodograf Michajtowa.

Uktad automatycznej regulacji jest stabilny, gdy zmiana argumentu funkcji N(jw) przy

zmianie pulsacji @ od zera do +oo wynosi nEg, gdzie n oznacza stopien réwnania

charakterystycznego.
A AjOw 4jQo
JjOw =5
— 1 n= L
k& omija Srodek ‘\
/\ fgx Pw Pw
- Py > >
\
K o
- // przebiega wzdluz

Uktad stabilny

Metoda mnemotechniczna

P(w) 4

ﬁ

stabilny

zly kierunek

poprzednio
przecietej osi

Uklad niesta

bilny

Rys. 8.1

P(o) A O(0)

Uktad na granicy stabilno$ci

O(w)

/\ P

\_/ W

niestabilny
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

Przyklady 8.6

_ K
ARRREY BT
gdzie K= 60 [rad/sek]

T,=0,6s;
T,=0,01s;

Re N(jw)=K -(T,-T, Jw* =60-0,60
Im N(jw)=w+ 7w =w-600" 0’

A jN(jow)

N g

Rys. 8.3

8.4. Kryterium Nyquista [9]

Stuzy do oceny stabilno$ci ukladu zamknigtego UAR przy pomocy oceny funkcji
N(jw) uktadu otwartego. Uklad zamknigty jest stabilny woéwczas, gdy catkowita zmiana
argumentu mianownika transmitancji widmowej (1 + G(j w)H ( ja)))przy zmianie pulsacji -
o wynosi m — katdow pelnych, gdzie m oznacza ilo§¢ pierwiastkOw rownania
charakterystycznego uktadu otwartego w prawej potptaszczyznie.

Aagr[l + G(ja))H ( jw)] = m27T przy zmianie -00 — +00
1. Jezeli uktad otwarty jest stabilny i1 jego charakterystyka amplitudowo — fazowa
G(jw)H(jw) dla pulsacji @ od 0 do +o nie obejmuje punktu (-1;+j0) to wtedy i tylko
wtedy po zamknigciu bedzie on rowniez stabilny.
2. Jezeli uklad otwarty jest niestabilny i ma m — pierwiastkOw swego rownania
charakterystycznego w prawej poiptaszczyznie, to uklad zamknigty jest stabilny
wowczas, gdy charakterystyka amplitudowo — fazowa G(jw)H(jw) uktadu otwartego

okraza +% razy punkt (-1;+j0) w kierunku dodatnim (przy czym znak dodatni odnosi

si¢ do przeciwnego kierunku obrotu niz obroty wskazéwek zegara, przy zmianie od 0
do +o0)

Ad. 1. ,Reguta lewej strony”: uktad zamknigty jest stabilny, kiedy punkt (-1;+j0) znajduje
si¢ w obszarze lezacym po lewej stronie charakterystyki G(jw)H(jw) idac w strong

rosnacych w.

W uktadach z wigksza iloscia sprzezen zwrotnych lepiej stosowaé metody
mnemotechniczne.
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

=0 hjQw Ajow

+ |+ Paoy

M o=t

Uktad jest niestabilny

Rys. 8.4

Dodatni kierunek przecinania zaktadamy z goéry na dot. Konieczna jest znajomos$¢ liczby
pierwiastkow rownania charakterystycznego uktadu otwartego, ktore leza w prawej
poliptaszczyznie (w ilosci m). Rozwiazane to jest za pomoca kryterium Routha,
Michajtowa lub znajomosci pierwiastkéw tego rownania co jest mozliwe w uktadach z
jednym sprzg¢zeniem. W uktadach z wigksza ilodcia sprzgzen lepiej stosowac kryterium
Michajtowa.

Uktad zamknigty wowczas, gdy roznica pomigdzy dodatnimi i ujemnymi przecig¢ciami
charakterystyki czgstotliwosciowej uktadu otwartego dla w od 0 do +oo z ujemna osia liczb

rzeczywistych na lewo od punktu(-1;+j0) rowna sig %, gdzie m oznacza ilo$§¢

pierwiastkbw réwnania charakterystycznego ukladu otwartego, lezacych w dodatniej
polptaszczyznie. Gdy uklad otwarty jest stabilny lub neutralny (pierwiastki na osi jw)
roéznica wynosi 0.

8.5. Zapas stabilnoSci

Uktad pracujacy w warunkach przemystowych narazony jest na dzialanie szeregu
czynnikdw szkodliwych: temperatura, wilgotno$¢, zapylenie, wibracje itp. Czynniki te
powoduja miedzy innymi zmiany statych czasowych uktadu. W zwiazku z czym uktad
dobrany optymalnie po pewnym czasie moglby sta¢ si¢ niestabilny. Dlatego projektujac
uktad uwzglednia si¢ tzw. zapas stabilnosci. Zapas ten zapewnia réwniez wlasciwy ksztatt
procesOw przejsciowych.

Zapas stabilno$ci mozna wyznaczyc¢:

1. Za pomoca zbadania potozenia pierwiastkéw dominujacych. Pierwiastki dominujace to
pierwiastki znajdujace si¢ najblizej granicy stabilnosci a odpowiadajace im czas
regulacji 1 przeregulowanie przyjmuja duze wartosci.

a) Dominujacy pierwiastek jest rzeczywisty

Ajo ¢ — tlumienie (bezwzgledne), miara szybkosci dziatania

P uktadu — stopien stabilnosci.
4

o

\&

< & =min|Res s, |

A

Rys. 8.5

Znamy rownanie charakterystyczne UAR 1 jego pierwiastki:
1+ H(S)G(S) =a,s" +a, s"" +...+as+a,=0

(S—Sl)(S—Sz)...(S—S4)...(S—Sn):O
&

(Tks +1)
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

b)

1 1 ..
=—_ = E - dominujaca stata czasowa

Sy

T,

Jezeli jest znane potozenie pierwiastka dominujacego rzeczywistego to mozna
wyznaczy¢ stata czasowa Ty, a nastgpnie na podstawie badan cztonu I rzedu ocenié
czas regulacji, ktory powinien wynosi¢ (3 ~ 4) 7.

Dominujacy pierwiastek jest zespolony

Ajo miary zapasu

tgn - oscylacyjnos¢
stabilnosci

{. =cosn - tlumienie wzglgdne

S3“\
\,
sy s g
. ¢ \7/ >
7/
¥ &,
Rys. 8.6

(5=, s =52 s =55 s = 5.)-..
N
(125 +26.7.5+1)

z

T.¢. - dominujace stale czasowe i liczba tlumienia zwigzana z pierwiastkami

dominujacymi zespolonymi réwnania charakterystycznego.
Na podstawie badan cztonéw II rzedu, mozna powiedzie¢, ze & wplywa na

oscylacyjny lub aperiodyczny charakter odpowiedzi a 7, wptywa na czas regulacji.
r,=—=w, ; N =arccosé,

T

W wigkszosci przypadkow dla uktadéw dobrze zaprojektowanych przyjmuje sig:
04<& <08 (oraz2%<AC, <25%)

Powyzsza warto$¢ zapasu stabilnosci &, z reguty wykorzystuje si¢ w syntezie uktadow za
pomoca metody Evansa (metoda miejsc geometrycznych pierwiastkbw rownania
charakterystycznego).

2. Zapomoca zapasu wzmocnienia i fazy w uktadzie otwartym.

’ o

/ Przejscie uktadu stabilnego na granicg

/ stabilno$ci moze dokonac si¢ poprzez:

-1,00 oy

T a) wzrost wzmocnienia,

b) wzrost jednej ze stalych czasowych
(dominujacej).

W  przypadku (a) wydluza si¢ wektor
odpowiadajacy pulsacji fazy wq(a). W
[ przypadku (b) =zachodzi obrot wektora
odpowiadajacy pulsacji modutu w,,.

p-jest uyjemne

Rys. 8.7

a) Zapas wzmocnienia;
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

Dla uktadu stabilnego jest |H (ja)n)G(ja)n] - |
Dla uktadu na granicy stabilnosci K, |H ( jo, )G(jwnx —1 stad K, = o

dodatkowe wzmocnienie, ktore
mozna odczyta¢ z wykresu

b) Zapas fazy;
Jest to kat okreslony wzorem y =180+¢ (¢ jest ujemne). W przypadku uktadow
dobrze zaprojektowanych przyjmuje si¢ nastepujace wartosci:

2K, =4 Znaczenie drugorzedne
6dB <AL, <12db
30° <y < 60° Znaczenie pierwszorz¢dne

3. Zapomoca amplitudy rezonansowej uktadu zamknigtego.

Mamy uktad:
K _ _ 1
- s(s7 +1) T’ s> +2& T.s+1
T 1
TZ =./— EZ =
K 2TK
Rys. 8.8

Stosujac klasyczne metody poszukiwania ekstremoéw funkcji mozna wyznaczy¢
maksymalna warto§¢ modutu M, (amplituda rezonansowa), ktora jest miara zapasu

stabilnosci.

AG.(jo)=M N Mr _ 1 :

' /— 28 \J1-&
! JJET¥ Dla uktadow dobrze zaprojektowanych:

; - LlsM, <15

A ’ 1dB< L, <4dB
i LM,=201g M, Szybkos¢ dziatania uktadu charakteryzuje
|

pulsacja rezonansowa w,

w,
lew wr:Ti 1-282 ; w =wyy1-28

¥4

Rys. 8.9

4. Zapas stabilno$ci wzgledem parametrow uktadu.
5. Bezposrednia ocena przebiegu przejsciowego np. przeregulowanie.
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

Przyktad 8.7
Za pomoca charakterystyki amplitudowo-fazowej zbadaé zapas stabilnosci uktadu
opisanego funkcja przej$cia w uktadzie otwartym:

H(5)G(s) =~

s(Tis +1)Tps +1)
dla danych liczbowych:
KK.=0,8 [1/s]
Ty =11[s]
7, =10 [s]

Rozwiazanie

Na podstawie funkcji przejScia w ukladzie otwartym otrzymujemy na stepujace
zwiazki, niezbgdne do wykreslenia charakterystyki:

() (w) = — —=-
O)\/l"‘&)lez \/l+a)2T22
¢ =-90° — arctg wl — arctg wl>

Przyjmujac wartosci pulsacji w sygnatlu harmonicznego z przedzialu [0,25; o]
otrzymamy wspolrzedne punktow charakterystyki zestawione w tabeli 8.1.

Tabela 8.1.
w|[1/s] 0,25 0,30 0,40 0,50 0,60 0,80 1,00 0
H(GwG(Gw)| |1,15 0,81 0,45 0,28 0,19 0,10 0,06 0
¢ [°] -172 -178 -188 -195 -201 212 -219 -270

Na podstawie tabeli 8.1. wykreslamy charakterystyke amplitudowo-fazowa przedstawiona
na rysunku. 8.11.

a=0,73 A jimH(jw)G(jw)

-
-«

Y

04 05 06 08

ReH(jo)G(jw)

0,3 w=00
0,25

Rys. 8.10

Zgodnie z definicja zapasu stabilno$ci, wyrazonego przez zapas wzmocnienia 1 fazy
otrzymujemy:

y=180+ ¢~ 5[]
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

Bezpieczna praca uktadu regulacji oraz wlasciwy ksztalt jego charakterystyk

czasowych wymagaja, aby zapas stabilnosci charakteryzowaty nast¢pujace wielkosci:
2<K;<4
30 [°1<y<60[°]

W zwiazku z tym mozna stwierdzi¢, ze rozpatrywany uktad ma za maty zapas
wzmocnienia, a szczegOlnie za maly zapas fazy. Mozna oszacowal wartos¢
przeregulowania odpowiadajaca wyznaczonemu zapasowi fazy, mianowicie:

Acy, = 95 [%]

Tak duzej wartosci przeregulowania bgdzie odpowiadat rowniez bardzo duzy czas
regulacji, wykluczajacy praktyczne zastosowanie rozpatrywanego uktadu, o ile nie
zastosuje si¢ odpowiedniego regulatora lub cztonu korekcyjnego.

Przyktad 8.8.
Za pomoca charakterystyk logarytmicznych amplitudowej i fazowej zbada¢ zapas
stabilnosci uktadu regulacji opisanego funkcja przej$cia w uktadzie otwartym:

H5)G(s) =

(s +1)(Tus +1)

dla danych liczbowych:
KK, =10 [-]
T:=0,1[s]
7,=0,2 [s]

Rozwiazanie

ALmH(jo)G(jw)

30 4 [dB] W, =211, @ =[]
2() ) S

\/

ol 2 4 6 10 20N\40 60 100 200 400 @
201 _ 1 _ 1
(J.)¢ 21 [_] s wrr = [_]
304 ¢ N N
0 | L [ | lgw
—— l I I T T T I T T »
30 D 4 6 10 2D 40 60 100 200 400 @
60
90
-120
-150 - \
-180
Rys. 8.11

Na podstawie funkcji przejscia w uktadzie otwartym otrzymujemy nast¢pujace
zwiazki, niezbedne do wykreslenia charakterystyk logarytmicznych:

LmH (jw)G(jw)=201g KK, —201g 1+ T w* —201g 1+ T} w?
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8. Stabilnos¢ ukladow regulacji

¢ = -arctg wIl — arctg wl’

Wyznaczajac charakterystyki przyblizone za pomoca asymptot, a nastgpnie
uwzgledniajac  warto$ci  bledow  powstalych  wskutek przyblizania, otrzymamy
charakterystyki o wigkszej doktadnosci pokazane na Rys. 8.12.

Zgodnie z definicja zapasu stabilno$ci, wyrazonego poprzez zapas wzmocnienia i
fazy, otrzymujemy:
ALm =20 1g K;= o [dB]
y=180+ ¢ =36 [°]

Bezpieczna praca uktadu regulacji oraz wilasciwy ksztalt jego charakterystyk
czasowych wymagaja, aby zapas stabilnosci charakteryzowaty nastgpujace wartosci:
6 [dB] <ALm <12 [dB]
30[°]1<y<60[°]

W zwiazku z tym mozna stwierdzi¢, ze:

a) rozpatrywany uktad ma za duzy zapas wzmocnienia; jest to jednak cecha
strukturalna uktadow zawierajacych co najwyzej dwie stale czasowe i dopuszczalna w
uktadach regulacji, gdyz zapas wzmocnienia pelni role drugorzedna w poréwnaniu z
zapasem fazy;

b) rozpatrywany uktad ma zapas fazy zgodny z wytycznymi projektowymi; nalezy
jednak pamigtaé, ze malym wartosciom zapasu fazy odpowiadaja duze wartosci
przeregulowania 1 czasu regulacji oraz odwrotnie: w rozpatrywanym przypadku
otrzymamy:

Ac,, =43 [%]
_wit, _wi, _10,6

Cow w21

=0,5s].

121



