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STRESZCZENIE: W pracy przedstawiono metode syntezy nieliniowego sprzgzenia zwrotnego dla
systemu magnetycznej lewitacji oraz wyniki eksperymentéw na rzeczywistym obiekcie. Omowiono
zagadnienie stabilno$ci systemu zamknigtego, metode doboru parametréw regulatora sposob jego
realizacji w czasie rzeczywistym oraz poréwnano dzialanie regulatora nieliniowego z dziataniem
liniowych algorytméw regulacji takich jak PID czy LQ.

ABSTRACT: A method has been described to calculate a non-linear feedback loop for a magnetic
levitation system. One shows the results of experiments carried out in the laboratory system using the
real time RTW/RT-CON enviroment. One has discussed the problem of the closed loop system
stability, a method to choose the regulator parameters. Functioning of the non-linear regulator and the
performance of linear regulation algorithms i.e. PID or LQ have been compared.

1. Wstep

Wyniki wczesniejszych badan zawarte w pracach [2], [9], [17] pokazuja, ze
zastosowanie klasycznych liniowych algorytméw sterowania takich jak PID czy LQ, dla
obiektu o silnych nieliniowo$ciach strukturalnych pozwala uzyskaé stabilizacj¢ systemu
jedynie w niewielkim otoczeniu wybranego punktu pracy (punktu, w ktorym dokonana
zostatla linearyzacja rownan stanu obiektu). Wynika stad konieczno$¢ zastosowania
regulatora, ktory zapewnilby stabilng prace systemu w znacznie szerszym zakresie potozen
lewitujacego obiektu. W pracy przedstawiono metodg syntezy takiego regulatora oraz
poréwnano jego dziatanie z wynikami uzyskanymi dla regulatorow liniowych. Wszystkie
zagadnienia zwigzane z konstrukcja urzadzenia, na ktérym przeprowadzono eksperymenty,
modelowaniem 1 identyfikacja systemu zostaty opisane w pracy [2] oraz w [7]. Zagadnienia
zwiazane z implementacja regulatora w czasie rzeczywistym omowiono w pracach [14], [18],
[20], [21].

2. Opis systemu

Systemy magnetycznej lewitacji znajduja obecnie wiele réznorakich zastosowan. Do
najwazniejszych z nich naleza pociagi na poduszce magnetycznej, tozyska magnetyczne,
pomiary cigzaru i ggsto$ci substancji w ekstremalnych warunkach, aktywne zawieszenia
tlumiace drgania. Te i wiele innych zastosowan magnetycznej lewitacji mozna znalez¢ w
pracy [19]. Na rysunku 1 przedstawiono uproszczony schemat systemu i1 zasad¢ pomiaru
potozenia lewitujacej sfery. Elektromagnes sterowany przez wzmacniacz W (zroédto pradowe),
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wytwarza pole magnetyczne unoszace sferg. Ilos¢ $wiatta docierajaca od zrodta (po lewej
stronie) do czujnika (po prawej) zalezy od potozenia sfery. Strumien $wietlny wchodzacy do
czujnika jest przetwarzany na napigcie ¥, bedace miara potozenia sfery. System posiada jedno
wejscie: napigcie sterujace wu(t) oraz dwa wyjscia: potozenie sfery x(z) 1 prad w cewce
elektromagnesu i(z).

u elektromagnes

sfera

D Vi

v

zrodio Swiatta czujnik Swiatta

Rys. 1. Uproszczony schemat systemu magnetycznej lewitacji.

W pracy [2] zostaly wyprowadzone nastgpujace rOwnania opisujace rozwazany system
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gdzie:

x; — polozenie sfery w [mm],

x; — predko$¢ sfery w [mm/ms],

x3 — prad w cewce elektromagnesu w [A],
t—czas w [ms].

W wyniku zastosowania odpowiedniej metody identyfikacji [2] otrzymano nastgpujace
wartosci parametrow a, b, k, T, u,



Parametr | Warto$¢ | Jednostka
a 0.0273 | A/mm
b 0.0908 A
k 0.2375 Q!
T 6.83 ms
U 0.2077 \Y

g =9.81m/s* oznacza przyspieszenie ziemskie, a m=55g jest masa sfery.
Ograniczenia na zmienne stanu i sterowanie wynikajace z konstrukcji urzadzenia maja postac

O<x,()=sw,,

O
ku, <x,t)<k(u, +u, )E 4)
O0<u(t)<u H

m?
przy czym

Wy = 20 mm,
U,=10V.

Model systemu (1) — (3) magnetycznej lewitacji bgdzie wykorzystywany w kolejnych
rozdziatach. Wszedzie tam, gdzie nie spowoduje to nieporozumien, bedziemy pomijac jawne

. . . dx(t . )
oznaczanie zaleznosci od czasu. Przyktadowo réwnanie 4 = f(x(t),u(t)) zapiszemy jako

%:f(x,u).

3. Synteza regulatora

Niech w chwili poczatkowej ¢ = 0, bedzie x;(0) = x50, x2(0) = x20, x3(0) = Xx30.
Formutujemy problem polegajacy na przeprowadzeniu systemu (1)-(3) ze stanu
poczatkowego x, =[x,y,X,X5 ], do stanu koncowego x, =[x,,.0, f(x,)™*°1" W sposob
asymptotyczny tzn. tak aby x(¢) U [IJ x, po zadanej trajektorii. Tak postawiony problem
moze nie mie¢ rozwiazania, jednak przyjmujac pewna szczegdlna postac trajektorii mozna
uzyska¢ analityczne wzory na sterowanie. Niech ¢(+)0JC°(R* O {0}, R) oznacza pozadany
przebieg pierwszej zmiennej stanu oraz niech beda spetnione nast¢pujace warunki

$(0) = x,

$(0) = x,,
#(0) = 10_3g(1 _f(xlo)x320)

0 o o

lim (1) = x,, ©®)
Hme@ =0
Hme@ =0



Celem sterowania jest uzyskanie pozadanego przebiegu pierwszej zmiennej stanu
X () =¢@). (6)

Wstawiajac funkcje (6) do rownan (1) otrzymamy
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Whniosek 1.

Jezeli funkcja (1) jest klasy C°, spetnia warunki (5), dla kazdego t20 zachodzi (4)
oraz p(t) <1, to istnieje ciqgle sterowanie bedqce rozwiqzaniem postawionego problemu.

Whiosek ten jest konsekwencja zaleznosci (5) — (8).

Funkcj¢ ¢(#) mozna wybra¢ na wiele sposobow. Pokazemy tutaj jedna z mozliwosci,
co doprowadzi nas do konkretnej postaci regulatora. Jezeli przyjmiemy

¢@t) =x, +e_m(C1 +C2t+C3t2),C¥ >0, 9)

to parametry C;, C,, C3, nalezy dobrac tak aby spetni¢ warunki (5). Prosty rachunek prowadzi
do nastgpujacych wzorow

C, =X — Xy

C, =Xy —a(x,y —x;;)

(10)

Y omoo

1 1
C, :EE’Z(XIO =Xy, ) +200x,, +(1—f(x10)x320);

Tak okreslona funkcja @ (¢z) spetnia réwnosci (5), natomiast dodatni parametr a@ zawsze
mozna wybra¢ w taki sposob, aby spetni¢ warunek p@(7) <1. Wstawiajac te funkcje do (8) i
obliczajac warto$¢ sterowania w chwili 1=0 otrzymamy

T ,
u(xy,x,) :7(.003(3510 —xlk)+3pazx20 +3a(1- f(x )x320)_f (x50 )x20x320 )+
2kf (x19)x5 (11)
+xi—u R
k C



przy czym wykorzystaliSmy tutaj rownosci (5) — (10).

Wzor (11) okresla sterowanie w chwili poczatkowej jako funkcje stanu poczatkowego i
koncowego. Warunek poczatkowy moze by¢ dowolnym punktem trajektorii, zatem wzor (11)
mozna wykorzysta¢ dla okreslenia sterowania w dowolnej chwili czasu jako funkcji stanu, co
prowadzi do réwnania regulatora w postaci

T

" e e,

(pa® e, = x,0) +3pax, +3a(1—f(xl)xf)—f‘(xl)x2x§)+%—uc. (12)

Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla pewnej klasy trajektorii mozna skonstruowac
nieliniowe sprzgzenie zwrotne przeprowadzajace system (1) z dowolnego stanu
poczatkowego spelniajacego ograniczenia (5) do stanu ustalonego x, =[x,,,0, f(x,,) 1",
przy czym wyijscie systemu zamknigtego zachowuje si¢ tak jak wyjécie pewnego systemu
liniowego 3-go rzedu. Wynika to faktu iz funkcj¢ ¢(¢) zawsze mozna potraktowaé jako
rozwigzanie pewnego rownania linowego 3-go rz¢du. Ze wzgledu na rozbieznos$ci pomigdzy
modelem a rzeczywistym obiektem wynikajace z niedoktadnej identyfikacji 1 uproszczen
poczynionych przy wyprowadzaniu réwnan modelu [2], stan roéwnowagi modelu
x, =[x,,0, f(x,,) 1" oraz stan réwnowagi obiektu moga si¢ nieco rézni¢. Aby temu
zapobiec, tzn. zapewni¢ wlasnosci catkujace regulatora, wprowadzimy dodatkowa zmienna
stanu. Dalej wskazemy transformacje wspotrzednych taka, ze system zamknigty bedzie w
nowych zmiennych systemem liniowym.

Niech nowa zmienna stanu spetnia rownanie

d
ﬂ:x1 -w,wl[0,w, ],

dt

gdzie w oznacza warto$¢ zadana, wowczas rOwnania stanu przyjma postac

oy 0
d B
dx - i
—E=107g(- f(x)x)g
[ (13)
d T T <0
dx, _ U
— =X, W
! E
Jezeli w systemie (13) zastosujemy sprzezenie zwrotne
— T 2 : 2), %3
u(x)=——— (K1x1 +K,x, +K;(1= f(x)x3) + K x, = f (x)x,x; )+ —-— U, (14)
24 (x,)x, k

to otrzymamy nastgpujacy system zamknigty



dx, i

dt 7’ B
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Prawa strona tych réwnan spelnia zatozenia twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci
rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego we wszystkich punktach zbioru (zob. wzor 4)

X, :{xDR4 0<sx, <sw, ku, <x,<k(u, +uc),OSu(x)Sum}. (16)

Ponadto, kazdej wartosci w[0,w, ] odpowiada jeden punkt rownowagi

K
x, =[w,0, f(w)_o‘s,—K—lw]T 0x,.
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Wprowadzamy transformacj¢ wspotrzednych z = @x) zdefiniowana nastgpujaco

O

z, =x1 -Ww, B

Z, = X,, 0

_ 2 U
zy =1= f(x)x3,0 (17)

O

z,=x, +—+tw, U

4 4 \ 0

x0X,. H

Latwo zauwazy¢, ze powyzsza transformacja jest klasy C* na zbiorze X; i przeprowadza go w
pewien zbidr Z; = @Xy) OR*. Odwzorowanie (17) jest roznowartosciowe, zatem istnieje
odwzorowanie odwrotne x = (p_l(z) okreslone nastgpujacymi rownosciami

zUZ,, O
X, =z, tw, B
X, =z,, E
[ 1-z H (18)
BT f(Zl+W),D
]
X, =z —ﬁw -
R g



Zauwazmy, ze odwzorowanie odwrotne (18) jest dobrze okreslone na zbiorze Z,= @X,)OR" ,
bowiem wzory (16) 1 (17) pociagaja za soba nieréwnosci

zy<11 —wsz, sw, —w,

ktére gwarantuja odwracalno$¢ odwzorowania. Ponadto odwzorowanie oz) jest
roznowarto$ciowe i klasy C” na zbiorze Z;. Wynika stad, ze kazdemu punktowi zbioru Xy
odpowiada doktadnie jeden punkt zbioru Z; i kazdemu punktowi zbioru Z; odpowiada

doktadnie jeden punkt zbioru X;. Inaczej méwiac odwzorowanie @: R* 0 X, — Z, O R*
jest dyfeomorfizmem klasy C* [12].

Roéwnania (15) przyjmuja w nowych wspéirzednych nastgpujaca postaé
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Whiosek 2.

Kazdemu rozwiqzaniu rownan (15), ktore pozostaje w zbiorze X, odpowiada doktadnie
Jjedno rozwiqzanie rownan (19) pozostajqce w zbiorze Z; i odwrotnie.

Wida¢ zatem, ze badanie systemu nieliniowego (15) mozemy sprowadzi¢ do badania systemu
liniowego (19), ktéry jest znacznie prostszy do analizy. Jezeli parametry regulatora K;, K,

K3, K, wybierzemy tak aby macierz 4 byla wyktadniczo stabilna, to rozwiazujac roéwnanie
Lapunowa,

A"H+HA=-G,G=G" >0, (20)
otrzymamy macierz H = H" > 0 taka, ze funkcja
V(z)=z"Hz, (21)

jest funkcjonatem Lapunowa systemu (19) [8], [13]. Znajac funkcjonat Lapunowa mozna
wykorzysta¢ twierdzenie La Salle’a [10],[13] do oszacowania obszaru przyciagania punktu
rownowagi. W szczegolnosci, kazde rozwigzanie rownan (19) startujace ze zbioru

z, ={ZDR4ZZTHZSp,p>0}

pozostaje w tym zbiorze i zmierza asymptotycznie do zera jezeli Z, 1 Z,(zob. [13] s.117).
Pokazemy teraz, ze funkcja

V(x)= ¢ (0)HYx), (22)

jest funkcjonatem Lapunowa systemu nieliniowego (15).



Istotnie, poniewaz H =H" >0 to V(x)>0dlax#x,, a z (15) i (17) wynika, ze V(x)=0
gdy x=x,. Ponadto V(x)0C'(X,,R), gdyz przeksztalcenie ¢@{x) jest klasy C” na zbiorze
Xy. Pochodna wzgledem czasu wyliczona na trajektoriach systemu wyraza si¢ wzorem
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a drugi czton w (23) mozna zapisac jak nastgpuje
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Stad oraz z (20) i (23) mamy
V(x)= @ (x)(47H + HAYD(x) = —®7 (x)GD(x) <0, dlax#x,, V(x)=0dlax=x,,  (24)

co oznacza, ze V(x) jest funkcjonalem Lapunowa systemu (15). Na mocy twierdzenia La
Salle’a (zob. np. [13] s.117) kazde rozwiazanie réwnan (15) startujace ze zbioru

X, ={x0OR*:V(x)< p, p >0} 25)

pozostaje w tym zbiorze i zmierza asymptotycznie do punktu rownowagi

K
xr :[Waoaf(w)_o'sa_K_IW]T DXd ’ (26)

4

Jezeli spetniony jest warunek X, U X ,.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze regulator okreslony réwnoscia (14) stabilizuje
system (13) w pewnym otoczeniu dowolnie wybranego punktu réwnowagi x,, jednak
nieznajomo$¢ drugiej zmiennej stanu (zob. wzdér 3) uniemozliwia jego bezposrednie
zastosowanie do stabilizacji obiektu. Poniewaz stosunek sygnalu do szumu na wyjsciu
systemu jest dostatecznie duzy (pomiary wykonane na obiekcie daja warto$¢ okoto 35dB), to
do wyznaczenia predkosci sfery mozemy wykorzystac iloraz réznicowy

x, (t+T,)—x, (1)
T, '

x,, (1) = (27)

Taki sposob odtwarzania brakujacej zmiennej stanu nie jest najlepszym rozwiazaniem, gdyz
obliczanie réznic sygnatu silnie wzmacnia wysokoczestotliwosciowe sktadowe sygnatu
(szumy). Znacznie lepsza metoda jest zastosowanie estymatora stanu, analogicznego do filtru
Kalmana - Bucy [8] znanego z teorii uktadow liniowych. Jednak w przypadku systemu
nieliniowego zaprojektowanie oraz implementacja optymalnego filtru (estymatora stanu), lub
chociazby estymatora nieobciazonego, stanowi powazny problem teoretyczny i1 praktyczny
[15]. W zwiazku z tym wykorzystamy iloraz réznicowy do wyznaczenia predkosci sfery. Jak
zobaczymy w rozdziale 5 takie rozwiazanie daje zadowalajace rezultaty.
Przyjmijmy zatem, ze

X, (£) = x5, (1) (28)
1 zapiszmy rOwnania systemu zamknigtego w nast¢pujacej postaci

dx

E = F(x,u(x),w),x(0) =x, ORrR* , (29)
u(x) = W(Km #Ron + K (U ) + Ky = f ()l e 2 —u G0)

przy czym F'(x,u,w)oznacza prawa stron¢ rownan stanu (13).

Podstawowe wtasnosci regulatora, decydujace o jego przydatnosci do sterowania
systemem magnetycznej lewitacji mozna wykaza¢ analizujac zachowanie si¢ systemu
zamknigtego w niewielkim otoczeniu punktu réwnowagi. Pokazemy teraz, Ze w otoczeniu
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dowolnie wybranego punktu réwnowagi system (29) z regulatorem (30) ma zawsze taki sam
portret fazowy, a synteza regulatora sprowadza si¢ do ,,ustawienia” zer pewnego wielomianu
czwartego 1zedu. Przy  poczynionych dotychczas zatozeniach mozna sformutowaé
nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.

1. Kazdy punkt rownowagi

w O
O
0 g
xr:%f‘“(w)[DXd, wl(0,w,), (31)
kO
-—w0
g K, g

OO

systemu (29),(30) jest lokalnie asymptotycznie stabilny.

2. Wielomian charakterystyczny systemu zlinearyzowanego w punkcie rownowagi x,, ma
postac

M(s)=s"+K.s’ +107 gK,s* +107 gK s +10 gk, (32)

i jest inwariantny ze wzgledu na wybor punktu linearyzacji. Ponadto jezeli
Ax,,Ax,,Ax;, Ax, oznaczajq odchytki od punktu rownowagi, a Aw reprezentuje

odchytke wartosci zadanej to odpowiednie transmitancje majq postac

. 107 gK .
Axl = 3 -3 2 : -3 -3 Aw, (33)
s"+KysT+107gK,s” +107 gK s +107 gK,
. 107 gk .
A%, = £243 AW, (34)

s'+K.sP+107gK,s7 107 gK s +107 gK,

0.5K, £ 7 (w)%2 +107 g J}((W))E

w ~
Ax3 = 4 3 -3 2 -3 -3 AW’ (3 5 )
s"+Kys”+10 7 gK,s” +10 7" gK s +10 7 gK,

3 2 -3 -3
~ s+ K, s +107gK,s +107 gK ~
Ax, =—— ; 2 - 5 2 = 1 = Aw. (36)
s"+K;s”+10 7 gK,s” +10 " gK,s +10 7 gK,
Dowaod:

Dla dowodu, zauwazmy ze linearyzacja réwnan (29) i (30) w otoczeniu punktu
rownowagi okreslonego rownoscia (31) prowadzi do

A% = (A + BK)Ax + B,Aw, (37)

gdzie
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0 1
0 []
0 -p 0
A= %’ Up=00 38
M o0 -y o0 O (38)
3 0 0o of g
f (w) i k
a= B 2 f(W 10 gay_i =, (39)
f (w) T T
:lKl, R.R.E| (40)
> _ Ou(x) E{( S'(w) @1
ooy, T 2k,/f(w P f(w)
> _ Ou(x) EK /')
K, = _ 42
2 axz X=X, Zk\/f(W) (W) ( )
~ _ Ou(x)
K, = .. =—0--K 43
3 ax3 X=X, k % 3 E ( )
~ _ Ou(x) T
K,=——| _ =—F—K,, 44
on Tk -
00 O
O, O
0
Bl :a_F X=x,,u=u(x,),w = D D (45)
ow ! o O
0 .0
o 10
Wielomian charakterystyczny macierzy stanu systemu (37) ma postac
M(s)=s* +(y =bK,)s* +(bBK, —a)s® + (0K, —a(y —bK,)s +bfK,. (46)

Obliczajac wspotczynniki tego wielomianu na mocy wzorow (39) — (44) otrzymamy

- _M 10 f(W)_10_3
2wy 0 C fw) £ rw)
. AL AN
10 107 K,
A 2k1/f(w E'{ > (w) & w)

bBK, —a =2§10‘3g 7 (w)

bBK, —a(y -bK,) = 2 =
=107 gk,

k

bBK, 22?10_3g £ (w) K,=10"gK,,

T
2k~ f (W)

a stad
M(s)=s"+K,s’ +10° gK,s* +107 gK,s +107 gK, .

Stosujac transformacje¢ Laplace’a do rownan (37) przy uwzglednieniu wzordow (38) — (45)
otrzymuje si¢ transmitancje (33), (34), (35), (36). Jezeli parametry regulatora K;, K», K3, Ky,
sa dobrane tak, aby wielomian M(s) miat zera w lewej potptaszczyznie zespolonej, to metoda
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linearyzacji Lapunowa [8], [10], [13] gwarantuje lokalna asymptotyczna stabilno$¢ systemu
(29) co konczy dowod.

Z (33) 1 (34) wynika, ze lokalnie w niewielkim otoczeniu punktu réwnowagi wielko$ci
istotne z punktu widzenia celu sterowania czyli odchytki potozenia i predkosci lewitujacego
obiektu od stanu rownowagi, zaleza wylacznie od parametrow regulatora i warto$ci zadanej
Aw. Oznacza to, ze w otoczeniu dowolnie wybranego punktu rownowagi system ma zawsze
taki sam portret fazowy. W przypadku, gdyby regulator byt linowa funkcja stanu (jak
algorytmy PID, LQ) dynamika systemu w otoczeniu punktu réwnowagi bedzie zaleze¢ od
wyboru tego punktu (od wartosci zadanej w), co uniemozliwia stabilizacj¢ obiektu w
szerszym zakresie polozen sfery. Dobdér parametréw regulatora sprowadza si¢ do
odpowiedniego ulokowania biegunow w transmitancji (33). Polozenie biegunéw na
plaszczyznie zespolonej nie moze by¢ jednak dowolne (nie moga one by¢ przesuwane
dowolnie w lewo) gdyz nalezy pamigta¢, ze przyspieszenie obiektu odbywa si¢ zawsze
kosztem wzrostu amplitudy sterowania, w konsekwencji naruszone zostanie ograniczenie (4)
na amplitudg¢ sterowania i powyzsze wnioski nie beda prawdziwe. Z przeprowadzonych przez
autora eksperymentow i1 symulacji wynika przyblizona reguta mowiaca, ze im szybszy system
(bieguny bardziej na lewo) tym mniejszy obszar przyciagania punktu rownowagi.

4. Implementacja regulatora
Implementacja regulatora (30) w Srodowisku czasu rzeczywistego RTW/RT-CON

(zob.[14],[18]) wymaga wyznaczenia parametréw K, K, K;, K4, okresu probkowania 7 oraz
realizacji w SIMULINKU [21] funkcji u(x) okreslonej wzorem (30).

4.1. Dob6r parametrow regulatora.

Ja to pokazano w poprzednim punkcie parametry K; K, Kj; K, decyduja o
zachowaniu si¢ systemu zamknigtego w otoczeniu punktu réwnowagi. Mozna je dobra¢ tak
aby speti¢ warunek

M(s)=s"+K.s’ +107 gK,s* +107 gK,s +107 gK, = D(s), 47)

gdzie D(s) jest zadanym stabilnym wielomianem. W celu tatwego zweryfikowania
przewidywan teoretycznych wybieramy wielomian D(s) w postaci

D(s)=(s+q)*,q>0, (48)
co powinno zapewni¢ aperiodyczny charakter przebiegow przejSciowych oraz utatwic

wykrycie ewentualnych niezgodnosci teorii i eksperymentu. Pordwnujac wspotczynniki przy
odpowiednich potegach z (47), (48) otrzymuje si¢

K——4q3 K _ 64” K.=4q. K, = g’ (49)
Y107 g’ 1070’ T Fa 107%g

Poniewaz w dotychczasowych rozwazaniach czas byt mierzony w milisekundach, a system
czasu rzeczywistego operuje sekundami, musimy dokona¢ przeskalowania czasu w
réwnaniach modelu co prowadzi do nastgpujacych wzoréw

43 62
=9 g =9 g =44 K, =-1_. (50)

K - ) -1
' 10°g 10°g 10°g
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Teraz parametr ¢ ma wymiar sekunda’, a jego odwrotno$¢ mozna traktowaé jak stalg
czasowa w systemie liniowym pierwszego rz¢du. Symulacje wykonane za pomoca modelu
(29), (30) pokazuja, ze szeroka strefe stabilizacji uzyskuje si¢ gdy ¢<50. W dalszych
rozwazaniach przyjmiemy g = 40, co w przyblizeniu odpowiada przebiegowi przejsciowemu
o czasie trwania =3¢ '=75ms. Parametry regulatora wynosza wowczas

K, =26.0958, K, =0.9786, K, =160.0000, K, =260.9582. (51)

4.2. Wyznaczenie okresu prébkowania.

Niech w, oznacza maksymalna czgstotliwo$¢ wystgpujaca w sygnale. Wowczas z
twierdzenia Shannona [1] wynika, Ze czg¢stotliwos¢ probkowania tego sygnatu pozwalajaca na
jego ponowne odtworzenie na podstawie probek powinna spetnia¢ warunek w, = 2w,. W
praktyce na skutek wystgpowania szumow i ro6znego rodzaju zakldcen przyjmuje si¢ warunek
;= 20w, [1], lub co rownowazne

Tv S n 2
IOwg

(52)

gdzie T, oznacza okres probkowania. Czgstotliwos¢ graniczna w), definiuje si¢ dla ciaglego
uktadu zamknigtego na podstawie jego charakterystyki czgstotliwosciowej H(w) jak nastgpuje

1
H(w,)| :|H(0)|ﬁ, (53)

co odpowiada spadkowi amplitudy sygnatu wyjsciowego o 3dB. Poniewaz rozwazany system
ma dwa wyjscia y(t) = [)c1 @) =x, (t)]T, to musimy uwzgledni¢ dwie charakterystyki
czestotliwosciowe. Aby je wyznaczy¢ skorzystamy z modelu zlinearyzowanego (33), (35)

. 107 gk,
Axl 4 3 -3 2 -3 -3
s"+Kysm +107gK,s” +107 gK s +107 gk,
O‘5K4f—045(w)%2 +10—3gf(w)E
- JS(w)

st + Kt +107gK, s #1070 gK s +107 gk, (53)

Aw, (54)

Pierwsza z tych transmitancji nie zalezy od wyboru punktu linearyzacji (od w) natomiast
druga tak 1 w zwiazku z tym musimy rozpatrzy¢ cala rodzing charakterystyk
czestotliwosciowych dla wll[0,20mm].

Na rysunku 2 przedstawiono ch-ki czegstotliwo$ciowe systemu zamknigtego przy czym
wzmocnienia regulatora byty okreslone rownoscia (51).
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Rys. 2. Charakterystyki czgstotliwosciowe systemu zamknigtego. Krzywa goérna odpowiada transmitancji (54) a
krzywe dolne wyznaczono w oparciu o (55), dla réznych punktow linearyzacji, @, oznacza czgstotliwos§¢
graniczng.

Jezeli przyjac¢ T, = 2ms to warunek (52) bgdzie spetniony z duzym zapasem.

4.3.Realizacja regulatora w sSrodowisku czasu rzeczywistego
RTW/RT-CON.

Rysunek 3 przedstawia zamknigty uktad regulacji zrealizowany przy pomocy pakietu
SIMULINK [21]. Blok Obiekt stanowi interfejs pomig¢dzy uzytkownikiem, karta pomiarowa i
rzeczywistym obiektem oraz umozliwia skonfigurowanie parametrow pracy przetwornikow
A/D 1 D/A. Sygnaty wyjsciowe bloku Obiekt sa nastgpnie konwertowane na odpowiadajace
im potozenie i prad w cewce elektromagnesu. Blok Obserwator oblicza iloraz r6znicowy

(E+T) =% @)
T

N

2

x,, (1) =

1 tym samym estymuje predko$¢ lewitujacego obiektu. Zawartos¢ Obserwatora
przedstawiono na rys 4. Stan systemu x(z) oraz warto$¢ zadana stanowia sygnaly wejsciowe
dla Regulatora, ktory realizuje funkcje sterujaca (30). Rysunek 5 przedstawia jedna z
mozliwych realizacji tej funkcji. Zwréémy uwage, ze czwarta sktadowa stanu xu(?) jest
wyznaczana poprzez numeryczne catkowanie btedu potozenia &) = x;(t) — w(t) w bloku
Integrator. Pozostale sygnaly sa takie jak we wzorze (30).
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Rys. 5. Realizacja regulatora za pomoca SIMULINKA.
5. Wyniki eksperymentow.

W tym punkcie przedstawimy 1 przeanalizujemy wyniki eksperymentow
przeprowadzonych na obiekcie z uzyciem opisanego wyzej regulatora oraz pordéwnamy jego
dzialanie z dzialaniem liniowych algorytmow sterowania. W pracach [2], [16] przedstawiono
wyniki dotyczace zastosowania algorytméw PID, LQ 1 PP (ang. Pole Placement — lokowanie
biegunéw) do stabilizacji systemu magnetycznej lewitacji. Wynika z nich, ze najlepsze efekty
(najszersza strefe stabilizacji) daje algorytm PP natomiast algorytm PID traci stabilno$¢ przy
zmianie punktu pracy zaledwie o 1.5mm. Szczego6ty dotyczace zastosowania tych algorytmow
mozna znalez¢ w wyzej cytowanych pozycjach.

Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono wyniki eksperymentow polegajacych na nadazaniu
za sygnalami prostokatnym 1 sinusoidalnym. Rysunek 6 potwierdza przewidywania
teoretyczne. OdpowiedZ systemu na skokowa zmiang wartosci zadanej jest bardzo podobna
do odpowiedzi systemu liniowego czwartego rzgdu 1 nie wystgpuja w niej oscylacje, co jest
zgodne z zatozeniami poczynionymi na etapie projektowania regulatora. Btad w stanie
ustalonym znika co potwierdza wiasnosci catkujace regulatora. Drugi eksperyment, ktorego
wyniki przedstawiono na rysunkach 8 1 9 miat na celu potwierdzenie tezy mowiacej, iz system
zamknigty zachowuje si¢ tak samo w roznych punktach pracy i przy réznych amplitudach
wartosci zadanej. Rysunek 8 pokazuje wynik nadazania za sygnatlem prostokatnym o
czestotliwosci 0.5Hz amplitudzie Imm i wartosci $redniej 12, 14, 16 lub 18mm. Jak widaé
charakter przebiegdw przejsciowych nie ulega zmianie przy zmianie punktu pracy, drobne
przeregulowania sa wynikiem niedoktadnosci modelu, zaktocen oraz zmian parametrow
obiektu (nagrzewanie si¢ cewki elektromagnesu oraz dryft temperaturowy wzmacniacza
sterujacego elektromagnesem). Mozemy zatem stwierdzi¢, Ze wnioski wynikajace z
twierdzenia 1 znajduja potwierdzenie w rzeczywistosci.
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Rys. 6. Wynik eksperymentu. Nadazanie za sygnatlem prostokatnym o wartosci $redniej 15mm, amplitudzie
Smm i czgstotliwosci 0.75Hz. Wykres gorny — potozenie, dolny — sterowanie. Regulator nieliniowy.
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Rys. 7. Wynik eksperymentu. Nadazanie za sygnatem sinusoidalnym o wartoéci $redniej 15mm, amplitudzie
Smm i czgstotliwosci 0.5Hz. Wykres gorny — potozenie, dolny — sterowanie. Regulator nieliniowy.
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Rys. 8. Wynik eksperymentu. Nadazanie za sygnatem prostokatnym o czestotliwosci 0.5Hz, amplitudzie 1mm i
wartosci $redniej idac od gory 12, 14, 16 i 18mm. Regulator nieliniowy.
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Rys. 9. Wynik eksperymentu. Nadazanie za sygnatem prostokatnym o czestotliwosci 0.5Hz, wartosci $redniej
15mm i amplitudzie idac od gory 1, 3, 4 i Smm. Regulator nieliniowy.
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Rysunek 9 pokazuje z kolei wynik eksperymentu polegajacego na nadazaniu za sygnatem
prostokatnym o czestotliwosci 0.5Hz warto$ci $redniej 15mm i amplitudzie zmieniajacej si¢
od 1 do Smm. Wynika z niego, ze charakter przebiegoéw przejsciowych nie zmienia si¢ przy
wzroscie amplitudy warto$ci zadanej z pominigciem drobnych przeregulowan, ktérych
przyczyny wyjasniono powyzej.
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Rys. 10. Wynik eksperymentu. Nadazanie za sygnatlem prostokatnym o czgstotliwosci 0.5Hz, amplitudzie 1mm i
wartosci $redniej idac od goéry 12, 14, 16 i 18mm. Regulator liniowy PP. Zauwazmy narastajace oscylacje w
przebiegu przejsciowym w miar¢ zmian punktu pracy.
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Rys. 11. Wynik eksperymentu. Nadazanie za sygnatem prostokatnym o czgstotliwosci 0.5Hz, wartos$ci $redniej
15mm i amplitudzie idac od gory 1, 3 i 4mm. Regulator liniowy PP. Gdy amplituda sygnatu zadanego wzrasta
do 5mm system traci stabilno$¢.

Dla poroéwnania na rysunkach 10 i 11 przedstawiono wyniki uzyskane przy zastosowaniu
liniowego regulatora PP [2]. Wida¢ wyraznie, ze zar6wno zmiana punktu pracy jak i
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amplitudy warto$ci zadanej powoduje zmiang charakteru przebiegéw przejsciowych,
pojawiaja si¢ oscylacje o coraz wigkszej amplitudzie, az w koncu nastgpuje utrata stabilnosci.
Nalezy podkresli¢, ze takie zachowanie nie jest cecha konkretnego algorytmu PP, ale jest to
wlasno$¢ wszystkich liniowych nieadaptacyjnych algorytmow regulacji, natomiast algorytm
PP zostat wybrany, gdyz daje on najlepsze wyniki sposrod przebadanych przez autora
regulatoréw liniowych. Tabela 1 zaczerpnigta z pracy [2] pozwala porownac dziatanie
regulatorow liniowych z omdéwionym nieliniowym sprzgzeniem zwrotnym.

Tabela 1. Poréwnanie algorytméow.

Algorytm Strefa Wlasnos$ci dynamiczne i Zlozonos¢ Z}ozonos$¢
stabilizacji | statyczne obliczeniowa w obliczeniowa
trakcie syntezy algorytmu
algorytmu

PID 15+ 1.5mm | Nie mozna uzyskaé Mata , jednak trudno | Mata . 6 dodawan i
dowolnego rozktadu wartosci | uchwycié¢ zwiazek 4 mnozenia
wilasnych systemu pomiedzy
zamknigtego . Zawsze lokalizacja wartosci
wystepuje przeregulowanie. wlasnych a
Zerowy btad w stanie nastawami
ustalonym regulatora .

Kompensator 15+ 3.5mm | Dowolny rozktad wartosci Duza .Rozwiazanie | Srednia.

dynamiczny wilasnych systemu dwoch Rozwiazywanie
zamknigtego . Blad w stanie macierzowych on-line liniowego
ustalonym rownan Riccatiego , | rOwnania

lub ustawianie réznicowego 3-go
warto$ci wlasnych rzedu

macierzy (A-BK) i

(4-GC")

Kompensator 15+ 3.5mm | Dowolny rozktad wartosci Duza .Rozwiazanie | Srednia.

dynamiczny z wilasnych systemu dwoch Rozwiazywanie

catkowaniem zamknigtego . Zerowy btad w | macierzowych on-line liniowego
stanie ustalonym rownan Riccatiego , | rOwnania
lub ustawianie réznicowego 3-go
warto$ci wlasnych rzgdu i catkowanie .
macierzy (4A-BK) i
(4-GC")

PP 15+ 5Smm | Dowolny rozktad warto$ci Srednia . Srednia.
wilasnych systemu Rozwiazanie uktadu | Rozwiazywanie
zamknigtego . Zerowy btad w | rownan liniowych z | on-line liniowego
stanie ustalonym . Mozliwo$¢ | siedmioma réwnania
ksztaltowania wlasnosci niewiadomymi réznicowego .
odpornosciowych

Nieliniowe 1546mm | System zamkniety odpowiada | Srednia. Ustawianie | Do$¢ duza.

sprzegzenie zwrotne na skok wartosci zadanej, tak | wartosci wlasnych Obliczanie w czasie
jak pewien system liniowy macierzy 4x4. rzeczywistym
czwartego rzedu, ktorego skomplikowanej
warto$ci wlasne mozna funkcji nieliniowe;j i
dowolnie ustawia¢. Wtasnosci catkowanie.
uktadu regulacji nie zaleza od
punktu pracy. Zerowy btad w
stanie ustalonym.
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6. Podsumowanie.

Rozwiazujac problem sterowania otwartego polegajacy na przeprowadzeniu systemu z
dowolnego stanu poczatkowego do zadanego stanu rownowagi, udato si¢ wyprowadzic¢
algorytm regulatora. Nieliniowa transformacja wspotrzednych oraz metoda funkcjonatow
Lapunowa pozwolity w prosty sposob wykaza¢ stabilno$¢ systemu zamknigtego.
Charakterystyczna cecha omowionego algorytmu jest fakt, iz system zamknigty ma w
otoczeniu dowolnie wybranego punktu réwnowagi zawsze taki sam portret fazowy a
odpowiedZ na skokowa zmiang wartosci zadanej jest taka, jak odpowiedZ pewnego systemu
liniowego czwartego rzedu. Dobor parametrow regulatora sprowadza si¢ do ulokowania zer
wielomianu, tak jak to ma miejsce w systemach liniowych. Wyniki eksperymentéw
potwierdzaja przewage algorytmu nieliniowego nad liniowymi sposobami regulacji, co jest
jego niewatpliwa zaleta. Sposrod innych wynikow dotyczacych metod nieliniowych nalezy
wymieni¢ pracg [16], w ktorej zaprezentowano pewna przyblizona metode¢ uwzglednienia
nieliniowosci systemu, problem czasooptymalny byl rozwazany w [9]. Wiele teoretycznych i
praktycznych problemow takich jak odtwarzanie stanu, synteza optymalnego filtru czy tez
optymalno$¢ samego regulatora zostato pominigtych, gdyz podstawowym celem tego artykutu
bylo wykazanie przewagi metod nieliniowych nad klasycznymi liniowymi algorytmami
regulacji w zastosowaniu do systemu magnetycznej lewitacji.
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