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WYKAZ OZNACZEŃ

• Ω – domknie
‘
cie zbioru Ω

• ∂Ω – brzeg zbioru Ω

• Int Ω – wne
‘
trze zbioru Ω

• inf, sup – kresy dolny, górny

• IN – zbiór liczb naturalnych

• ZZ – zbiór liczb ca lkowitych, ZZ∗ = IN ∪ {0}

• ZZ
∗ – zbiór liczb ca lkowitych nieujemnych

• IR – zbiór liczb rzeczywistych

• C – zbiór liczb zespolonych

• IRn – n -wymiarowa rzeczywista przestrzeń wektorowa. Iloczyn skalarny w IRn ma
postać

〈x, y〉 = xT y .

Norma indukowana iloczynem skalarnym określona jest jako

‖x‖ =
√

〈x, x〉 .

Norma ta generuje metryke
‘

ρ(x, y) = ‖x− y‖ .

• jIR – oś urojona, j =
√
−1

• Π+ = {s ∈ C : Re s > 0} – prawa otwarta pó lp laszczyzna

• Π− = {s ∈ C : Re s < 0} – lewa otwarta pó lp laszczyzna

• {∞} – punkt w nieskończoności, {∞} = C \ C

• Re, Im, arg – cze
‘́
sć rzeczywista, cze

‘́
sć urojona i argument liczby zespolonej

• degM(s) – stopień wielomianu M(s)

• Res
s=a

y(s) – residuum funkcji meromorficznej y w punkcie a

• ∂Ω+ – zorientowany matematycznie dodatnio brzeg ∂Ω, w przypadku gdy ∂Ω
jest krzywa

‘
Jordana
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WYKAZ OZNACZEŃ

• D(A) – dziedzina operatora liniowego dzia laja
‘
cego z H w H

• R(A) – obraz (zbiór wartości) operatora liniowego dzia laja
‘
cego z H w H

• kerA – ja
‘
dro (podprzestrzeń zerowa) operatora A

• L(H) – przestrzeń operatorów liniowych i ograniczonych dzia laja
‘
cych z przestrzeni

Banacha H w H

• ∗, T – sprze
‘
żenie, transpozycja macierzy A

• detA – wyznacznik macierzy A ∈ L(Cn)

• adj(A) – macierz do la
‘
czona do A

• trA – ślad macierzy A

• rankA – rza
‘
d macierzy A

• σ(A) – widmo macierzy A

• λmin(H), λmax(H) – najmniejsza, najwie
‘
ksza (rzeczywista) wartość w lasna macie-

rzy H = HT , H ∈ L(IRn)

• Reσ(A) < 0 ⇐⇒ σ(A) ⊂ Π−, A jest macierza
‘
Hurwitza

• |σ(A)| < 1 ⇐⇒ σ(A) ⊂ {s ∈ C : |s| < 1}

• X ⊕ Y – suma prosta podprzestrzeni wektorowych X , Y

• A⊗B – iloczyn Kroneckera (tensorowy) macierzy A, B. Jeżeli A ∈ L(IRn, IRm),
A = [aik]i=1,...,m,k=1,...n i B ∈ L(IRq, IRp) to iloczyn Kroneckera definiuje sie

‘
naste

‘
puja

‘
co:

A⊗B =









a11B a12B . . . a1nB

a21B a22B . . . a2nB

. . . . . . . . . . . .

am1B . . . . . . amnB









∈ L(IRnq, IRmp) .

• (X, ρ) – przestrzeń metryczna z metryka
‘
ρ

• K(x, ε) – kula o środku w punkcie x i promieniu ε

• K(M, ε) – kula o środku w zbiorze M i promieniu ε

• LCSDS – lokalny uk lad semidynamiczny

• CSDS – lokalny uk lad dynamiczny

7



WYKAZ OZNACZEŃ

• DSD – dyskretny uk lad dynamiczny

• S – stabilność

• JS – jednostajna stabilność

• NS – niestabilność

• AS – asymptotyczna stabilność

• JAS – jednostajna asymptotyczna stabilność

• EXS – eksponencjalna stabilność

• GAS – globalna asymptotyczna stabilność

• C0 – klasa funkcji cia
‘
g lych

• C1 – klasa funkcji różniczkowalnych z pochodnymi w C0

• ḟ , f̈ – pochodne czasowe pierwszego i drugiego rze
‘
du

• ∇V – gradient funkcjona lu V klasy C1

• JF (x) =

[
∂Fi

∂xk

]

i,k=1,2,...,n

– macierz Jacobiego odwzorowania F : IRn −→ IRn

klasy C1

• ‖·‖H – norma w przestrzeni H (w przypadkach oczywistych indeks jest opuszczany)

• 〈f, g〉H – iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta H (w przypadkach oczywistych
indeks jest opuszczany)

• L1(IR) – przestrzeń Banacha funkcji absolutnie ca lkowalnych na IR z norma
‘

‖f‖L1(IR) =

∫ ∞

−∞
|f(t)| dt, f ∈ L1(IR)

• L2(IR) – przestrzeń Hilberta funkcji ca lkowalnych z kwadratem modu lu na IR, wy-
posażona w iloczyn skalarny

〈f, g〉L2(IR) =

∫ ∞

−∞
f(t)g(t)dt, f, g ∈ L2(IR)

• L∞(IR) – przestrzeń Banacha funkcji istotnie ograniczonych na IR z norma
‘

‖f‖L∞(IR) = ess sup
t∈IR

|f(t)|

8



WYKAZ OZNACZEŃ

• BUC(IR) – przestrzeń Banacha funkcji ograniczonych i jednostajnie cia
‘
g lych na IR

z norma
‘ ‖f‖BUC(IR) = sup

x∈IR
|f(x)|

• BUC0(IR) – domknie
‘
ta podprzestrzeń w BUC(IR) z lożona z funkcji da

‘
ża

‘
cych do 0

przy |x| −→ ∞

• C∞
0 (IR) – przestrzeń funkcji nieskończenie różniczkowalnych na IR i da

‘
ża

‘
cych do 0

przy |x| −→ ∞

• L1(0,∞) – przestrzeń Banacha funkcji absolutnie ca lkowalnych na (0,∞) z norma
‘

‖f‖L1(0,∞) =

∫ ∞

0

|f(t)| dt, f ∈ L1(0,∞)

• L2(0,∞) – przestrzeń Hilberta funkcji ca lkowalnych z kwadratem modu lu na (0,∞),
z iloczynem skalarnym

〈f, g〉L2(0,∞) =

∫ ∞

0

f(t)g(t)dt, f, g ∈ L2(IR)

• IM2 = IRn×L2(−r, 0; IRn) – przestrzeń Hilberta stanowia
‘
ca standardowa

‘
przestrzeń

stanu dla systemów z opóźnieniem

• L1(0, T ; H) – przestrzeń Banacha funkcji określonych i ca lkowalnych w sensie Boch-
nera na przedziale (0, T ) o wartościach w przestrzeni Hilberta H, z norma

‘

‖f‖L1(0,T ;H) =

∫ T

0

‖f(t)‖H dt, f ∈ L1(0, T ; H)

• C(0, T ; H) – przestrzeń Banacha funkcji cia
‘
g lych na przedziale [0, T ] o wartościach

w przestrzeni Hilberta H z norma
‘

‖f‖C(0,T ;H) = sup
t∈[0,T ]

‖f(t)‖H , f ∈ C(0, T ; H)

• C1(0, T ; H) – przestrzeń Banacha funkcji cia
‘
gle–różniczkowalnych na przedziale

[0, T ] o wartościach w przestrzeni Hilberta H

• L2(0, T ; H) – przestrzeń Hilberta funkcji określonych i ca lkowalnych w sensie Boch-
nera na przedziale (0, T ) o wartościach w przestrzeni Hilberta H, z iloczynem
skalarnym

〈f, g〉L2(0,T ;H) =

∫ T

0

〈f(t), g(t)〉Hdt, f, g ∈ L2(0, T ; H)

9



WYKAZ OZNACZEŃ

• f ⋆ g – splot funkcji f i g

• f̂ – transformata Laplace’a lub Fouriera funkcji f

• H∞(Π+) – przestrzeń Banacha funkcji analitycznych i ograniczonych na Π+ =
{s ∈ C : Re s > 0} z norma

‘

‖f‖H∞ = sup
s∈Π+

|f(s)| , f ∈ H∞(Π+)

• H2(Π+) – przestrzeń Hilberta funkcji analitycznych na Π+ i takich, że

sup
x≥0

∫ ∞

−∞
|f(x+ jy)|2 dy <∞ .

Standardowy iloczyn skalarny w H2(Π+) ma postać

〈f, g〉H2(Π+) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(jω)ĝ(jω)dω .

10



1. WSTȨP

Celem niniejszej ksia
‘
żki jest przedstawienie metod stosowanych do analizy stabilności

szerokiej klasy uk ladów sterowania, zwanych uk ladami Lurie. Uk lady Lurie stanowia
‘

model matematyczny dynamiki wielu uk ladów fizycznych, chociaż oryginalnie zosta ly
zaproponowane do opisu jednope

‘
tlowych uk ladów sterowania automatycznego z po-

jedynczym, nieliniowym elementem steruja
‘
cym. Wśród zastosowań tej klasy modeli

można, oprócz teorii automatycznej regulacji, wymienić modele dynamiki obwodów
elektrycznych z nieliniowymi elementami aktywnymi, modele dynamiki uk ladów elek-
troenergetycznych, modele populacji, reakcji chemicznych i biochemicznych, modele
dynamiki reaktorów chemicznych i ja

‘
drowych, kopalnianych systemów wentylacyjnych

itd. Niektóre z tych zastosowań zosta ly omówione w niniejszej monografii, odnośnie
innych podano odsy lki bibliograficzne.

Pierwsze prace na temat stabilności uk ladów Lurie zacze
‘
 ly sie

‘
ukazywać pod

koniec lat czterdziestych. W 1949 roku Ajzerman sformu lowa l proste kryterium
stabilności zerowego punktu równowagi uk ladu Lurie [52], zwane hipoteza

‘
Ajzer-

mana. Ze wzgle
‘
du na luke

‘
w dowodzie, twierdzenie to okaza lo sie

‘
nieprawdziwe,

w zwia
‘
zku z czym zacze

‘
to poszukiwać ścis lych kryteriów stabilności uk ladów Lurie.

W badaniach stabilności tych uk ladów, nieomal od ich zarania, zaznaczy ly sie
‘

dwa
kierunki. Już Lurie i Ajzerman próbowali stosować metode

‘
funkcjona lów Lapunowa

do analizy stabilności, jednak uzyskane metody obliczeniowe charakteryzowa ly sie
‘

niewielka
‘

efektywnościa
‘

w praktycznych zastosowaniach. Równolegle, w 1959 roku
Popov zaproponowa l kompletnie inne podej́scie do analizy stabilności. Istota

‘
jego

metody by l opis liniowej cze
‘́
sci uk ladu w relacji wej́scie–wyj́scie, w dziedzinie cza-

sowej (równania ca lkowe) i cze
‘
stotliwościowej (transformacje Laplace’a i Fouriera).

Metody te zosta ly później znacznie rozwinie
‘
te – patrz ksia

‘
żki [1], [71], [114], [33],

[138] i [119]. W tym podej́sciu kryteria stabilności zerowego punktu równowagi uk ladu
Lurie wyrażono w postaci silnych nierówności cze

‘
stotliwościowych, podczas gdy na

charakterystyki statyczne elementu steruja
‘
cego nak ladano s labe warunki sektorowe.

W 1962 roku Kalman zauważy l, że również zadanie konstrukcji funkcjona lu Lapunowa
gwarantuja

‘
cego stabilność, może być rozwia

‘
zane metodami cze

‘
stotliowościowymi.

Wyniki Kalmana doczeka ly sie
‘

również kontynuacji w literaturze. Wymieńmy tu
monografie [80], [96] i [40]. Metoda

‘
funkcjona lu Lapunowa uda lo sie

‘
os labić cze

‘
sto-

tliwościowe kryteria stabilności poprzez s labe nierówności cze
‘
stotliwościowe i silne

warunki sektorowe. Jest to istotne, gdyż najlepsze możliwe do otrzymania warunki
sektorowe pokrywaja

‘
sie

‘
z warunkami Hurwitza, maja

‘
cymi postać silnych nierówności.

Umożliwi lo to dok ladniejsza
‘

weryfikacje
‘

zachodzenia hipotezy Ajzermana oraz po-
zwoli lo precyzyjniej analizować tzw. przypadki krytyczne stabilności, kiedy cze

‘́
sć li-

niowa uk ladu posiada bieguny (wartości w lasne) na osi urojonej. Niniejsza monografia
jest w ca lości poświe

‘
cona zastosowaniom metody funkcjona lu Lapunowa do analizy

stabilności uk ladu Lurie.
W opinii autora, metoda funkcjona lów Lapunowa w porównaniu z podej́sciem

poprzez opis wej́scie–wyj́scie, wykazuje pewne zalety. Oprócz, wspomnianych wyżej,
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możliwości precyzyjnej analizy przypadków krytycznych i otwartych stożków sta-
bilności, dogodniej jest otrzymać kryteria lokalnej asymptotycznej stabilności ze-
rowego punktu równowagi z oszacowaniem obszaru atrakcji. Umożliwia to np. lepsza

‘
ocene

‘
odporności uk ladu na zak lócenia. Możliwe jest też dok ladniejsze potraktowanie

zagadnienia istnienia i jednoznaczności rozwia
‘
zań analizowanego modelu, tj. rozwia

‘
za-

nia problemu dobrego postawienia modelu. Metoda
‘
relacji wej́scie–wyj́scie wydaje sie

‘
 latwiej uogólnić wyniki na modele szerszej klasy niż opisane zwyczajnymi równaniami
różniczkowymi, jednak jest to okupione, niekiedy ca lkowitym, zignorowaniem za-
gadnienia dobrego postawienia modelu. W wielu pracach z użyciem opisu wej́scie–
wyj́scie analizuje sie

‘
w istocie globalna

‘
atraktywność pocza

‘
tku uk ladu, a nie globalna

‘
asymptotyczna

‘
stabilność.

Na krajowym rynku zaznacza sie
‘

ca lkowity brak literatury ścísle prezentuja
‘
cej

podstawy i przyk ladowe zastosowania metody funkcjona lów Lapunowa do analizy
stabilności uk ladów Lurie. Monografie z teorii sterowania najcze

‘́
sciej ograniczaja

‘
sie

‘
do samej prezentacji fragmentarycznych wyników teorii, bez ukazania czytel-

nikowi narze
‘
dzi analitycznych. Prezentacja przyk ladów użycia kryteriów stabilności

ogranicza sie
‘
niekiedy do trywialnych zadań, które w żadnym stopniu nie ukazuja

‘
si ly

i zakresu stosowalności wyników. Na rynku mie
‘
dzynarodowym jest doste

‘
pnych kilka

dobrych monografii z zakresu teorii stabilności uk ladów Lurie. Jednak i w tych pozy-
cjach s laba

‘
strona

‘
jest prze lożenie wyników na konkretne przyk lady zastosowań i s laba

dyskusja zakresu stosowalności poszczególnych kryteriów, co utrudnia inżynierom au-
tomatykom zorientowanie sie

‘
co do praktycznej przydatności poszczególnych rezul-

tatów. Zamierzeniem autora by lo wype lnienie tej luki literaturowej.
W zasadzie autor zak lada znajomość u czytelnika podstaw teorii sterowania.

Wiele poje
‘
ć i wyników tej teorii jest wyjaśnionych w tekście, dzie

‘
ki czemu osoby

nie maja
‘
ce szerszego kontaktu z teoria

‘
sterowania również moga

‘
korzystać z niniejszej

ksia
‘
żki. Pocza

‘
tkowy rozdzia l przedstawia wykaz oznaczeń stosowanych w ca lej ksia

‘
żce.

Podrozdzia l 2.1 stanowi prezentacje
‘

podstaw teorii cia
‘
g lych uk ladów dynamicz-

nych. Omawia sie
‘
abstrakcyjne poje

‘
cia stabilności zbiorów. Przedstawia sie

‘
uogólnie-

nia zasady inwariantności i twierdzenia LaSalle’a, stanowia
‘
cych podstawe

‘
teoretyczna

‘
dla wyprowadzenia, w dalszych rozdzia lach, kryteriów stabilności uk ladów Lurie.
W zwarty sposób potraktowano problem generacji uk ladów dynamicznych przez
rozwia

‘
zania autonomicznych zwyczajnych równań różniczkowych, zwracaja

‘
c przy

tym uwage
‘
na kwestie

‘
efektywnej sprawdzalności za lożeń. Przedstawiono podstawowe

wyniki metody funkcjona lów Lapunowa.
W podrozdziale 2.4 dokonuje sie

‘
najpierw prezentacji postaw teorii uk ladów re-

gulacji automatycznej z uwgle
‘
dnieniem kryteriów Michaj lowa–Leonarda i Nyquista.

Naste
‘
pnie przechodzi sie

‘
do przedstawienia lematu Kalmana i jego uzupe lnień. Wyniki

te daja
‘
możliwość wyrażenia kryteriów stabilności w terminach charakterystyk cze

‘
s-

totliwościowych liniowej cze
‘́
sci uk ladu. Dalej podaje sie

‘
wersje twierdzeń Lapunowa

z podrozdzia lu 2.3, ale dla uk ladów Lurie. Szeroko potraktowano kwestie
‘
sprawdzania

za lożeń tych twierdzeń, a metode
‘

faktoryzacyjno -realizacyjna
‘

zastosowano do efek-
tywnej konstrukcji funkcjona lu Lapunowa. Rozdzia l zamyka prezentacja dwu prostych
algorytmów numerycznych weryfikacji cze

‘
stotliwościowej nierówności Popova wraz
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z ich implementacja
‘

komputerowa
‘

w środowisku obliczeniowym Matlab. W sto-
sunku do rezultatów znanych w literaturze, zwraca sie

‘
uwage

‘
na redakcje

‘
kryteriów,

także jako warunków lokalnej asymptotycznej stabilności zerowego punktu równowagi
z podaniem estymaty obszaru atrakcji. Stwarza to możliwość dwutorowego stosowa-
nia wyników: jako kryteriów absolutnej stabilności i jako metody oszacowania obszaru
atrakcji lokalnie asymptotycznie stabilnego punktu równowagi.

Szersze potraktowanie przyk ladów wykorzystania wyników jako kryteriów sta-
bilności absolutnej przynosi rozdzia l 3. Omawia sie

‘
szeroka

‘
game

‘
uk ladów trzeciego

i czwartego rze
‘
du, dokonuja

‘
c analitycznej weryfikacji nierówności cze

‘
stotliwościowej

Popova. Niektóre z omawianych przyk ladów liczbowych ilustruja
‘

najważniejsze as-
pekty hipotezy Ajzermana.

Systemy Lurie ze skończonymi obszarami atrakcji omawiane sa
‘

w rozdziale 4,
gdzie kontynuuje sie

‘
dyskusje

‘
rozmaitych aspektów hipotezy Ajzermana. Przyk lady

prostych systemów elektroenergetycznych ukazuja
‘
czytelnikowi praktyczny sens otrzy-

manych estymat obszaru atrakcji.

Estymaty obszaru atrakcji uk ladu Lurie moga
‘
być uzyskane metodami niecze

‘
sto-

tliwościowymi. Przyk lad takiego wyniku dla uk ladów Lurie z nieliniowościami wielo-
mianowymi prezentowany jest w rozdziale 5.

W rozdziale 6 omawia sie
‘
wielowymiarowe uk lady Lurie i pokazuje alternatywny

sposób wyprowadzenia równoważnych kryteriów stabilności. Celem takiego poste
‘
po-

wania jest uchwycenie roli poszczególnych za lożeń, dzie
‘
ki czemu uda lo sie

‘
odtwo-

rzyć ogólny schemat wyprowadzania kryteriów stabilności uk ladów semiliniowych.
By lo to bardzo istotne dla uogólnienia kryteriów stabilności na uk lady semiliniowe
w nieskończenie–wymiarowych przestrzeniach Hilberta. W celu uczynienia prezentacji
wyników bardziej zwarta

‘
, na pocza

‘
tku rozdzia lu przypomina sie

‘
najważniejsze wyniki

z teorii pó lgrup liniowych. Dyskutuje sie
‘

tylko klase
‘
uk ladów z ograniczonymi opera-

torami sterowania i obserwacji. Wyniki te w zasadzie nie ujmuja
‘
sterowań typu brze-

gowego i punktowych obserwacji. W konsekwencji, wielu uk ladów, które można ana-
lizować za pomoca

‘
podej́scia wej́scie–wyj́scie, nie daje sie

‘
analizować proponowanym

podej́sciem poprzez funkcjona ly Lapunowa. Z drugiej jednak strony pokazuje sie
‘
, że

dla tych uk ladów, dla których jest to możliwe, uzyskane wyniki sa
‘
cze

‘
stokroć lepsze.

Rozdzia l ten otwiera nowe perspektywy badawcze zwia
‘
zane z nierozwia

‘
zanym proble-

mem wyprowadzenia kryteriów stabilności dla uk ladów z nieograniczonymi obserwa-
cjami i sterowaniami. Sformu lowane kryteria maja

‘
abstrakcyjny charakter i dlatego

pokazano szereg przyk ladów zastosowań dla objaśnienia praktycznej implementacji
wyników teoretycznych.

Rozdzia l 7 poświe
‘
cony jest kryteriom dyssypatywności uk ladów Lurie. Anali-

zuje sie
‘

ostateczna
‘

ograniczoność rozwia
‘
zań uk ladów Lurie, tj. stabilność zbioru

typu kuli. W literaturze istnieje szereg prac stanowia
‘
cy kontynuacje

‘
tej tematyki.

Chodzi tu o różne cze
‘
stotliwościowe kryteria istnienia i stabilności rozwia

‘
zań okre-

sowych wykorzysuja
‘
ce zasade

‘
torusa [65], [98] i [99] oraz ogólniej problem oscyla-

cyjności wyj́scia uk ladu Lurie [65]. Rozdzia l ten stanowić może zatem także dogodne
wprowadzenia dla czytelnika interesuja

‘
cego sie

‘
ta
‘
problematyka

‘
.
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Dyskretne uk lady Lurie omawiane sa
‘

w rozdziale 8 stanowia
‘
cym autonomiczna

‘
ca lość. Omawia sie

‘
wielowymiarowe kwadratowe kryterium stabilności i kryterium

ko la. Wyniki ilustruje sie
‘

analiza
‘
stabilności uk ladów sterowania z modulatorem sze-

rokości impulsów. Modulatory tego typu sa
‘
stosowane np. w nape

‘
dach tyrystorowych.

Uk lady Lurie z idealnym przekaźnikiem dwupo lożeniowym sa
‘
badane w rozdzia-

le 9. Przedstawiono oryginalna
‘

teorie
‘

istnienia i jednoznaczności rozwia
‘
zań oparta

‘
na wykorzystaniu twierdzeń Crandalla–Liggetta o generacji pó lgrup nieliniowych.
Wyprowadzono także modyfikacje

‘
twierdzenia LaSalle’a. Wyniki te stanowia

‘
podstawe

‘
do uścíslenia metody Weissenbergera wyznaczania estymat obszaru atrakcji. Rozwa-
żania sa

‘
ilustrowane przyk ladem ukazuja

‘
cym perspektywy zastosowań do analizy re-

gulatorów czasowo -suboptymalnych.
Specjalnym uk ladom Lurie poświe

‘
cony jest ostatni rozdzia l monografii. Obejmuje

on trzy grupy zagadnień. Pierwsza
‘
grupe

‘
stanowia

‘
kryteria stabilności uk ladów Lurie,

których cze
‘́
sć liniowa wykazuje bezpośrednie oddzia lywanie sterowania na wyj́scie,

a nieliniowość opisuje sie
‘

operatorem wielowartościowym. Uk lady takie znajduja
‘

za-
stosowanie w analizie obwodów elektrycznych z nieliniowymi elementami aktywnymi.
Pokazano sposób redukcji szerokiej klasy tego typu uk ladów do standardowego uk ladu
Lurie. Druga

‘
grupe

‘
tematyczna

‘
stanowia

‘
kryteria stabilności uk ladów Lurie z nieli-

niowościa
‘
różniczkowalna

‘
. Przedstawiono algorytm numeryczny weryfikacji odnośnej

wersji nierówności cze
‘
stotliwościowej i jego komputerowa

‘
implementacje

‘
. Rozdzia l za-

myka trzecia grupa tematyczna, która
‘
stanowi kryterium ko la dla nieautonomicznych,

wielowymiarowych uk ladów Lurie.
Mi lym obowia

‘
zkiem autora jest wyrażenie podzie

‘
kowań mgr Aleksandrze Jakób-

czak za wspó lprace
‘

przy opracowywaniu algorytmów numerycznych i pracach edy-
torskich.

Przygotowanie niniejszej monografii by lo finansowane w ramach grantu KBN nr
8T11A02609.

Kraków, 13 czerwca 1997

Problematyka monografii by la prezentowana w ramach wyk ladu na II roku
Studium Doktoranckiego z zakresu Automatyki i Robotyki, w roku akademickim
1998/99.

Monografia by la pierwotnie z lożona do druku w Wydawnictwie PWN w 1997
roku. Pomimo jednoznacznie pozytywnej recenzji, nie zosta la wydana z powodu braku
środków finansowych. Przygotowanie aktualnej wersji dla Wydawnictw AGH by lo
finansowane w ramach badań w lasnych (umowa nr 10.10.120.190), przy wydatnym
wsparciu J.M. Rektora AGH.

Kraków, 22 lipca 1999

14



2. STABILNOŚĆ
CIA

‘
G LYCH UK LADÓW DYNAMICZNYCH

2.1. CIA
‘
G LE UK LADY DYNAMICZNE

Definicja 2.1.1. Cia
‘
g lym, lokalnym uk ladem semidynamicznym (LCSDS) na przes-

trzeni metrycznej (X, ρ) nazywamy czwórke
‘

(X, IR∗, A, π), gdzie {0} × X ⊂ A ⊂
IR∗ ×X oraz π : A ∋ (t, x) 7−→ π(t, x) ∈ X sa

‘
takie, że:

(LCSDS 1) Odwzorowanie π jest cia
‘
g le,

(LCSDS 2) π(0, x) = x dla każdego x ∈ X ,

(LCSDS 3) Niech I(·)∈X := {t ∈ IR∗ : (t, ·) ∈ A}. Jeżeli t ∈ Ix i s ∈ Iπ(t,x) to
s+ t ∈ Ix oraz π(t, π(s, x)) = π(t+ s, x) dla dowolnego x ∈ X ,

(LCSDS 4) Spe lniony jest aksjomat maksymalności: Ix = [0, ωx), ωx = sup Ix ,

(LCSDS 5) Odwzorowanie x 7−→ [0, ωx) jest pó lcia
‘
g le z do lu, tzn. dla dowolnego

cia
‘
gu zbieżnego lim

n→∞
xn = x mamy [0, ωx) ⊂ lim inf

n→∞
[0, ωxn

).

Definicja 2.1.2. Cia
‘
g lym uk ladem semidynamicznym (CSDS) na przestrzeni me-

trycznej X z metryka
‘
ρ nazywamy trójke

‘
(X, IR∗, Π), gdzie IR∗ = [0,∞), a Π jest

odwzorowaniem IR∗ ×X w X spe lniaja
‘
cym naste

‘
puja

‘
ce postulaty:

(CSDS 1) Π jest cia
‘
g le wzgle

‘
dem (t, x) (aksjomat cia

‘
g lości),

(CSDS 2) Π(0, x) = x dla każdego x ∈ X (aksjomat identyczności),

(CSDS 3) Π(t,Π(s, x)) = Π(t+ s, x) dla x ∈ X i t, s ∈ IR∗ (aksjomat pó lgrupy).

Definicja 2.1.3. Niech (X, IR∗, π) be
‘
dzie CSDS na przestrzeni metrycznej (X, ρ).

Zbiory: π(x) := {π(t, x) : t ∈ IR∗} =
⋃

t∈IR∗

π(t, x), π(A) :=
⋃

y∈A

π(y) i π(x) nazywamy

odpowiednio trajektoria
‘
punktu x, trajektoria

‘
zbioru A i pow loka

‘
punktu x. Mówimy,

że zbiór W ⊂ X jest inwariantny, jeśli π(W ) ⊂W i mocno–inwariantny jeśli π(W ) =
W . Zbiór

Λ(x) := {y ∈ X : ∃{tn}n∈IR ⊂ IR∗ : lim
n→∞

tn = ∞, lim
n→∞

ρ(π(tn, x), y) = 0}

nazywamy zbiorem granicznym punktu x.

Naste
‘
puja

‘
ce twierdzenie podaje najprostsze w lasności zbiorów granicznych [15],

[109].
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Twierdzenie 2.1.4. Niech (X, IR∗, π) be
‘
dzie CSDS na przestrzeni metrycznej (X, ρ)

oraz x ∈ X . Wtedy π(x) = π(x) ∪ Λ(x), Λ(x) = Λ(π(t, x)) dla dowolnego t ∈ IR∗,

Λ(x) =
⋂

t∈IR∗

πt(π(x)), gdzie πt oznacza odwzorowanie powstaja
‘
ce z π przez ustalenie

argumentu t, oraz Λ(x) jest zbiorem domknie
‘
tym.

Bardzo ważnym wynikiem jest kolejne twierdzenie, które podali, niezależnie od
siebie i z odmiennymi dowodami, Walker [141, Twierdzenia 4.1 i 4.2, str. 167 - 168]
i autor [44, Twierdzenie 5, str. 89].

Twierdzenie 2.1.5 (Zasada inwariantności LaSalle’a). Niech (X, IR∗, π) be
‘
dzie

CSDS na przestrzeni metrycznej (X, ρ). Przypuśćmy, że pow loka π(x) punktu x ∈ X
jest zbiorem zwartym w topologii wyznaczonej w X przez metryke

‘
ρ. Wtedy zbiór

graniczny Λ(x) punktu x jest niepusty, zwarty, spójny i lim
t→∞

ρ(π(t, x), Λ(x)) = 0.

Wie
‘
cej, jeżeli przestrzeń metryczna (X, ρ) jest zupe lna to Λ(x) jest także zbiorem

mocno–inwariantnym.

Twierdzenie 2.1.6 (Uogólnione twierdzenie LaSalle’a). Niech (X, IR∗, π) be
‘
-

dzie CSDS na przestrzeni metrycznej (X, ρ). Przypuśćmy, że Ω ⊂ X jest niepustym,
zwartym zbiorem inwariantnym. Zalóżmy, że dany jest cia

‘
g ly funkcjona l Φ : X ∋

x 7−→ Φ(x) ∈ IR, który maleje na trajektoriach (o takim funkcjonale Φ mówimy, że
jest funkcjona lem Lapunowa na zbiorze Ω),

Φ(π(t, x)) ≤ Φ(x) ∀t ∈ IR∗, ∀x ∈ Ω .

Rozważmy zbiór E := {x ∈ Ω : Φ(π(t, x)) = const ∀t ∈ IR∗}. Niech N be
‘
dzie

najwie
‘
kszym, w sensie relacji inkluzji zbiorów, zbiorem mocno–inwariantnym za-

wartym w E. Wtedy lim
t→∞

ρ(π(t, x)), N) = 0.

Powyższe twierdzenie pochodzi z pracy [44, Twierdzenie 6, str. 101 - 102].
Uogólnia ono rezultaty znane w teorii zwyczajnych równań różniczkowych [73], [55],
[16], [41] oraz funkcyjnych równań różniczkowych [56].

Przypomnijmy definicje kuli otwartej o środku w punkcie x ∈ X i promieniu
r > 0 oraz kuli otwartej o środku w zbiorze Z ⊂ X i promieniu r > 0:

K(x, r) := {y ∈ X : ρ(x, y) < r} ,

K(Z, r) := {y ∈ X : ρ(Z, y) = inf
x∈Z

ρ(x, y) < r} .

Definicja 2.1.7. Niech (X, IR∗, π) be
‘
dzie CSDS na przestrzeni metrycznej (X, ρ).

Niepusty, domknie
‘
ty zbiórM ⊂ X nazywamy stabilnym (S) jeśli dla dowolnego x ∈M

i dowolnego ε > 0 istnieje δ = δ(x, ε) > 0 taka, że π(K(x, δ)) ⊂ K(M, ε). Zbiór M
nazywamy jednostajnie stabilnym (JS) jeśli dla dowolnego ε > 0 istnieje δ = δ(ε) > 0
taka, że π(K(M, δ)) ⊂ K(M, ε).
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Oczywíscie JS zbioru M implikuje S zbioru M . Dla zwartego zbioru M oba
poje

‘
cia sa

‘
równoważne. Charakteryzacje obu poje

‘
ć w terminach funkcjona lów La-

punowa podano w [15], [109].

Definicja 2.1.8. Niech (X, IR∗, π) be
‘
dzie CSDS na przestrzeni metrycznej (X, ρ).

Obszarem atrakcji (przycia
‘
gania) niepustego, domknie

‘
tego zbioru M ⊂ X nazywamy

zbiór
A(M) := {y ∈ X : lim

t→∞
ρ(π(y, t),M) = 0} .

Jeżeli istnieje δ > 0 taka, że

lim
t→∞

ρ(π(y, t),M) = 0 ∀y ∈ K(M, δ) ,

tzn. w obszar atrakcji zbioru M można wpisać pewna
‘
kule

‘
otwarta

‘
o środku w M , to

o zbiorze M mówimy, że jest atraktorem (ATR). Zbiór M nazywamy jednostajnym
atraktorem (JATR) jeśli istnieje dodatnie α takie, że dla dowolnego ε > 0 istnieje
taki czas T = T (ε) > 0, że

ρ(π(y, t),M) < ε ∀t ≥ T, ∀y ∈ K(M,α) .

Obszar atrakcji A(M) jest zbiorem inwariantnym. Jeżeli brzeg ∂A(M) obszaru
atrakcji jest niepusty to również jest zbiorem inwariantnym.

Definicja 2.1.9. Niech (X, IR∗, π) be
‘
dzie CSDS na przestrzeni metrycznej (X, ρ).

Zbiór M ⊂ X nazywamy asymptotycznie stabilnym (AS) gdy jest JS i ATR.
Mówimy, że M jest jednostajnie asymptotycznie stabilny jeśli jest JS i JATR. Jeżeli
obszar atrakcji AS zbioru M jest równy przestrzeni X to mówimy, że M jest globalnie
asymptotycznie stabilny (GAS) i podobnie o M mówimy, że jest globalnie jednostajnie
asymptotycznie stabilny (GJAS), gdy jego obszar atrakcji jest równy X .

Oczywíscie JATR zbioru M implikuje ATR zbioru M , a sta
‘
d JAS zbioru M

implikuje jego AS. W przestrzeniach metrycznych lokalnie zwartych poje
‘
cia AS oraz

JAS zbiorów zwartych sa
‘

równoważne. Charakteryzacje AS i JAS w terminach
funkcjona lów Lapunowa można znaleźć w [15], [109]. Charakteryzacje te maja

‘
duże

znaczenie teoretyczne i poznawcze, jednak praktyka metody funkcjona lów Lapunowa
pokazuje, że cze

‘
sto lepsze efekty daje  la

‘
czenie twierdzeń charakteryzuja

‘
cych S oraz JS

z Twierdzeniami 2.1.5 i 2.1.6, które w tym przypadku s luża
‘
do oszacowania obszarów

atrakcji.

2.2. AUTONOMICZNE RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE

Lemat 2.2.1 (Hartmana). Niech Ω ⊆ IRn be
‘
dzie otwarty, a funkcja f : Ω ∋ x 7−→

f(x) ∈ IRn be
‘
dzie cia

‘
g la. Za lóżmy, że dany jest cia

‘
g {Lk}mk=1, gdzie Lk : Ω −→ IR
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jest funkcjona lem klasy C1 takim, że

L̇k(x0) = fT (x0)∇L(x0) ≤ 0 ∀x0 ∈ Πk ,

przy czym
Πk = {x : Lk(x) = 0, Lj(x) ≤ 0 dla 1 ≤ j ≤ m} .

Niech
I(x0) := {k : x0 ∈ Πk =⇒ L̇k(x0) = 0} ,

a jeśli I(x0) 6= ∅ to zak ladamy dodatkowo, że albo wektory {∇Lk(x0)}k∈I(x0) sa
‘

liniowo -niezależne, albo: Lk [x0 + hf(x0)] ≤ 0 dla k ∈ I(x0) i ma lych h > 0. Wtedy
funkcja f spe lnia warunek s labej styczności do zbioru F (warunek Nagumo [90]),

lim
h→0+

1

h
d (x+ hf(x), F ) = 0 ∀x ∈ F (2.1)

gdzie d jest metryka
‘
indukowana

‘
przez norme

‘
w IRn oraz

F := {x0 ∈ Ω : Lk(x0) ≤ 0 dla 1 ≤ k ≤ m} .

Dowód tego rezultatu można znaleźć w [58] lub [57, str. 190].

Definicja 2.2.2. Niech x ∈ F = F ⊂ IRn. Jeżeli istnieje punkt y ∈ IRn taki, że

[

Int K(y, ‖y − x‖)
]

∩ F = ∅ ,

gdzie K(u, r) ⊂ IRn oznacza kule
‘

o środku w u i promieniu r > 0, to wektor y − x
nazywamy normalnym w sensie Bony do F w punkcie x ∈ F .

Lemat 2.2.3 (Crandalla). Niech Ω ⊆ IRn be
‘
dzie otwarty, a funkcja f : Ω ∋ x 7−→

f(x) ∈ IRn be
‘
dzie cia

‘
g la. Niech F = F ⊂ Ω i ν(x) 6= ∅ dla wszystkich x ∈ F , przy

czym ν(u) oznacza zbiór wektorów normalnych w sensie Bony do F w punkcie u ∈ F .
Wtedy warunek Bony:

zTf(x) ≤ 0 ∀x ∈ F, ∀z ∈ ν(x)

implikuje warunek s labej styczności (2.1).

Rezultat powyższy pochodzi od Crandalla [30]. Za lożenie cia
‘
g lości f zapewnia,

na mocy twierdzenia Peano [57, Twierdzenie 2.1, str. 21], lokalne istnienie rozwia
‘
zania

problemu pocza
‘
tkowego

{
ẋ(t) = f [x(t)]
x(0) = x0

}

(2.2)
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2.2. AUTONOMICZNE RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE

W [58], [30] wykazano, że (2.1) jest wtedy warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, aby dla dowolnego x0 ∈ F istnia lo rozwia

‘
zanie x(·, x0) problemu (2.2), pozostaja

‘
ce

w F na swym prawym maksymalnym przedziale istnienia. Po ukazaniu sie
‘

pracy
[18], w której wykazano, że przy za lożeniu lokalnej lipschitzowskości f , dla dowol-
nego x0 ∈ F istnieje dok ladnie jedno rozwia

‘
zanie x(·, x0) problemu (2.2), pozostaja

‘
ce

w F na swym prawym maksymalnym przedziale istnienia, zacze
‘
to os labiać za lożenia,

przy których wynik ten pozostaje prawdziwy. Przypomnijmy, że f jest lokalnie lip-
schitzowska, jeśli dla każdego zwartego Ω ⊂ IRn istnieje liczba L = L(Ω) > 0 taka,
że

‖f(x1) − f(x2)‖ ≤ L ‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ Ω .

Redheffer [120] pokaza l, że wynik powyższy pozostaje prawdziwy po zasta
‘
pieniu

granicy zwyk lej w (2.1) przez granice
‘

dolna
‘

i warunku lokalnej lipschitzowskości
f przez uogólniony warunek lokalnej dyssypatywności f . Mówimy, że f spe lnia
uogólniony warunek lokalnej dyssypatywności jeśli dla dowolnego zwartego Z ⊂ IRn

istnieje funkcja jednoznaczności ρ taka, że

(x1 − x2)T [f(x1) − f(x2)] ≤ ρ (‖x1 − x2‖) ‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ Z (2.3)

Definicja 2.2.4. Funkcja rzeczywista ρ jest funkcja
‘
jednoznaczności, gdy dla dowolnej

cia
‘
g lej funkcji δ(·), δ(t) ≥ 0, δ(0) = 0 warunki







D−δ(t) = lim sup
h→0+

1

h
[δ(t) − δ(t− h)] = lim sup

h→0−

1

h
[δ(t+ h) − δ(t)] ≤ ρ[δ(t)]

D+δ(t) = lim sup
h→0+

1

h
[δ(t+ h) − δ(t)] ≤ ρ[δ(t)]







,

przy t ∈ (0, ε) i dostatecznie ma lym ε > 0, implikuja
‘
δ(t) = 0 dla t ∈ (0, ε).

Definicja 2.2.5. Funkcje
‘
rzeczywista

‘
ρ nazywamy funkcja

‘
Osgooda, gdy ρ jest cia

‘
g la,

ρ(s) ≥ 0 dla s ≥ 0 i

lim
ε→0+

∫ η

0

ds

ε+ ρ(s)
= ∞ .

Każda funkcja Osgooda jest funkcja
‘

jednoznaczności [120]. Dla funkcji Os-
gooda ρ(s) = Ls uogólniony warunek lokalnej dyssypatywności przechodzi w zwyk ly
warunek lokalnej dyssypatywności f .

Wynik Redheffera można sformu lować w postaci naste
‘
puja

‘
cego twierdzenia

o generacji LCSDS oraz CSDS przez rozwia
‘
zania autonomicznych równań różnicz-

kowych.

Twierdzenie 2.2.6. Niech F = F ⊂ Ω ⊆ IRn, gdzie Ω jest otwarty. Za lóżmy, że
funkcja f : Ω ∋ x 7−→ f(x) ∈ IRn be

‘
dzie cia

‘
g la i spe lnia warunki (2.1) z granica

‘
dolna

‘
zamiast granicy zwyk lej oraz (2.3) z pewna

‘
funkcja

‘
jednoznaczności ρ. Wtedy
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czwórka (Ω, IR∗, A, π), gdzie: A = {(T (x0), x0)}x0∈Ω, przy czym T (x0) oznacza kres
górny prawego maksymalnego przedzia lu istnienia rozwia

‘
zania x = x(·, x0) problemu

pocza
‘
tkowego (2.2) oraz π(t, x0) := x(t, x0), jest LCSDS -em na przestrzeni me-

trycznej (Ω, d|Ω). Wie
‘
cej, F jest zbiorem inwariantnym wzgle

‘
dem strumienia π tego

LCSDS, tzn. dla dowolnego x0 ∈ F mamy π(t, x0) ∈ F dla każdego t ∈ [0, T (x0)).
Wreszcie, jeżeli dla dowolnego x0 ∈ F mamy T (x0) = ∞ to trójka (F, IR∗, π) definiuje
CDSD na przestrzeni metrycznej zupe lnej (F, d|F ).

Poniższy lemat podaje warunek wystarczaja
‘
cy na to, aby T (x0) = ∞ dla dowol-

nego x0 ∈ F .

Lemat 2.2.7. Niech be
‘
da

‘
spe lnione za lożenia Twierdzenia 2.2.6. Przyjmijmy do-

datkowo, że albo F jest ograniczony, albo F jest nieograniczony, ale istnieje cia
‘
g ly,

lokalnie lipschitzowski V : Ω ∋ u 7−→ V (u) ∈ IR∗ funkcjona l o w lasnościach:

lim inf
‖x‖→∞

V (x) = ∞ ,

D+V (x) := lim sup
h→0+

1

h
[V (x + hf(x)) − V (x)] ≤ ψ[V (x)] ∀x ∈ F

gdzie ψ : IR −→ IR jest taka
‘
funkcja

‘
cia

‘
g la

‘
, że dla każdego x0 ∈ F prawe maksymalne

rozwia
‘
zanie y(·, V (x0)) problemu pocza

‘
tkowego

{
ẏ(t) = ψ[y(t)]
y(0) = V (x0)

}

jest określone na IR∗. Wtedy T (x0)) = ∞ dla dowolego x0 ∈ F oraz

V [x(t, x0)] ≤ y [t, V (x0)] ∀x0 ∈ F, ∀t ∈ IR∗ .

2.3. WARUNKI DOSTATECZNE
ASYMPTOTYCZNEJ STABILNOŚCI

Wie
‘
kszość wyników prezentowanych w niniejszej monografii be

‘
dzie dotyczy la sta-

bilności zbioru M = {0} ⊂ IRn wzgle
‘
dem CSDS, opisanego w Twierdzeniu 2.2.6,

generowanego przez rozwia
‘
zania uk ladu (2.2). W tym przypadku M jest zwarty, za-

tem poje
‘
cia S oraz JS sa

‘
sobie równoważne i przyjmuja

‘
postać klasycznej, pochodza

‘
cej

od Lapunowa, definicji stabilności zerowego punktu równowagi

∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 : ‖x0‖ < δ =⇒ ‖x(t, x0)‖ < ε ∀t ≥ 0 .

Wie
‘
cej, przestrzeń stanu jako podzbiór przestrzeni IRn jest lokalnie zwarta, a za-

tem poje
‘
cia AS oraz JAS też pokrywaja

‘
sie

‘
i sprowadzaja

‘
do klasycznej definicji
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Lapunowa asympototycznie stabilnego zerowego punktu równowagi. Zgodnie z ta
‘

definicja
‘
, zerowy punkt równowagi jest AS, gdy jest S oraz

∃ r > 0 : K(0, r) ⊂ A({0}) = {x0 ∈ IRn : lim
t→∞

x(t, x0) = 0} .

Lemat 2.3.1 (Bhatii–Szegö). Za lóżmy, że Ω jest otwartym otoczeniem 0 ∈ IRn,
a V : Ω ∋ x 7−→ V (x) ∈ IR – funkcjona lem cia

‘
g lym i takim, że V (0) = 0, V (x) > 0

dla x ∈ Ω \ {0}. Wtedy istnieje l0 > 0 takie, że dla dowolnego l ∈ (0, l0) zbiór
Ω∗

l = {x ∈ Ω : V (x) ≤ l} posiada zwarty podzbiór Ωl, otaczaja
‘
cy 0 i taki, że

Ωl ∩Ω∗
l \Ωl = ∅.

Dowód Lematu 2.3.1 można znaleźć w [15, Twierdzenie 2, str. 69].
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Rysunek2.1. Ilustracja topologicznych w lasności poziomic funkcjona lów cia
‘
g lych, dodatnio

–określonych na przyk ladzie funkcjona lu V (x1, x2) =
1

2
x2
1 +

1

2
x2
2 −

1

4
x4
1

Na rysunku 2.1 opisana w Lemacie 2.3.1 topologiczna w lasność poziomic funkcjona lów
cia

‘
g lych, dodatnio–określonych zosta la zinterpretowana na przyk ladzie funkcjona lu

V (x1, x2) =
1

2
x21 +

1

2
x22 −

1

4
x41. Dla tego funkcjona lu l0 =

1

4
.

Twierdzenie 2.3.2 (Lapunowa–LaSalle’a). Niech funkcja f : IRn −→ IRn be
‘
dzie

cia
‘
g la i na tyle regularna, że klasyczne rozwia

‘
zania uk ladu

ẋ(t) = f [x(t)] (2.4)

generuja
‘
na IRn LCSDS. Przyjmijmy, że para (V, l) jest taka, że V jest funkcjona lem

klasy C1, dodatnio–określonym na zbiorze Ω – otwartym otoczeniu 0 ∈ IRn z liczba
‘
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l0 opisana
‘
w Lemacie 2.3.1, l ∈ (0, l0) oraz

V̇ (x) = 〈∇V (x), f(x)〉 ≤ 0 ∀x ∈ Ωl ,

x ≡ 0 jest jedynym rozwia
‘
zaniem uk ladu (2.4) określonym na IR, zlokalizowanym

ca lkowicie w zbiorze

E = {x ∈ IRn : V̇ (x) = 0} ∩ Int Ωl ,

gdzie Ωl oznacza zwarty podzbiór zbioru Ω∗
l = {x ∈ Ω : V̇ (x) ≤ l}, otaczaja

‘
cy 0,

taki, że Ωl∩Ω∗
l \Ωl = ∅, V̇ oznacza pochodna

‘
funkcjona lu V wzd luż rozwia

‘
zań (2.4).

Wtedy x ≡ 0 jest AS trywialnym rozwia
‘
zaniem (2.4), a zbiór Int Ωl jest podzbiorem

obszaru atrakcji tego rozwia
‘
zania.

Dowód. Z Lematu 2.2.1 wynika inwariantność zbioru Ωl wzgle
‘
dem strumienia

LCSDS generowanego przez rozwia
‘
zania uk ladu (2.4). Teraz wobec zwartości zbioru

Ωl, trójka (Ωl, IR
∗, x(·, x0)), gdzie x(·, x0) jest rozwia

‘
zaniem (2.4) odpowiadaja

‘
cym

warunkowi pocza
‘
tkowemu x0 ∈ Ωl, definiuje CSDS. Jeżeli podstawimy X = Ωl,

Π = x(·, x0), Ω = Ωl1 (l1 < l), Φ = V w uogólnionym Twierdzeniu LaSalle’a 2.1.6,
to wobec spe lnienia za lożeń tego twierdzenia, otrzymamy

lim
t→∞

x(t, x0) = 0 ∀x0 ∈ Ωl1 ,

a sta
‘
d

lim
t→∞

x(t, x0) = 0 ∀x0 ∈
⋃

l1∈[0,l)

Ωl1 = Int Ωl .

Ponieważ w zbiór Int Ωl można wpisać otwarte otoczenie zera, wie
‘
c zbiór {0} jest

atraktorem. Ponadto z twierdzenia Lapunowa o stabilności (S) wynika, że jest to
atraktor stabilny. Zatem x ≡ 0 jest AS trywialnym rozwia

‘
zaniem (2.4). ⊓⊔

Uwaga 2.3.3 (Krasowskiego–Barbas̆ina). Jeżeli w Twierdzeniu 2.3.2 Ω = IRn

oraz l0 = ∞ to teze
‘

Twierdzenia 2.3.2 można wzmocnić naste
‘
puja

‘
co [10, Twierdze-

nie 3.4, str. 21]: x ≡ 0 jest globalnie asymptotycznie stabilnym GAS trywialnym
rozwia

‘
zaniem uk ladu (2.4).

Dowód. Z Twierdzenia 2.3.2 wynika, że dla dowolnego l > 0 zbiór Int Ωl jest obszarem
atrakcji AS rozwia

‘
zania zerowego uk ladu (2.4). Wystarczy zatem wykazać, że

⋃

l∈(0,∞)

Int Ωl = IRn (2.5)

Ponieważ l0 = ∞ w Lemacie 2.3.1, wie
‘
c wszystkie sk ladniki tej sumy sa

‘
zbiorami nie-

pustymi, a ponadto rozpatruja
‘
c te

‘
sume

‘
jako zbiór w IRn = IRn ∪ {∞} stwierdzamy,

że ∂
⋃

l∈(0,∞)

Int Ωl = {∞}. Na zbiorze {∞} mamy V = ∞ i równość (2.5) jest

konsekwencja
‘
cia

‘
g lości V . ⊓⊔
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2.4. POMOCNICZE LEMATY

Definicja 2.4.1. Para (A,B) jest sterowalna, jeśli

rank
[
B AB A2B . . . An−1B

]
= n .

Para (A,C) jest obserwowalna jeśli

rank
[
CT ATCT (AT )2CT . . . (AT )n−1CT

]
= n .

Twierdzenie 2.4.2 (O macierzowym równaniu Lapunowa). Za lóżmy, że A ∈
L(IRn). Wtedy zachodza

‘
poniższe tezy.

(i) Jeżeli istnieje G ∈ L(IRn, IRm) taka, że para (A,G) jest obserwowalna oraz
istnieje H ∈ L(IRn), H = HT > 0, spe lniaja

‘
ce macierzowe równanie Lapunowa

ATH +HA = −GTG (2.6)

to Reλ(A) < 0.

(ii) Jeżeli Reλ(A) < 0 to dla dowolnej G ∈ L(IRn, IRm) istnieje dok ladnie jedno
H ∈ L(IRn), H = HT ≥ 0, rozwia

‘
zanie równania (2.6) oraz

{x ∈ IRn : xTHx = 0} = {x ∈ IRn : GetAx = 0 ∀t ∈ IR} (2.7)

Dowód. Ad (i). Rozważmy liniowy uk lad autonomiczny ẋ(t) = Ax(t) i (dodatnio
określona

‘
) forme

‘
kwadratowa

‘
V (x) = xTHx. Ponieważ

V̇ (x) = ẋTHx+ xTHẋ = −‖Gx‖2IRm ≤ 0 ∀x ∈ IRn ,

wie
‘
c V jest funkcja

‘
Lapunowa, a ponadto

E := {x ∈ IRn : V̇ (x) = 0} = {x ∈ IRn : Gx = 0} .

Rozwia
‘
zanie zerowe jest jedynym rozwia

‘
zaniem uk ladu ẋ = Ax zawartym w zbiorze

E. Istotnie, rozwia
‘
zanie takie ma postać x(t) = etAx0, a ponieważ leży w E, wie

‘
c

mamy także: GetAx0 dla wszystkich t ∈ IR. Wyliczaja
‘
c pochodne kolejnych rze

‘
dów

od 0 do n− 1 w t = 0 dostajemy









G
GA
GA2

...
GAn−1










x0 = 0 .
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‘
G LYCH UK LADÓW DYNAMICZNYCH

Sta
‘
d, wobec obserwowalności pary (A,G) otrzymujemy x0 = 0. Na mocy Twierdzenia

2.3.2 i Uwagi 2.3.3 zerowy punkt równowagi jest GAS. Twierdzimy, że Reλ(A) < 0.
Przypuśćmy, dla dowodu nie wprost, że tak nie jest, tzn. wszystkie wartości w lasne
A leża

‘
w Π+. Niech λ be

‘
dzie wartościa

‘
w lasna

‘
A, a h odpowiadaja

‘
cym jej wektorem

w lasnym. Wtedy ‖x(t)‖ = ‖h‖ etReλ ≥ ‖h‖, co przeczy GAS.
Ad (i). Wobec Reλ(A) < 0 macierz

H =

∫ ∞

0

etA
T

GTGetAdt = HT ≥ 0 (2.8)

jest poprawnie określona. Jest ona rozwia
‘
zaniem (2.6). Istotnie,

ATH +HA =

∫ ∞

0

[

AT etA
T

GTGetA + etA
T

GTGetAA
]

dt =

=

∫ ∞

0

d

dt

[

etA
T

GTGetA
]

dt = lim
t→∞

[

etA
T

GTGetA
]

−GTG = −GTG .

Pozostaje wykazać, że jest to jedyne symetryczne, nieujemne rozwia
‘
zanie równania

(2.6). Niech H1 = HT
1 ≥ 0, H2 = HT

2 ≥ 0 be
‘
da

‘
rozwia

‘
zaniami (2.6). Wtedy ∆ =

H1 −H2 = ∆T spe lnia równanie AT∆+∆A = 0. Mnoża
‘
c to równanie z lewej strony

przez etA
T

, a z prawej strony przez etA otrzymamy

etA
T

AT∆etA + etA
T

∆AetA =
d

dt

(

etA
T

∆etA
)

= 0 .

Sta
‘
d

etA
T

∆etA = ∆ = lim
t→∞

(

etA
T

∆etA
)

= 0 ,

co oznacza, że (2.6) ma co najwyżej jedno rozwia
‘
zanie. Teraz reprezentacja (2.8)

implikuje równość (2.7). ⊓⊔

Powyższy rezultat stanowi modyfikacje
‘

wyniku klasycznego [72, str. 247], patrz
także [40]. Dowód twierdzenia bez odwo lywania sie

‘
do Twierdzenia 2.3.2 i Uwagi 2.3.3

znajduje sie
‘

w [2, Twierdzenie 3.7.3, str. 131].

Twierdzenie 2.4.3 (Kryterium Michaj lowa–Leonarda). Warunkiem dostatecz-
nym i koniecznym na to, aby wielomian W ,

W (s) = ans
n + an−1s

n−1 + an−2s
n−2 + . . . a1s+ a0, an 6= 0 ,

nie posiadaja
‘
cy zer na jIR, mia l dok ladnie m zer w Π+ jest

△ arg
ω∈(−∞,∞)

W (jω) = nπ − 2mπ

24



2.4. POMOCNICZE LEMATY

przy czym W (jω) da
‘
ży do punktu należa

‘
cego do {∞} o argumencie

nπ

2
gdy ω 7−→ ∞.

Rozważmy UAR przedstawiony na rysunku 2.2.

u y

��
��

6

-- G0(s)
0 +

−

-

Rysunek2.2. Schemat uk ladu regulacji automatycznej

Transmitancja uk ladu otwartego ma postać

G0(s) =
L(s)

skM(s)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Liczbe
‘
k nazywamy rze

‘
dem astatyzmu UAR. L(s), M(s) sa

‘
wzajemnie pierwszymi

wielomianami, M ma m pierwiastków w Π+ i nie posiada pierwiastków na jIR,

degL(s) < k+degM(s),
L(0)

M(0)
6= 0. Plotem Nyquista nazywamy plot charakterystyki

amplitudowo -fazowej G0(jω) uzupe lniony torem na {∞}, zorientowanym ujemnie,
rozpoczynaja

‘
cym sie

‘
w punkcie o argumencie

arg
L(0)

M(0)
+
kπ

2
=







kπ

2
, gdy

L(0)

M(0)
> 0

kπ

2
− π, gdy

L(0)

M(0)
< 0







i kończa
‘
cym sie

‘
w punkcie o argumencie

arg
L(0)

M(0)
− kπ

2
=







−kπ
2
, gdy

L(0)

M(0)
> 0

−kπ
2

− π, gdy
L(0)

M(0)
< 0







.

Twierdzenie 2.4.4 (Kryterium Nyquista). Przy powyższych oznaczeniach i za-
 lożeniach warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilności uk ladu zamknie

‘
tego jest,

aby:
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G LYCH UK LADÓW DYNAMICZNYCH

(i) plot Nyquista uk ladu otwartego nie przechodzi l przez punkt (−1, 0),

(ii) plot Nyquista przy zmianie pulsacji ω od −∞ do ∞ okra
‘
ży l punkt (−1, 0) m

razy w kierunku matematycznie dodatnim.

Zauważmy, że warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby wielomian L(s)+
skM(s) nie posiada l zer na jIR jest, aby plot G0(jω) nie przechodzi l przez punkt
(−1, 0). Dowody Twierdzeń 2.4.3 i 2.4.4 można znaleźć w [52].

Uwaga 2.4.5. W przypadku uk ladu z regulatorem proporcjonalnym transmitancja

otwartego UAR jest równa
KL(s)

skM(s)
, k = 0, 1, 2, . . . i jeśliK jest parametrem to użycie

standardowej wersji kryterium Nyquista prowadzi do konieczności rozpatrzenia ca lej
rodziny plotów Nyquista. Można tego unikna

‘́
c, rozważaja

‘
c tylko plot Nyquista trans-

mitancji G0(s) =
L(s)

skM(s)
, a naste

‘
pnie licza

‘
c jego obroty wzgle

‘
dem punktu (−1/K, 0),

a nie (−1, 0).

Lemat 2.4.6 (Kalmana). Za lóżmy, że A ∈ L(IRn), h, b ∈ IRn, γ ∈ IR, przy czym
Reλ(A) < 0 i para (A, b) jest sterowalna. Wtedy warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym tego, aby istnia la para (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT ≥ 0, g ∈ IRn stanowia

‘
ca

rozwia
‘
zanie uk ladu

{
ATH +HA = −ggT

Hb+ h = −√
γg

}

(2.9)

jest aby zachodzi la nierówność Kalmana

γ + 2 RehT (A− jωI)−1b ≥ 0 ∀ω ∈ IR (2.10)

Jeżeli (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT ≥ 0, g ∈ IRn jest rozwia
‘
zaniem (2.9) to obser-

wowalność pary (A, hT ) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym tego, aby H > 0.

Poniższy dowód Lematu 2.4.6 zawiera szereg uproszczeń i modyfikacji oryginal-
nego dowodu Kalmana [69].

Dowód. Konieczność. Niech (H, g), H = HT ∈ L(IRn), H ≥ 0, g ∈ IRn be
‘
dzie

rozwia
‘
zaniem (2.9). Dla wygody zapisu wprowadźmy naste

‘
puja

‘
ce oznaczenie

n(jω) := (A− jωI)−1b .

Wynikaja
‘
ca

‘
z pierwszego równania uk ladu (2.9) tożsamość

ggT = −H(A− jωI) − (A− jωI)∗H
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mnożymy lewostronnie przez n∗(jω) i prawostronnie przez n(jω) otrzymuja
‘
c

∣
∣gTn(jω)

∣
∣
2

= n∗(jω)ggTn(jω) = −n∗(jω)Hb− bTHn(jω) .

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c teraz drugie równanie uk ladu (2.9) i definicje

‘
n(jω), po kilku elemen-

tarnych przekszta lceniach, otrzymamy

∣
∣gTn(jω)

∣
∣
2

= 2
√
γRe gTn(jω) + 2 RehT (A− jωI)−1b .

Po przeniesieniu 2
√
γRe gTn(jω) na lewa

‘
strone

‘
i dodaniu do obu stron γ dostajemy

tożsamość
∣
∣gTn(jω) − γ

∣
∣
2

= γ + 2 RehT (A− jωI)−1b ,

z której wynika (2.10).
Zauważmy, że nie korzystalísmy ani ze sterowalności pary (A, b), ani z nierówności

H ≥ 0, ani ze stabilności macierzy A, a tylko z faktu, że jω 6∈ λ(A).
Dostateczność.

γ + 2 RehT (A− jωI)−1b =

= γ + hT
[

1

det(A− jωI)
adj(A+ jωI) +

1

det(A+ jωI)
adj(A− jωI)

]

b =

= γ +
det(A+ jωI)hT adj(A− jωI)b+ det(A− jωI)hT adj(A+ jωI)b

det(A2 + ω2I)
=

=
γ det(A2 + ω2I) + 2hTA adj(A2 + ω2I)b

det(A2 + ω2I)
=

θ(jω)

|ψ(jω)|2
≥ 0 ∀ω ∈ IR

(2.11)

przy czym

ψ(s) := det(A− sI), θ(s) := γ det(A2 − s2I) + 2hTA adj(A2 − s2I)b .

θ(s) jest wielomianem rzeczywistym, parzystym, tzn. θ(s) = θ(−s) dla s ∈ C, stopnia
formalnie 2n, o wioda

‘
cym wspó lczynniku (−1)nγ. Ponadto, jeśli θ(s) posiada zera

na osi urojonej to każde takie zero jest parzystej krotności. Istotnie, jeżeli 0 jest k -
krotnym zerem θ(s) to

θ(s) = skθ1(s), θ1(0) 6= 0 (2.12)

oraz, po uwzgle
‘
dnieniu (2.11),

θ(jω) = jkωkθ1(jω) ≥ IR ∀ω ∈ IR .

Hipoteza, że k jest nieparzyste może być  latwo obalona, gdyż wtedy dla utrzymania
ostatniej nierówności, θ1(jω) musi zmienić znak dla ω = 0. Oznacza to, że θ1(0) = 0,
co jest sprzeczne z (2.12). Jeżeli ±jω0 (ω0 > 0) jest k -krotnym zerem θ(s) to

θ(s) = (s2 + ω2
0)kθ1(s), θ1(−jω)θ1(jω) 6= 0 (2.13)
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oraz
θ(jω) = (ω2

0 − ω2)kθ1(jω) ∀ω ∈ IR .

Hipoteza, że k nieparzyste, może być  latwo obalona, gdyż wtedy dla utrzymania
ostatniej nierówności θ1(jω) musi zmieniać znak dla (∓ω0). Oznacza to, że θ1(−jω0) =
θ1(jω0) = 0, co jest sprzeczne z (2.13). W ten sposób pokazalísmy, że gdy θ(s) ma
zera na osi urojonej to sa

‘
one parzystej krotności.

Dzie
‘
ki w lasnościom wielomianu θ(s) możliwa jest faktoryzacja

θ(s) = φ(s)φ(−s) (2.14)

gdzie φ(s) jest tak wybranym wielomianem, że φ(s) = (−1)n
√
γsn + . . . dla γ 6= 0.

Faktoryzacja taka jest najogólniej niejednoznacza i w szczególności za φ(s) można
wzia

‘́
c

φ(s) = (−1)
N
2

√

|aN |
N
2∏

i=1

(s− si) (2.15)

gdzie N oznacza najwyższa
‘

pote
‘
ge

‘
s w wielomianie θ(s), θ(s) = aNs

N + . . ., si jest
zerem θ(s), Re si ≤ 0. Na rysunku 2.3 zilustrowano problem faktoryzacji wielomianu
θ(s) na przyk ladzie wielomianu θ(s) = −s10 + 5s8− 18s6− 30s4 + 19s2 + 25. Rysunek
lewy odpowiada faktorowi φA(s) = −s5 − 5s4 − 10s3 − 10s2 − 9s− 5 wyliczonemu ze
wzoru (2.15). Rysunek prawy odpowiada faktorowi φB(s) = −s5−3s4−2s3+2s2−s+5.
W obu przypadkach θ(s) = φA(s)φA(−s) = φB(s)φB(−s), co dowodzi, że faktoryzcja
może nie być jednoznaczna. Imtt tt t d ddiiReImtt t d dZZZZZZ������XXXXXXXX������PPPPPP�������� BBBBB

6 6��������\\\\\\\\�A(s) �A(�s) �B(�s)�B(s)t tii d- -Re�����
Rysunek2.3. Ilustracja niejednoznaczności faktoryzacji wielomianu θ(s)

Potraktujmy teraz tożsamość

√
γψ(s) − φ(s) = gT adj(A− sI)b (2.16)
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gdzie φ(s) jest ustalonym wielomianem spe lniaja
‘
cym (2.14),

(−1)nψ(s) = (−1)n det(A− sI) = sn +

n−1∑

i=0

ais
i ,

jako równanie wzgle
‘
dem g ∈ IRn. Badanie równania (2.16) jest silnie zwia

‘
zane

z analiza
‘
transmitancji uk ladu liniowego

{
ẋ = Ax+ bu
y = gTx

}

(2.17)

Jeżeli bowiem przyja
‘́
c, że wej́sciem jest u, a wyj́sciem (−y), to transmitancja (2.17)

przyjmuje postać
Gg(s) = gT (A− sI)−1b .

Wiadomo [2], że dzie
‘
ki sterowalności pary (A, b), transformacja

z = Sx, S−1 =
[
b Ab A2b . . . An−1b

]
T ,

gdzie T jest macierza
‘

Toeplitza zestawiona
‘
ze wspó lczynników wielomianu (−1)nψ(s)

T =











a1 a2 a3 . . . an−1 1
a2 a3 · . . . · 0
a3 · · . . . · 0
· · · . . . · ·

an−1 · · . . . · 0
1 0 · . . . · 0











,

jest nieosobliwa i sprowadza (2.17) do postaci
{

ż = SAS−1z + Sbu

y = gTS−1z

}

,

gdzie

SAS−1 =









0 1 0 · · · 0
· · 1 · · · 0
· · · · · · ·
0 0 0 · · · 1

−a0 −a1 · −an−2 −an−1









= F, Sb =








0
...
0
1








.

Ponieważ Gg(s) jest niezmiennicza wzgle
‘
dem tej transformacji, wie

‘
c równanie (2.16)

przyjmuje równoważna
‘
postać

√
γψ(s) − φ(s) = gTS−1 adj(F − sI)Sb = (−1)ngTS−1








−1
−s
...

−sn−1








,
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a sta
‘
d

g = (−1)n+1ST








α0

α1

...
αn−1








(2.18)

gdzie αi, i = 0, 1, . . . , n− 1 oznaczaja
‘
wspó lczynniki wielomianu

√
γψ(s) − φ(s) =

n−1∑

i=0

αis
i .

W ten sposób pokazalísmy, że dla ustalonego wielomianu φ(s) spe lniaja
‘
cego (2.14),

równanie (2.16) posiada dok ladnie jedno rozwia
‘
zanie g określone wzorem (2.18).

Wobec stabilności macierzy A, równanie Lapunowa

ATH +HA = −ggT (2.19)

posiada dok ladnie jedno rozwia
‘
zanie H = HT , H ≥ 0.

Twierdzimy, że wyznaczona wyżej para (H, g) jest rozwia
‘
zaniem uk ladu (2.9).

W tym celu należy pokazać, że para (H, g) spe lnia drugie równanie uk ladu (2.9).
Z (2.11), (2.14) i (2.16) otrzymujemy

γ + 2 RehT (A− jωI)−1b ≡
∣
∣
√
γ − gTn(jω)

∣
∣
2 ≡

≡ γ + n∗(jω)ggTn(jω) − 2
√
γ Re gTn(jω) .

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (2.19) w tej tożsamości, po elementarnych przekszta lceniach, dostaje-

my
hTn(jω) + n∗(jω)h+

√
γgTn(jω) +

√
γn∗(jω)g+

+n∗(jω)ATHn(jω) + n∗(jω)HAn(jω) ≡ 0
(2.20)

Z tożsamości
A(A− sI)−1 ≡ I + s(A− sI)−1, s 6∈ λ(A) (2.21)

wynika, że
{

n∗(jω)HAn(jω) ≡ n∗(jω)Hb+ jωbT [(A− jωI)∗]−1H(A− jωI)−1b

n∗(jω)ATHn(jω) ≡ bTHn(jω) − jωbT [(A− jωI)∗]−1H(A− jωI)−1b

}

(2.22)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (2.22) w (2.20) otrzymujemy

n∗(jω)[Hb+ h+
√
γg] + [hT +

√
γgT + bTH ]n(jω) ≡

≡ 2 Re[Hb+ h+
√
γgT ]n(jω) ≡ 0

(2.23)

Jeżeli pokażemy, że tożsamość (2.23) implikuje równość a := Hb + h +
√
γg = 0 to

tym samym wykażemy, że (H, g) spe lnia drugie równanie uk ladu (2.9). Dla dowodu
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wprowadzamy pomocnicza
‘

transmitancje
‘
Ga(s) = aT (A − sI)−1b, co umożliwia

naste
‘
puja

‘
cy zapis (2.23)

0 ≡ 2 ReGa(jω) ≡ Ga(jω) +Ga(−jω) ≡ Ba(jω)

ψ(jω)
+
Ba(−jω)

ψ(−jω)
(2.24)

gdzie

Ba(s) = aT adj(A− sI)b = [ β0 β1 . . . βn−1 ]








1
s
...

sn−1








(2.25)

Dokonuja
‘
c rozk ladów

ψ(jω) = Reψ + j Imψ, ψ(−jω) = Reψ − j Imψ

Ba(jω) = ReBa + j ImBa, Ba(−jω) = ReBa − j ImBa

otrzymujemy równoważny zapis (2.24)

ReψReBa + Imψ ImBa ≡ 0 (2.26)

Sta
‘
d, wobec (2.16) i (2.25), tożsamość (2.26) przyjmuje postać

(a0 − a2ω
2 + a4ω

4 − a6ω
6 + a8ω

8 − . . .)(β0 − β2ω
2 + β4ω

4 − β6ω
6 + β8ω

8 − . . .)+

+(a1− a3ω
3 + a5ω

5− a7ω
7 + a9ω

9− . . .)(β1−β3ω
3 +β5ω

5−β7ω
7 +β9ω

9− . . .) ≡ 0 .

Z porównania wspó lczynników przy tych samych pote
‘
gach ω2 wynika liniowy uk lad

równań

H








βn−1

βn−2

...
β0








=








0
0
...
0








,

przy czym dla nieparzystego n

H =







an−1 1 0 0 0 0 . . .
−an−3 −an−2 −an−1 −1 0 0 . . .
an−5 an−4 an−3 an−2 an−1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .







,

a dla parzystego n

H =







an−1 −1 0 0 0 0 . . .
−an−3 an−2 −an−1 1 0 0 . . .
an−5 −an−4 an−3 −an−2 an−1 −1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .







.
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Zauważmy, że macierz H powstaje z macierzy Hurwitza, dla wielomianu charak-
terystycznego macierzy A, przez przemnożenie przez (−1) co drugiej kolumny i/lub
wiersza. Sta

‘
d wobec stabilności A, detH 6= 0. W ten sposób pokazalísmy, że

[βn−1, βn−2, . . . , β1, β0] = 0T . Stosuja
‘
c do Ga(s) analogiczne wywody jak to zro-

bilísmy dla Gg(s) otrzymujemy

aT adj(A− sI)−1b = Ba(s) = aTS−1 adj(F − sI)Sb = (−1)naTS−1








−1
−s
...

−sn−1








.

Na mocy (2.25)
(−1)n+1aTS−1 = βT = 0T ,

a wie
‘
c a = 0 i dowód warunku dostatecznego jest zakończony.

Niech (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT ≥ 0 be
‘
dzie rozwia

‘
zaniem (2.9). Wobec

stabilności A i Twierdzenia 2.4.2 zastosowanego do pierwszego równania uk ladu (2.9)
dostajemy

H =

∫ ∞

0

etA
T

ggT etAdt = HT ≥ 0 .

Wprowadźmy podprzestrzenie liniowe

X1 :=
{
x ∈ IRn : xTHx = 0

}
=
{
x ∈ IRn : gT etAx ≡ 0

}
,

X2 :=
{
x ∈ IRn : hT etAx ≡ 0

}
.

Dla dowodu inkluzji
X1 ⊂ X2 (2.27)

ustalamy x1 ∈ X1 \ {0} i rozpatrujemy rozwia
‘
zanie x(t, x1) = etAx1 problemu

pocza
‘
tkowego ẋ = Ax, x(0) = x1. Ponieważ z (2.9) wynika, że pochodna formy

kwadratowej V (x) = xTHx wzd luż rozwia
‘
zania tego uk ladu ma postać V̇ (x) =

−xT ggTx, wie
‘
c rozwia

‘
zanie x(t, x1) leży w zbiorze {x ∈ IRn : V̇ (x) = 0}. Sta

‘
d

V (x1) = xT1Hx1 = 0 ≡ V [x(t, x1)] = xT1 e
tAT

HetAx1 ,

a ponieważ H ≥ 0, wie
‘
c

HetAx1 ≡ 0 (2.28)

Z drugiej strony, po prawostronnym przemnożeniu transpozycji drugiego równania
uk ladu (2.9) przez etAx1, otrzymujemy

bTHetAx1 + hT etAx1 ≡ −√
γgT etAx1 (2.29)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (2.28) w (2.29) stwierdzamy, że hT etAx1 ≡ 0, a zatem x1 ∈ X2. Dowód

inkluzji (2.27) jest zakończony.

32



2.4. POMOCNICZE LEMATY

Jeżeli para (A, hT ) jest obserwowalna to X2 = {0}, co wobec (2.27), daje X1 =
{0}, a wie

‘
c dla dowolnej pary (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT ≥ 0, g ∈ IRn stanowia

‘
cej

rozwia
‘
zanie (2.9) mamy H > 0.

Z wykazanych uprzednio w lasności podprzestrzeni X1 wynika, że każda para
(A, gT ) taka, że (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT > 0, g ∈ IRn jest rozwia

‘
zaniem

(2.9), jest obserwowalna. Przypuśćmy, że para (A, hT ) nie jest obserwowalna. Wtedy
na mocy twierdzenia Popova [128, str. 534 - 535], [40, str. 48] istnieje s0, Re s0 < 0
takie, że ψ(s0) = det(A− s0I) = hT adj(A− s0I)b = 0, ska

‘
d otrzymujemy

0 = det(A+ s0I)hT adj(A− s0I)b+ det(A− s0I)hT adj(A+ s0I)b =

= hT [(A+ s0I) adj(A2 − s20I) + (A− s0I) adj(A2 − s20I)]b = 2hTA adj(A2 − s20I) .

Zatem na mocy (2.11), θ(s0) = 0. Zgodnie z (2.14) zachodzi to gdy φ(s0) = 0 lub
φ(−s0) = 0. W pierwszym przypadku dla rozwia

‘
zania (H1, g1), H1 = HT

1 > 0 wyz-
naczonego przez zależności (2.16) i (2.19) mamy

√
γψ(s0) − φ(s0) = 0 = gT1 adj(A− s0I)b ,

co na mocy twierdzenia Popova [128, str. 534 - 535], [40, str. 48] oznacza, że (A, gT1 )
nie jest obserwowalna. W drugim przypadku zauważa sie

‘
, że jeżeli φ(s) jest dobrym

elementem faktoryzacji (2.14) to także φ1(s) = (−1)nφ(−s) jest dobrym elementem
tej faktoryzacji. W efekcie dla rozwia

‘
zania (H2, g2), H2 = HT

2 > 0 wyznaczonego
przez (2.16), z podstawieniem φ1(s) w miejsce φ(s) i (2.19) mamy

√
γψ(s0) − (−1)nφ(−s0) = 0 = gT2 adj(A− s0I)b

i para (A, gT2 ) nie jest obserwowalna. Na mocy rozumowania dowodu nie wprost usta-
lamy, że para (A, hT ) jest obserwowalna, co kończy dowód lematu. ⊓⊔

Lemat 2.4.7. Niech A ∈ L(IRn) i h, b ∈ IRn, przy czym para (A, b) jest sterowalna,
a para (A, hT ) jest obserwowalna. Wtedy, jeżeli uk lad

{
HA+ATH = 0

Hb+ h = 0

}

(2.30)

posiada rozwia
‘
zanie H ∈ L(IRn), H = HT to jest ono jedyne i nieosobliwe. Po-

nadto warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby istnia lo dok ladnie jedno

rozwia
‘
zanie H ∈ L(IRn), H = HT > 0 uk ladu (2.30) jest, aby spe lnione by ly

naste
‘
puja

‘
ce dwa warunki:

wartości w lasne A leża
‘
na osi urojonej i sa

‘
pojedyncze (2.31)

jα ∈ λ(A) =⇒ Res
s=jα

hT (A− sI)−1b > 0 (2.32)
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Dowód. Niech H1, H2 be
‘
da

‘
rozwia

‘
zaniami uk ladu (2.12). Wówczas macierz ∆H =

H1 −H2 spe lnia uk lad

{
AT∆H +∆HA = 0

∆Hb = 0

}

.

Mnoża
‘
c pierwsze z tych równań kolejno przez b, Ab, . . . , An−1b i wykorzystuja

‘
c drugie

równanie otrzymujemy

b, Ab, . . . An−1b ∈ ker∆H = {x ∈ IRn : ∆Hx = 0} .

Wobec sterowalności (A, b), ker∆H = IRn, co oznacza, żeH1 = H2. Zatem rozwia
‘
zanie

(2.30), o ile istnieje, jest jedyne.
Niech x ∈ kerH . Mnoża

‘
c prawostronnie pierwsze z równań uk ladu (2.30) kolejno

przez x, Ax, . . . , An−1x otrzymujemy:

HAx = 0, HA2x = 0, . . . , HAn−1x = 0 .

Sta
‘
d w wyniku kolejnych mnożeń drugiego równania uk ladu (2.30) lewostronnie przez

xT , xTAT , . . . , xT (AT )n−1 dostajemy

xT [ h ATh (AT )2h . . . (AT )n−1h ] = 0 .

Wobec obserwowalności (A, hT ), x = 0. Zatem kerH = {0} co oznacza, że rozwia
‘
zanie

H jest nieosobliwe.
Konieczność warunków (2.31), (2.32). Poziomice dodatnio–określonej formy kwa-

dratowej xTHx sa
‘

ograniczonymi zbiorami inwariantnymi dla rozwia
‘
zań systemu li-

niowego ẋ = Ax, z czego wynika, że wartości w lasne A leża
‘
na osi urojonej oraz maja

‘
proste dzielniki elementarne. Przypadek, gdy nie sa

‘
pojedyncze, jest nie do pogodzenia

ze sterowalnościa
‘
(A, b) i obserwowalnościa

‘
(A, hT ).

Z (2.31) wynika, że bez straty ogólności rozważań, można w dalszym cia
‘
gu przyja

‘́
c

A =





0 0 0
0 0 α
0 −α 0



 , α > 0, h =





h1
h2
h3



 , b =





b1
b2
b3



 (2.33)

przy czym ze wzgle
‘
du na sterowalność (A, b) i obserwowalność (A, hT ) mamy:

b1 6= 0, b22 + b23 6= 0, h1 6= 0, h22 + h23 6= 0 .

Wtedy to z jednej strony

hT (A− sI)−1b =
−h1b1
s

+
s(−b2h2 − b3h3) + α(b2h3 − b3h2)

s2 + α2
(2.34)

a z drugiej strony rozwia
‘
zanie uk ladu (2.30) ma postać macierzy diagonalnej
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H = diag {δ1, δ2, δ2} , δ1 > 0, δ2 > 0 ,

przy czym:
δ1b1 + h1 = 0, δ2b2 + h2 = 0, δ2b3 + h3 = 0 (2.35)

Kombinuja
‘
c (2.33) ÷ (2.35) otrzymamy zwia

‘
zki

0 > h1b1 = −Res
s=0

hT (A− sI)−1b ,

b2h3 − b3h2 = 0, b2h2 + b3h3 = −2 Res
s=jα

hT (A− sI)−1b < 0 ,

z których wynika implikacja (2.32).
Dostateczność. Z (2.33), (2.34) i rzeczywistości − Res

s=jα
hT (A− sI)−1b wynika, że

b2h3 − b3h2 = 0. W konsekwencji

RehT (A− jωI)−1b = 0 ∀ω ∈ IR, jω 6∈ λ(A) (2.36)

Z (2.31), (2.32) i (2.36) wynika na podstawie kryterium Nyquista zwia
‘
zek

Reλ(A + bhT ) < 0 ,

co wraz z obserwowalnościa
‘
pary (A, hT ) gwarantuje istnienie macierzy H ∈ L(IRn),

H = HT > 0, be
‘
da

‘
cej jedynym rozwia

‘
zaniem macierzowego równania Lapunowa

(A+ bhT )TH +H(A+ bhT ) = −2hhT .

Nietrudno zauważyć, że wobec (2.33) i zwia
‘
zku b2h3 − h2b3 = 0, rozwia

‘
zaniem tym

jest

H = HT =










−h1
b1

0 0

0 −h2
b2

0

0 0 −h2
b2










> 0 .

Teraz jednak bardzo  latwo ustalamy, używaja
‘
c jeszcze raz (2.33) i zwia

‘
zku b2h3 −

b3h2 = 0, że H spe lnia uk lad (2.30). Jest to jedyne rozwia
‘
zanie (2.30). ⊓⊔

Lemat 2.4.8. Niech A ∈ L(IRn), b, c ∈ IRn, przy czym para (A, b) jest sterowalna,
para (A, cT ) – obserwowalna, a ponadto λ(A) = {0}. Wtedy warunkiem koniecznym
i dostatecznym tego, aby istnia la dok ladnie jedna macierz H ∈ L(IRn), H = HT ≥ 0
(z dopuszczeniem H = 0) be

‘
da

‘
ca rozwia

‘
zaniem uk ladu







ATH +HA = 0

Hb+
1

2
AT c = 0






(2.37)
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jest, aby A = [0]1×1 lub A by la podobna do macierzy

[
0 1
0 0

]

∈ L(IR2) oraz

lim
s→0

s2cT (A− sI)−1b > 0 (2.38)

Dowód. Warunek dostateczny.

1◦. A = [0] ∈ L(IR), b = b1 6= 0 (ze wzgle
‘
du na sterowalność (A, b)), c = c1 6= 0

(ze wzgle
‘
du na obserwowalność (A, cT )). Wtedy H = [0] ∈ L(IR) jest jedynym

rozwia
‘
zaniem uk ladu (2.37).

2◦. A =

[
0 1
0 0

]

, b =

[
b1
b2

]

, b2 6= 0 (ze wzgle
‘
du na sterowalność (A, b)),

c =

[
c1
c2

]

, c1 6= 0 (ze wzgle
‘
du na obserwowalność (A, cT )). Wtedy H =

[
0 0

0 − c1
2b2

]

∈ L(IR2) jest jedynym rozwia
‘
zaniem uk ladu (2.37). Ponieważ

lim
s→0

s2cT (A− sI)−1b > 0 = lim
s→0

s2
[−s(b1c1 + b2c2) − b2c1

s2

]

= −b2c1 ,

wie
‘
c na mocy (2.38), b2c1 < 0 i w konsekwencji H ≥ 0.

Warunek konieczny. Dopuśćmy H = [0] ∈ L(IR). Z (2.37) wynika, że AT c = 0 co
wobec obserwowalności (A, cT ) oznacza, że A = [0]1×1. Za lóżmy, że istnieje H ∈
L(IRn), H = HT ≥ 0, H 6= 0, n ≥ 2. Ponieważ λ(A) = {0} wie

‘
c, dyskutuja

‘
c

jordanowska
‘

postać A,  latwo ustalić, że przy n ≥ 2 w lasności sterowalności pary

(A, b) i obserwowalności (A, cT ) moga
‘
zachodzić tylko dla macierzy A podobnych do

macierzy






0 1 0 . . . 0
· · · . . . 0
· · · . . . 1
0 · · . . . 0







.

Przyjmuja
‘
c za A taka

‘
w laśnie macierz, nietrudno obalić hipoteze

‘
, że n > 2, jako, że

wówczas za lożenie o istnieniu stosownej H jest sprzeczne z obserwowalnościa
‘
(A, cT ).

Pozostaje wie
‘
c tylko przypadek macierzy A podobnej do macierzy

[
0 1
0 0

]

. Przez

odwrócenie rozumowania opisanego w punkcie 2o dowodu dostateczności ustalmy, że
przypadek ten może być dopuszczony pod warunkiem (2.38). ⊓⊔
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2.5. STABILNOŚĆ PUNKTU RÓWNOWAGI
UK LADU LURIE

W niniejszym rozdziale be
‘
dziemy analizowali stabilność uk ladu Lurie







ẋ = Ax+ ub
σ = cTx
u = F (σ)






⇐⇒ ẋ = Ax+ bF (cTx) (2.39)

gdzie A ∈ L(IRn), b, c, x(t) ∈ IRn, u(t), σ(t) ∈ IR.
Uk lad (2.39) może być w szczególności interpretowany jako model matematyczny

dynamiki uk ladu sterowania przedstawionego na rysunku 2.4.

��
��

-

6

t−σ
REGULATOR

-u

OBIEKT

- -σ

−
+

0
F (σ)

{
ẋ = Ax+ bu
σ = cTx

}

Rysunek2.4. Uk lad Lurie sterowania

Z tej interpretacji wynika celowość wyodre
‘
bnienia transmitancji liniowej cze

‘́
sci uk ladu

G(s) = cT (A− sI)−1b (2.40)

Twierdzenie 2.5.1. Przypuśćmy, że para (A, cT ) jest obserwowalna. Niech k ∈ (0,∞]
be

‘
dzie takie, że:

(i) istnieja
‘
liczby σ1 ∈ (−∞, 0), σ2 ∈ (0,∞) takie, że

0 <
F (σ)

σ
< k ∀σ ∈ (σ1, σ2) \ {0}, F (0) = 0 (2.41)

F : IR −→ IR jest funkcja
‘

cia
‘
g la

‘
i na tyle regularna

‘
, że rozwia

‘
zania (2.39)

generuja
‘
LCSDS na IRn,

(ii) spe lniony jest warunek

Reλ(A+ µbcT ) < 0 ∀µ ∈ (0, k) (2.42)
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(iii) istnieje q ∈ IR takie, że
1

k
− qcT b ≥ 0 (2.43)

i uk lad rozwia
‘
zuja

‘
cych równań Lurie







ATH +HA = −ggT

Hb+
q

2
AT c+

1

2
c = −

√

1

k
− qcT bg







(2.44)

posiada rozwia
‘
zanie (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT , g ∈ IRn.

Wtedy zerowy punkt równowagi systemu (2.39) jest AS. Zbiór

ΩA =

{

x ∈ IRn : σ1 ≤ cTx ≤ σ2, x
THx+ q

∫ cTx

0

F (σ)dσ < η

}

(2.45)

gdzie

η =







min
i=1,2

(
σ2
i

cTH−1c
+ q

∫ σi

0

F (σ)dσ

)

, gdy detH 6= 0

min
i=1,2

(

q

∫ σi

0

F (σ)dσ

)

, gdy detH = 0







(2.46)

jest podzbiorem obszaru atrakcji zerowego punktu równowagi.

Dowód. Na mocy za lożeń, funkcjona l

V (x) = xTHx+ q

∫ cTx

0

F (σ)dσ

jest poprawnie określony. Wykażemy, że posiada on naste
‘
puja

‘
ce w lasności:

(a) jest klasy C1 na IRn;

(b) V̇ (x) ≤ 0 na pewnym nadzbiorze zbioru P, gdzie P = {x ∈ IRn : σ1 < cTx <
σ2};

(c) jedynym rozwia
‘
zaniem (2.39) określonym na IR i pozostaja

‘
cym w zbiorze

{x ∈ P : V̇ (x) = 0} jest x ≡ 0;

(d) jest dodatnio–określony na pewnym otwartym nadzbiorze zbioru P ;

(e) l0 ≥ η, gdzie l0 jest liczba
‘
opisana

‘
w Lemacie 2.3.1.
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Ad (a). Wobec cia
‘
g lości F to stwierdzenie jest oczywiste.

Ad (b). Po kilku elementarnych przekszta lceniach przedstawiamy V̇ (x) w postaci

V̇ (x) = −[xT , F (cTx)]






ATH +HA Hb+
q

2
AT c+

1

2
c

bTH +
q

2
cTA+

1

2
cT − 1

k
+ qcT b






[
x

F (cTx)

]

−

−F (cTx)

[

cTx− 1

k
F (cTx)

]

= −
[

gTx+

√

1

k
− qcT bF (cTx)

]2

−

−F (cTx)

[

cTx− 1

k
F (cTx)

]

≤ 0

na P (na mocy (2.41), (2.44) i cia
‘
g lości F ).

Ad (c). Niech x0 ∈ {x ∈ P : V̇ (x) = 0} = {x ∈ P : F (cTx) = 0, gTx =
0} = {x ∈ P : cTx = 0, gTx = 0} oraz x(·, x0) jest rozwia

‘
zaniem określonym na IR

i pozostaja
‘
cym w tym zbiorze. Rozwia

‘
zanie to spe lnia uk lad







ẋ = Ax
cTx = 0
gTx = 0






,

sta
‘
d cT etAx0 ≡ 0. Dzie

‘
ki obserwowalności pary (A, cT ) mamy x0 = 0 i w konsekwencji

x(t, x0) ≡ 0, co kończy dowód w lasności (c).
Ad (d). Dla F (σ) = µσ, µ ∈ (0, k) uk lad (2.39) staje sie

‘
systemem liniowym

ẋ = (A + µbcT )x, funkcjona l V staje sie
‘

forma
‘

kwadratowa
‘
o macierzy H +

µq

2
ccT ,

a w lasność (c) zachowuje swa
‘

ważność po zamianie P na IRn. Teraz z (2.42) i [10,
Twierdzenie 1.2, str. 31] wynika, że

H +
µq

2
ccT > 0 ∀µ ∈ (0, k) (2.47)

Niech x ∈ P \ {0}.

1◦. cTx = 0. Wtedy

V (x) = xTHx = xT
[

H +
µq

2
ccT
]

x > 0 .

2◦. cTx 6= 0, cTx ∈ [σ1, σ2]. Bierzemy

µ :=
2

xT ccTx

∫ cTx

0

F (σ)dσ .

Wobec (2.41) i cia
‘
g lości F otrzymujemy µ ∈ (0, k) i teraz mamy
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0 < xT

[

H +
q

2

2

xT ccTx

∫ cTx

0

F (σ)dσccT

]

x = V (x) .

Wobec cia
‘
g lości V i V (0) = 0 otrzymujemy ostatecznie (d).

Ad (e). Funkcja IR ∋ µ 7−→ λmin

(

H +
µq

2
ccT
)

jest cia
‘
g la i na mocy (2.47)

przyjmuje wartości dodatnie na (0, k), sta
‘
d H ≥ 0. Tak wie

‘
c problem minimalizacyjny

F(l) = min
cT x=l

V (x) jest poprawnie postawiony. Wykażemy, że:

F(l) =







l2

cTH−1c
+ q

∫ l

0

F (σ)dσ, gdy detH 6= 0

q

∫ l

0

F (σ)dσ, gdy detH = 0







.

Funkcjona l Lagrange’a dla sformu lowanego wyżej problemu minimalizacji ma postać

L(x, λ) = V (x) + λ(cTx− l) .

Równanie ∇L = 0, wynikaja
‘
ce z metody mnożników Lagrange’a, przyjmuje postać

[
2H c
cT 0

] [
x
λ

]

=

[
−qF (l)c

l

]

(2.48)

1◦. detH = 0. Ponieważ det

[
2H 0
cT l

]

= l det(2H) = 0, wie
‘
c wektor

[
0
l

]

tworzy

z kolumnami macierzy

[
2H
cT

]

uk lad liniowo–zależny, sta
‘
d rank

[
2H 0
cT l

]

=

rank

[
2H
cT

]

i z twierdzenia Kroneckera–Capelliego wynika, że uk lad równań
[

2H
cT

]

x =

[
0
l

]

posiada rozwia
‘
zanie (niekoniecznie jedyne) x∗.  Latwo teraz

stwierdzić, że wektor

[
x∗

−qF (l)

]

jest rozwia
‘
zaniem (2.48). Sta

‘
d

F(l) = V (x∗) = (x∗)THx∗ + q

∫ l

0

F (σ)dσ = q

∫ l

0

F (σ)dσ .

2◦. detH 6= 0. Ponieważ

det

[
2H c
cT 0

] [
x
λ

]

= −2n−1(detH)cTH−1c ,

wie
‘
c macierz uk ladu (2.48) jest nieosobliwa i uk lad (2.48) posiada dok ladnie

jedno rozwia
‘
zanie

[
x∗

λ∗

]

. Ze wzorów Cramera
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λ∗ =

det

[
2H −qF (l)c
cT l

]

det

[
2H c
cT 0

] = −2l+ qF (l)cTH−1c

cTH−1c
.

Wstawiaja
‘
c λ∗ do (2.48) otrzymujemy

Hx∗ = −λ
∗

2
c− q

2
F (l)c =

l

cTH−1c
c ,

ska
‘
d

F(l) =
l2

cTH−1c
+ q

∫ l

0

F (σ)dσ .

Z postaci V i (d) wynika, że roz la
‘
czne podzbiory przekroju {x ∈ Ω : V (x) = C1}

musza
‘

dać sie
‘

oddzielić hiperp laszczyzna
‘

postaci cTx = C2 6= 0. Liczba l0 opisane
w Lemacie 2.3.1 jest wie

‘
c zwia

‘
zana z monotonicznymi w lasnościami funkcji F . Wobec

cia
‘
g lości F jest to funkcja klasy C1. Z (2.41) wynika, że

dF
dl

> 0 dla l ∈ (0, σ2) oraz

dF
dl

< 0 dla l ∈ (σ1, 0). Z tego wzgle
‘
du l0 ≥ η = min

i=1,2
F(σ).

Z Twierdzenia 2.3.2, którego za lożenia sa
‘

spe lnione na mocy (a) ÷ (e) wynika,
że x ≡ 0 jest AS trywialnym rozwia

‘
zaniem uk ladu (2.39), a zbiór {x ∈ IRn : σ1 ≤

cTx ≤ σ2, V (x) < l} jest podzbiorem obszaru atrakcji tego rozwia
‘
zania, l – dowolna

liczba z przedzia lu (0, η). Po mnogościowym zsumowaniu tych zbiorów po l ∈ (0, η)
otrzymamy teze

‘
Twierdzenia 2.5.1. ⊓⊔

Dowodzone poniżej Twierdzenie 2.5.2 ujmuje zdegenerowany przypadek Twier-
dzenia 2.5.1, odpowiadaja

‘
cy k = ∞, q → ∞.

Twierdzenie 2.5.2. Niech para (A, b) be
‘
dzie sterowalna, a para (A, cT ) – obser-

wowalna. Przyjmijmy, że:

(i) spe lnione sa
‘
warunki

Reλ(A+ µbcT ) < 0 ∀µ > 0 (2.49)

cT b ≤ 0 (2.50)

(ii) uk lad rozwia
‘
zuja

‘
cych równań Lurie







ATH +HA = −ggT

Hb+
1

2
AT c = −

√
−cT bg






(2.51)

posiada rozwia
‘
zanie (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT , g ∈ IRn,

g 6= 0, gdy cT b = 0 (2.52)
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(iii) istnieja
‘
liczby σ1 ∈ (−∞, 0), σ2 ∈ (0,∞) takie, że

σF (σ) > 0 ∀σ ∈ (σ1, σ2) \ {0}, F (0) = 0 (2.53)

F : IR −→ IR jest funkcja
‘

cia
‘
g la

‘
i taka

‘
, że rozwia

‘
zania uk ladu (2.39) generuja

‘
LCSDS na IRn.

Wtedy zerowy punkt równowagi uk ladu (2.39) jest AS. Zbiór

ΩA =

{

x ∈ IRn : σ1 ≤ cTx ≤ σ2, x
THx+

∫ cTx

0

F (σ)dσ < η

}

(2.54)

gdzie

η =







min
σ=1,2

(
σ2
i

cTH−1c
+

∫ σi

0

F (σ)dσ

)

, gdy detH 6= 0

min
σ=1,2

(∫ σi

0

F (σ)dσ

)

, gdy detH = 0







(2.55)

jest podzbiorem obszarem atrakcji zerowego punktu równowagi.

Dowód. Wobec za lożeń, funkcjona l

V (x) := xTHx+

∫ cT x

0

F (σ)dσ

jest poprawnie określony. Wykażemy, że posiada on naste
‘
puja

‘
ce w lasności:

(a) jest klasy C1 na IRn;

(b) V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ IRn;

(c) jedynym rozwia
‘
zaniem określonym na IR, ograniczonym i zlokalizowanym

w zbiorze {x ∈ P : V̇ (x) = 0}, gdzie P = {x ∈ IRn : σ1 < cTx < σ2}
jest trywialne rozwia

‘
zanie zerowe uk ladu (2.39);

(d) V jest dodatnio–określony na P ;

(e) l0 ≥ η, gdzie l0 – liczba zdefiniowana w Lemacie 2.3.1.

Ad (a). Fakt ten jest oczywisty.
Ad (b). Po kilku elementarnych przekszta lceniach, dzie

‘
ki (2.51), mamy

V̇ (x) = −[xT , F (cTx)]






ATH +HA Hb+
1

2
AT c

bTH +
1

2
cTA cT b






[

x

F (cTx)

]

=

= −
[

gTx+
√
−cT bF (cTx)

]2

≤ 0 ∀x ∈ IRn .

42
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Ad (c). Niech x0 ∈ {x ∈ P : V̇ (x) = 0} = {x ∈ P : gTx +
√
−cT bF (cTx) = 0}

oraz x(·, x0) rozwia
‘
zanie określone na IR, ograniczone i pozostaja

‘
ce w tym zbiorze.

1◦. cT b = 0. Wtedy x0 ∈ {x ∈ P : V̇ (x) = 0} = {x ∈ P : gTx = 0} i rozwia
‘
zanie

x(·, x0) musi spe lniać uk lad

{
ẋ = Ax+ bF (cTx)

gTx ≡ 0

}

,

sta
‘
d gTAx+ gT bF (cTx) ≡ 0. Możliwe sa

‘
dwa przypadki – albo

{
gT b = 0

gTAx ≡ 0

}

,

albo 





gT b 6= 0

F (cTx) = −g
TAx

gT b






.

W przypadku drugim x(·, x0) spe lnia uk lad liniowy

ẋ =

[

A− 1

gT b
bgTA

]

x .

Pierwszy przypadek prowadzi do uk ladu

{

gT b = 0

gTA2x+ gTAbF (cTx) ≡ 0

}

.

Znowu możliwe sa
‘
dwa przypadki – albo

{

gT b = gTAb = 0

gTA2x ≡ 0

}

,

albo 





gT b = 0, gTAb 6= 0

F (cTx) ≡ −g
TA2x

gTAb







.

W przypadku drugim x(·, x0) spe lnia uk lad liniowy

ẋ =

[

A− 1

gTAb
bgTA2

]

x .

Pierwszy przypadek prowadzi do uk ladu
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{

gT b = gTAb = 0

gTA3x+ gTA2bF (cTx) ≡ 0

}

.

Znowu możliwe sa
‘
dwa przypadki – albo

{

gT b = gTAb = gTA2b = 0

gTA3x ≡ 0

}

,

albo 





gT b = gTAb = 0, gTA2g 6= 0

F (cTx) = −g
TA3x

gTA2b







.

Druga z tych możliwości prowadzi do uk ladu liniowego

ẋ =

[

A− 1

gTA2b
bgTA3

]

x ,

a pierwsza do uk ladu

{

gT b = gTAb = gTA2b = 0

gTA4x+ gTA3bF (cTx) = 0

}

.

Przeprowadzona wyżej dyskusja może być kontunuowana – w n -tym kroku
otrzymamy alternatywe

‘

{

gT b = gTAb = gTA2b = . . . = gTAn−1b = 0

gTAnx ≡ 0

}

lub






gT b = 0 = gTAb = . . . = gTAn−2b, gTAn−1b 6= 0

F (cTx) = − gTAnx

gTAn−1b







.

W przypadku pierwszym mamy

gT
[
b, Ab,A2b, . . . , An−1b

]
= 0T ,

ska
‘
d wobec za lożonej sterowalności pary (A, b) otrzymujemy g = 0, co jest

sprzeczne z warunkiem (2.52). Zachodzi zatem druga możliwość, co oznacza, że
x(·, x0) spe lnia uk lad liniowy

ẋ =

[

A− 1

gTAn−1b
bgTAn

]

x .
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2.5. STABILNOŚĆ PUNKTU RÓWNOWAGI UK LADU LURIE

Reasumuja
‘
c przeprowadzona

‘
w punkcie 1o dyskusje

‘
stwierdzamy, że istnieje

k ∈ {1, 2, . . . , n} takie, że x(·, x0) spe lnia uk lad liniowy

ẋ =

[

A− 1

gTAk−1b
bgTAk

]

x (2.56)

2◦. cT b 6= 0. Wtedy {x ∈ P : V̇ (x) = 0} =

{

x ∈ P : F (cTx) = − gTx√
−cT b

}

.

Rozwia
‘
zanie x(·, x0) musi wie

‘
c spe lniać uk lad liniowy

ẋ =

[

A− 1√
−cT b

bgT
]

x (2.57)

Ponieważ za lożono, że rozwia
‘
zanie x(·, x0) ma być określone na IR i ograniczone, wie

‘
c

jest ono rozwia
‘
zaniem prawie–okresowym uk ladu (2.56), gdy cT b = 0 lub uk ladu

(2.57), gdy cT b 6= 0, a wie
‘
c ma postać

x(t, x0) =

N∑

k=−N

ejωktvk (2.58)

gdzie vk = v−k oznacza wektor w lasny macierzy stanu uk ladu (2.56) lub (2.57),
w zależności od wartości cT b, odpowiadaja

‘
cy wartości w lasnej jωk, ω−k = −ωk. Pod-

stawa
‘
do otrzymania (2.56) i (2.57) by lo zauważenie, że F (cTx(t, x0)) tworzy liniowa

‘
kombinacje

‘
sk ladowych wektora x(t, x0), a zatem

F (cTx(t, x0)) =

N∑

k=−N

ake
jωkt, ak = a−k (2.59)

Wstawiaja
‘
c wyrażenia (2.58), (2.59) do uk ladu (2.39) i przyrównuja

‘
c do siebie wspó l-

czynniki stoja
‘
ce przy ejωkt w lewej i prawej stronie, otrzymamy równanie

(jωkI −A)vk = akb ∀k (2.60)

Z w lasności funkcji prawie–okresowych [71, str. 25 - 30], faktu, że x(·, x0) jest zlokali-
zowane w P i (2.53) wynika nierówność

0 ≤ lim
T→∞

1

T

∫ T

0

cTx(t, x0)F [cTx(t, x0)]dt =

N∑

k=−N

cT vkak (2.61)

przy czym równość ma miejsce tylko wtedy, gdy cTx(t, x0) ≡ 0, równoważnie, ak = 0
dla dowolnego k. Przypuśćmy, że

K := {k : ak 6= 0} 6= ∅ (2.62)
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Ten zbiór indeksów musi mieć naste
‘
puja

‘
ca

‘
w lasność

∀k ∈ K : jωk 6∈ λ(A) (2.63)

Istotnie, w przeciwnym wypadku istnia loby k0 ∈ K takie, że

det(A− jωk0I) = 0, cT adj(A− jωk0I)b = 0 ,

przy czym ostatnia
‘

równość otrzymujemy przez lewostronne przemnożenie (2.60)

przez cT adj(A− jωk0I). Oznacza to, że (s− jωk0) jest wspólnym czynnikiem licznika
i mianownika transmitancji G(s), co, na podstawie twierdzenia Popova [128, str. 534
- 535], [40, str. 48], daje sprzeczność z obserwowalnościa

‘
i sterowalnościa

‘
. Z (2.63)

i (2.60) otrzymujemy cT vk = −akG(jωk) dla wszystkich k ∈ K. Podstawiaja
‘
c te

‘
zależność do (2.61) otrzymamy nierówność

0 < −
N∑

k=−N

|ak|2G(jωk) .

Z tej nierówności wynika naste
‘
puja

‘
cy fakt

∃ k∗ ∈ K : ReG(jωk∗) < 0 (2.64)

Z drugiej strony z (2.49) wynika, na podstawie kryterium Nyquista, zastosowanego do
uk ladu liniowego powstaja

‘
cego z (2.39) przez podstawienie F (cTx) = µcTx, µ > 0, że

{G(jω) ∈ C : ω ∈ [0,∞)} ∩ (−∞, 0) = ∅ (2.65)

Jeżeli k∗ = 0, równoważnie, ωk∗ = 0 to na mocy (2.63): 0 /∈ λ(A). Zatem A jest
odwracalna i z (2.64) otrzymujemy

G(0) = cTA−1b = ReG(0) < 0 ,

co jest sprzeczne z (2.65).
Jeżeli k∗ 6= 0, równoważnie, ωk∗ 6= 0 to odwo lujemy sie

‘
do tożsamości

det(A+ bdT − sI) = det(A− sI)
[
1 + dT (A− sI)−1b

]
, d ∈ IRn .

Podstawiaja
‘
c w tej tożsamości s = jωk∗ oraz

d =







− 1√
−cT b

g, gdy cT b 6= 0

− 1

gTAk−1b
(Ak)T g, k ∈ {1, 2, . . . n}, gdy cT b = 0







i uwzgle
‘
dniaja

‘
c (2.63) otrzymamy
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{ √
−cT b− gT (A− jωk∗I)−1b = 0, gdy cT b 6= 0

gTAk−1b− gTAk(A− jωk∗I)−1b = 0, k ∈ {1, 2, . . . n}, gdy cT b = 0

}

.

W drugim przypadku kolejne użycia tożsamości (2.21) i równości gT b = gTAb = . . . =
gTAk−2b = 0 daja

‘

(jωk∗)kgT (A− jωk∗I)−1b = 0 .

Zatem w obu przypadkach mamy

√

−cT b− gT (A− jωk∗I)−1b = 0 .

Wykorzystuja
‘
c rozumowanie użyte w dowodzie lematu Kalmana dla wykazania, że

nierówność (2.10) jest konieczna dla rozwia
‘
zalności systemu (2.9) z podstawieniem

γ = −cT b, h =
1

2
AT c, otrzymamy

√

−cT b + Re cTA(A− jωk∗I)−1b = 0 .

Kolejne użycie tożsamości (2.21) oraz uwzgle
‘
dnienie wzoru (2.40) daje

Re jωk∗G(jωk∗) = −ωk∗ ImG(jωk∗) = 0 ,

a ponieważ ωk∗ 6= 0 wie
‘
c pokazalísmy, że

ReG(jωk∗) < 0, ImG(jωk∗) = 0 ,

co jest sprzeczne z (2.65). Na mocy rozumowania dowodowego nie wprost, wnosimy,
że nieprawda

‘
jest, że zachodzi (2.62). Tak wie

‘
c ak = 0 dla dowolnego k, równoważnie,

cTx(t, x0) ≡ 0. Rozwia
‘
zanie x(·, x0) musi wie

‘
c spe lniać uk lad

{
ẋ = Ax

cTx = 0

}

,

ska
‘
d otrzymujemy cT etAx0 ≡ 0. Wobec za lożenia obserwowalności jest to możliwe

tylko wtedy, gdy x0 = 0, co z kolei daje x(t, x0) ≡ 0, a wie
‘
c ma miejsce w lasność (c).

Ad (d). Pokażemy najpierw, że

H +
µ

2
ccT > 0 ∀µ > 0 (2.66)

Wprowadźmy naste
‘
puja

‘
ce oznaczenie Aµ := A + µbcT , µ > 0. Z za lożenia obser-

wowalności pary (A, cT ) wynika [2, Twierdzenie 3.3.7, str. 91] obserwowalność pary
(Aµ, c

T ), a ponieważ detAµ 6= 0 (wniosek z (2.49)) wie
‘
c także

para (Aµ, c
TAµ) jest obserwowalna (2.67)

Zauważmy, że para (H +
µ

2
ccT , g + µ

√

−cT bc) jest rozwia
‘
zaniem uk ladu równań
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AT
µX +XAµ = −hhT

Xb+
1

2
AT

µ c = −
√
−cT bh







wzgle
‘
dem (X,h), X = XT i przy tym na podstawie (2.49) i znanych w lasności macie-

rzowego równania Lapunowa H +
µ

2
ccT ≥ 0 (µ > 0). Z (2.67) i Lematu 2.4.6 wynika

teraz (2.66).

Niech x ∈ P \ {0}.

1◦. cTx = 0. V (x) = xTHx = xT
[

H +
µ

2
ccT
]

x > 0.

2◦. cTx 6= 0, cTx ∈ [σ1, σ2]. Bierzemy

µ :=
2

xT ccTx

∫ cT x

0

F (σ)dσ

i wobec cia
‘
g lości F oraz (2.53) mamy µ > 0. Teraz

0 < xT
[

H +
µ

2
ccTx

]

x = xTHx+
2

xT ccTx
xT ccTx

∫ cTx

0

F (σ)dσ = V (x) .

Korzystaja
‘
c z cia

‘
g lości V i równości V (0) = 0 otrzymamy (d).

Ad (e). Powtarzamy dowód w lasności (e) wypisanej w dowodzie Twierdzenia
2.5.1, z podstawieniem q = 1.

Z Twierdzenia 2.3.2, którego za lożenia sa
‘
spe lnione, na mocy (a) ÷ (e) wynika,

że x ≡ 0 jest AS trywialnym rozwia
‘
zaniem uk ladu (2.39), a zbiór {x ∈ IRn : σ1 ≤

cTx ≤ σ2, V (x) < l} jest podzbiorem obszaru atrakcji tego rozwia
‘
zania, l jest dowolna

‘
liczba

‘
z przedzia lu (0, η). Po mnogościowym zsumowaniu tych zbiorów po l ∈ (0, η)

otrzymamy teze
‘

Twierdzenia 2.5.2. ⊓⊔

Wzmacniaja
‘
c Warunki (2.41) i (2.53) można Twierdzenia 2.5.1 i 2.5.2 prze-

kszta lcić w warunki wystarczaja
‘
ce GAS stabilności rozwia

‘
zania zerowego. Stanowi

to treść dwu kolejnych twierdzeń.

Twierdzenie 2.5.3. Przypuśćmy, że para (A, cT ) jest obserwowalna. Niech k ∈ (0,∞]
be

‘
dzie takie, że:

(i)

0 <
F (σ)

σ
< k ∀σ 6= 0, F (0) = 0 (2.68)

F : IR −→ IR jest funkcja
‘

cia
‘
g la

‘
i na tyle regularna

‘
, że rozwia

‘
zania (2.39)

generuja
‘
LCSDS na IRn,

(ii) spe lniony jest warunek (2.42),
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(iii) istnieje q ∈ IR takie, że (2.43) zachodzi i uk lad rozwia
‘
zuja

‘
cych równań Lurie

(2.44) posiada rozwia
‘
zanie (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT , g ∈ IRn,

(iv) zachodza
‘
implikacje:

q < 0, det
(

H +
kq

2
ccT
)

= 0 =⇒ lim
|σ|→∞

[
σ2

cTH−1c
+ q

∫ σ

0

f(ξ)dξ

]

= ∞ (2.69)

q > 0, detH = 0 =⇒ lim
|σ|→∞

∫ σ

0

F (ξ)dξ = ∞ (2.70)

Wtedy zerowy punkt równowagi systemu (2.39) jest GAS.

Dowód. Funkcjona l

V (x) = xTHx+ q

∫ cTx

0

F (σ)dσ

jest poprawnie określony. Wykażemy, że posiada on naste
‘
puja

‘
ce w lasności:

(a) jest klasy C1 na IRn,

(b) V̇ (x) ≤ 0 na IRn,

(c) jedynym rozwia
‘
zaniem (2.39) określonym na IR i pozostaja

‘
cym w zbiorze

{x ∈ IRn : V̇ (x) = 0} jest x ≡ 0,

(d) jest dodatnio–określony na IRn,

(e) l0 = ∞, l0 – liczba zdefiniowana w Lemacie 2.3.1.

Dowody pierwszych czterech z tych w lasności nie różnia
‘
sie

‘
niczym od dowodów

analogicznych w lasności w Twierdzeniu 2.5.1, z podstawieniem σ1 = −∞, σ2 = ∞,
P = IRn = P.

Ad (e).

1◦. q < 0. Zauważmy, że musi być k <∞. Istotnie, gdyby k = ∞ to biora
‘
c F (σ) =

σ3 i analizuja
‘
c V (x) na kierunku wektora c  latwo dochodzimy do sprzeczności

z w lasnościa
‘

(d). W dowodzie w lasności (d) otrzymuje sie
‘

(porównaj dowód
Twierdzenia 2.5.1)

H +
qµ

2
ccT > 0 ∀µ ∈ (0, k) (2.71)

ska
‘
d

H +
kq

2
ccT ≥ 0 (2.72)

Jeśli det
(

H+
kq

2
ccT
)

6= 0, to na mocy (2.72), H+
kq

2
ccT > 0. Z drugiej strony,

dzie
‘
ki (2.68)
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V (x) = xTHx+ q

∫ cTx

0

F (σ)dσ ≥ xT
[

H +
kq

2
ccT
]

x

wie
‘
c l0 = ∞ na mocy rezultatu [44, Twierdzenie 1, str. 150]. Jeżeli

det
(

H +
kq

2
ccT
)

= 0

to dla funkcji F(l) opisanej w dowodzenie Twierdzenia 2.5.1 mamy na mocy
(2.69) lim

|l|→∞
F(l) = ∞, ska

‘
d wobec definicji i w lasności F(l) otrzymujemy l0 =

∞ (z (2.72) wynika, że H > 0).

2◦. q = 0. Wtedy V (x) = xTHx > 0 dla wszystkich x 6= 0, wie
‘
c l0 = ∞.

3◦. q > 0. Z (2.71) wynika, że H ≥ 0. Jeżeli detH 6= 0 to

V (x) = xTHx+ q

∫ cTx

0

F (σ)dσ ≥ xTHx ,

a zatem l0 = ∞ na mocy rezultatu [44, Twierdzenie 1, str. 150]. Jeśli detH = 0
to dla funkcji F(l) opisanej w dowodzie Twierdzenia 2.5.1 mamy, na mocy (2.70)
lim

|l|→∞
F(l) = ∞.

Sta
‘
d wobec definicji i w lasności F mamy: l0 = ∞. Z Uwagi 2.3.3, której za lożenia sa

‘
spe lnione na mocy (a) ÷ (e), wynika teza Twierdzenia 2.5.3. ⊓⊔

Przy weryfikacji implikacji (2.69) użyteczne sa
‘
warunki dostateczne zachodzenia

nierówności det
(

H +
kq

2
ccT
)

6= 0 przy q < 0. Niech Ak := A+ kbcT . Jeżeli wszystkie

rozwia
‘
zania (X,h), X ∈ L(IRn), X = XT , h ∈ IRn uk ladu







AT
kX +XAk = −hhT

Xb+
q

2
AT

k c−
1

2
c = −

√

1

k
− qcT bh







(2.73)

spe lniaja
‘
warunek X > 0, to H+

kq

2
ccT > 0, bo para

(

H+
kq

2
ccT , g+k

√

1

k
− qcT bc

)

jest rozwia
‘
zaniem systemu (2.73).

Uwaga 2.5.4. Jeżeli para (A, b) jest sterowalna oraz

Reλ(A + kbcT ) < 0,
1

q
/∈ λ(A+ kbcT )

to implikacja (2.69) jest pusto spe lniona (wtedy H +
kq

2
ccT > 0).
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2.5. STABILNOŚĆ PUNKTU RÓWNOWAGI UK LADU LURIE

Dowód. Ze sterowalności pary (A, b) wynika, na podstawie rezultatu [2, Twierdze-
nie 3.3.2, str. 85], sterowalność pary (Ak, b), Ak = A + kbcT . Wobec Reλ(Ak) < 0,

obserwowalność pary (Ak,
q

2
cTAk − 1

2
cT ) jest, na mocy Lematu 2.4.6, warunkiem

koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby wszystkie rozwia

‘
zania (2.73) by ly takie, że

X > 0. To jednak zachodzi dzie
‘
ki za lożeniu

1

q
/∈ λ(Ak). Poprzednio już zauważylísmy,

że powyższe fakty implikuja
‘
dodatnia

‘
–określoność macierzy H +

kq

2
ccT . ⊓⊔

Twierdzenie 2.5.5. Niech para (A, b) be
‘
dzie sterowalna, a para (A, cT ) – obser-

wowalna. Przyjmijmy, że:

(i) spe lnione sa
‘
warunki (2.49), (2.50),

(ii) uk lad rozwia
‘
zuja

‘
cych równań Lurie (2.51) posiada rozwia

‘
zanie (H, g), H ∈

L(IRn), H = HT , g ∈ IRn spe lniaja
‘
ce warunek (2.52),

(iii) funkcja F : IR −→ IR jest cia
‘
g la i na tyle regularna, że rozwia

‘
zania systemu

(2.39) generuja
‘
LCSDS na IRn oraz

0 < σF (σ) ∀σ 6= 0, F (0) = 0 ,

(iv) zachodzi implikacja

detH = 0 =⇒ lim
|σ|→∞

∫ σ

0

F (ξ)dξ = ∞ (2.74)

Wtedy zerowy punkt równowagi uk ladu (2.39) jest GAS.

Dowód. Funkcjona l

V (x) = xTHx+

∫ cT x

0

F (σ)dσ

jest na mocy za lożeń poprawnie określony. Posiada on naste
‘
puja

‘
ce w lasności:

(a) jest klasy C1 na IRn,

(b) V̇ (x) ≤ 0 na IRn,

(c) dla dowolnych σ1 < 0, σ2 < 0 jedynym rozwia
‘
zaniem (2.39) określonym na IR,

ograniczonym i zlokalizowanym w zbiorze {x ∈ IRn : σ1 < cTx < σ2, V̇ (x) = 0}
jest x ≡ 0,

(d) V jest dodatnio–określony na IRn,

(e) l0 = ∞, gdzie l0 jest liczba
‘
opisana

‘
w Lemacie 2.3.1.
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Uwzgle
‘
dniaja

‘
c, że zamiast (2.53) zachodzi (2.63), dowody w lasności (a) ÷ (d)

podanych w dowodzie Twierdzenia 2.5.2 staja
‘
sie

‘
dowodami w lasności (a) ÷ (d).

Ad (e). W dowodzie (d) wykazuje sie
‘
, że H +

µ

2
ccT > 0 dla wszystkich µ > 0,

ska
‘
d H ≥ 0.

1◦. detH 6= 0. Wtedy H > 0, V (x) ≥ xTHx i mamy l0 = ∞.

2◦. detH = 0. Wtedy dla funkcji F(l) opisanej w Twierdzeniu 2.5.1 (z q = 1)
mamy na mocy (2.74): lim

|σ|→∞
F(σ) = ∞, co zgodnie z definicja

‘
i w lasnościami

F oznacza, że l0 = ∞.

Z Uwagi 2.3.3, której za lożenia sa
‘

spe lnione dzie
‘
ki w lasnościom (a) ÷ (e), wynika

teza Twierdzenia 2.5.5. ⊓⊔

Cytowane niżej twierdzenie jest uogólnieniem Twierdzeń 2.5.1, 2.5.3 w innym
kierunku niż Twierdzenia 2.5.2 i 2.5.5.

Twierdzenie 2.5.6. Niech k ∈ (0,∞] be
‘
dzie takie, że:

(i) istnieja
‘
σ1 ∈ (−∞, 0), σ2 ∈ (0,∞) takie, że

0 ≤ F (σ)

σ
< k ∀σ ∈ (σ1, σ2) \ {0}, F (0) = 0 (2.75)

F : IR −→ IR jest funkcja
‘

cia
‘
g la

‘
i na tyle regularna

‘
, że rozwia

‘
zania uk ladu

(2.39) generuja
‘
LCSDS na IRn,

(ii) spe lniony jest warunek

Reλ(A + µbcT ) < 0 ∀µ ∈ [0, k) (2.76)

(iii) istnieje q ∈ IR takie, że (2.43) zachodzi i uk lad rozwia
‘
zuja

‘
cych równań Lurie

(2.44) posiada rozwia
‘
zanie (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT > 0, g ∈ IRn.

Wtedy zerowy punkt równowagi uk ladu (2.39) jest AS. Zbiór

ΩA =

{

x ∈ IRn : σ1 ≤ cTx ≤ σ2, x
THx+ q

∫ cTx

0

F (σ)dσ <

< min
i=1,2

[
σ2
i

cTH−1c
+ q

∫ σi

0

F (σ)dσ

]}

jest podzbiorem obszaru atrakcji zerowego punktu równowagi. Wie
‘
cej, jeżeli zamiast

(i) przyja
‘́
c mocniejsze za lożenie:

0 ≤ F (σ)

σ
< k ∀σ 6= 0, F (0) = 0 ,
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F : IR −→ IR jest funkcja
‘
cia

‘
g la

‘
i na tyle regularna

‘
, że rozwia

‘
zania uk ladu (2.39) ge-

neruja
‘
LCSDS na IRn oraz dodatkowo za lożyć, że zachodza

‘
implikacje (2.69), (2.70)

to wtedy zerowy punkt równowagi uk ladu (2.39) jest GAS.

Dowód. Dowód polega na wykazaniu w lasności wypisanych w dowodzie Twierdze-
nia 2.5.1, ewentualnie 2.5.3. Poza w lasnościa

‘
(c) dokonuje sie

‘
tego analogicznie jak

w dowodach wymienionych twierdzeń. Pozostaje wykazać w lasność (c). Niech

x0 ∈ {x ∈ P : V̇ (x) = 0} = {x ∈ P : F (cTx) = 0, gTx = 0}

oraz x(·, x0) jest rozwia
‘
zaniem określonym na IR i pozostaja

‘
cym w tym zbiorze.

Rozwia
‘
zanie to spe lnia uk lad

{
ẋ = Ax

gTx = 0

}

. Sta
‘
d gT etAx0 ≡ 0. Wobec za lożenia

(2.76)

H =

∫ ∞

0

etA
T

ggT etAdt = HT > 0 ,

a zatem xT0Hx0 = 0, co ma miejsce tylko wtedy, gdy x0 = 0. W konsekwencji
x(t, x0) ≡ 0, a wie

‘
c prawdziwa jest w lasność (c). ⊓⊔

2.6. WERYFIKACJA ZA LOŻEŃ TWIERDZEŃ
Z ROZDZIA LU 2.5

2.6.1. Równoczesna dekompozycja równań stanu i uk ladów Lurie

Za lóżmy, że Reλ(A) ≤ 0, para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) – obserwowalna.
Można skonstruować nieosobliwa

‘
macierz T , taka

‘
, że transformacja x = Tz sprowadza

uk lad (2.39) do postaci
{

ż = Az + bF (σ)
σ = cT z

}

(2.77)

przy czym

z =

[
z1
z2

]

, b = T−1b =

[
b1
b2

]

, c = T T c =

[
c1
c2

]

,

A = T−1AT =

[
A1 0
0 A2

] (2.78)

Reλ(A1) < 0, A1 ∈ L(IRm), m jest liczba
‘

wartości w lasnych A w lewej, otwar-

tej pó lp laszczyźnie, Reλ(A2) = 0, A2 ∈ L(IRn−m) jest jordanowska
‘

macierza
‘

odpowiadaja
‘
ca

‘
widmu A na osi urojonej. Cze

‘́
sć liniowa

‘
uk ladu (2.77),

{
ż = Az + bu
σ = cT z

}
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można zinterpretować jako równoleg le po laczenie uk ladów

{
ż1 = A1z1 + b1u
σ1 = cT1 z1

}

,

{
ż2 = A2z2 + b2u
σ2 = cT2 z2

}

,

przy czym

(A1, b1), (A2, b2) – pary sterowalne,

(A1, c
T
1 ), (A2, c

T
2 ) – pary obserwowalne,

G1(s) = cT1 (A1 − sI)−1b, G2(s) = cT2 (A2 − sI)−1b,

G(s) = cT (A− sI)−1b = G1(s) +G2(s) .

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (2.78) w (2.44) otrzymamy równoważna

‘
postać uk ladu (2.44)







A
T
H +HA = −ggT

Hb+
q

2
A

T
c+

1

2
c = −

√

1

k
− qcT bg







(2.79)

gdzie

H = T THT =

[

H1 H12

HT
12 H2

]

, g = T T g =

[
g1
g2

]

.

Pierwsze rówanie uk ladu (2.79) można zapisać w postaci

[

AT
1H1 +H1A1 AT

1H12 + H12A2

AT
2H12 +HT

12A1 AT
2H2 + H2A2

]

=

[

−g1gT1 −g1gT2
−g2gT1 −g2gT2

]

(2.80)

Z faktu, że A2 jest rzeczywista
‘

macierza
‘

Jordana wynika, że H2 jest macierza
‘

diagonalna
‘
oraz g2 = 0. Uwzgle

‘
dniaja

‘
c to w (2.80), otrzymujemy równanie

AT
1H12 +H12A2 = 0 ,

które jest równoważne równaniu

{
AT

1 ⊗ In−m + Im ⊗AT
2

}
colH12 = 0 ∈ IRm(n−m) ,

gdzie ⊗ oznacza iloczyn Kroneckera (tensorowy) macierzy [72, str. 239 - 240]. Macierz
w nawiasach klamrowych jest nieosobliwa, co wynika z rozumowania podanego
w [72, str. 240], sta

‘
d H12 = 0. Teraz z (2.80) wynika, że proponowana transformacja

dekomponuje uk lad (2.44) na dwa poduk lady







AT
1H1 +H1A1 = −g1gT1

H1b1 +
q

2
AT

1 c1 +
1

2
c1 = −

√

1

k
− qcT bg1







(2.81)
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AT
2H2 +H2A2 = 0

H2b2 +
q

2
AT

2 c2 +
1

2
c2 = 0






(2.82)

W (2.81) przyje
‘
to cT b = cT b, gdyż wyrażenie to jest niezmiennicze wzgle

‘
dem trans-

formacji dyktowanej macierza
‘
T .

2.6.2. Weryfikacja g lównych za lożeń Twierdzeń 2.5.1 i 2.5.3

Udowodnimy najpierw poniższy lemat.

Lemat 2.6.1. Jeżeli para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna to
warunkiem koniecznym i wystarczaja

‘
cym na to, aby by ly spe lnione za lożenia (2.42)

÷ (2.44) Twierdzenia 2.5.1 jest, aby

Reλ(A) ≤ 0 (2.83)

by la spe lniona nierówność Popova

1

k
+ Re(1 + jqω)G(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A) (2.84)

oraz zachodzi la implikacja

jα ∈ λ(A) =⇒
{

jα jest pojedyncza
‘
wartościa

‘
w lasna

‘
A

Res
s=jα

(1 + qs)G(s) > 0

}

(2.85)

W dowodzie wykorzystamy graficzna
‘

interpretacje
‘

nierówności Popova (2.84)
zawarta

‘
w poniższej uwadze.

Uwaga 2.6.2. Funkcje: ω 7−→ ReG(jω), ω 7−→ ω ImG(jω) sa
‘

parzyste i zachodzi
tożsamość

1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) ≡ 1

k
+ ReG(jω) − ωq ImG(jω) ,

a zatem weryfikacji nierówności (2.84) wystarczy dokonywać dla ω ≥ 0. W uk ladzie

wspó lrze
‘
dnych (X , Y ) nierówność

1

k
+ X − qY ≥ 0 przedstawia domknie

‘
ta
‘

pó l-

p laszczyzne
‘
. Zatem (2.84) oznacza, że plot zmodyfikowanej transmitancji widmowej

G∗(jω),
{
X(ω) = ReG∗(jω) = ReG(jω)
Y (ω) = ImG∗(jω) = ω ImG(jω)

}

, ω ≥ 0 (2.86)

jest zlokalizowany w tej pó lp laszczyźnie.
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Dowód. Warunek dostateczny. Z Uwagi 2.6.2 wynika, że plot G(jω) leży na prawo od

przedzia lu (−∞,
1

µ
] na osi rzeczywistej, o ile µ ∈ (0, k). Teraz, na podstawie kryterium

Nyquista zastosowanego do uk ladu ẋ = (A+µbcT )x, z (2.83) i (2.85) wynika zwia
‘
zek

(2.42). Warunki residualne (2.85) gwarantuja
‘
, aby uzupe lnienie plotu G(jω) torem

na {∞} by lo takie, że kompletny plot Nyquista leży na prawo od punktu (−1/µ, 0)
dla dowolnego µ ∈ (0, k).

W otoczeniu {∞} funkcja s 7−→ 1

k
+(1+qs)G(s) jest cia

‘
g la, a na {∞} przyjmuje

wartość
1

k
− qcT b. Ostatni fakt wynika z przedstawienia

G(s) = cT (A− sI)−1b = −1

s

[

cT b+
1

s
cTAb +

1

s
cTA2b+ · · ·

]

,

ważnego dla |s| > r(A), gdzie r(A) oznacza promień spektralny macierzy A. Przed-
stawienie to jest konsekwencja

‘
rozwinie

‘
cia rezolwenty (sI − A)−1 w szereg geome-

tryczny. Sta
‘
d i z (2.84) wynika nierówność (2.43).

Z (2.82) i za lożeń wynika, że uk ladowi (2.44) można nadać postać (2.81), (2.82),
co zosta lo wyjaśnione w poprzednim podrozdziale. Dzie

‘
ki (2.85) wartości w lasne A2

sa
‘
pojedyncze, a ponadto

Res
s=jα

(1 + qs)G(s) = Res
s=jα

(1 + qs)G2(s) > 0 .

Ponieważ dla dowolnego q ∈ IR mamy −1

q
/∈ λ(A2) wie

‘
c para

(

A2,
q

2
cT2 A2 +

1

2
cT2

)

jest obserwowalna. Z Lematu 2.4.7 wynika teraz, że uk lad (2.82) posiada dok ladnie
jedno rozwia

‘
zanie H2 > 0.

Powtarzaja
‘
c rozumowanie dowodowe Lematu 2.4.6 wykazuja

‘
ce, że nierówność

(2.10) jest warunkiem koniecznym rozwia
‘
zalności systemu (2.9), ustalamy, że

Re
[(
cT2 + qcT2 A2

)
(A2 − jωI)−1b2

]
=

= qcT2 b2 + Re(1 + jqω)G2(jω) ≡ 0 ∀ω /∈ λ(A)
(2.87)

Zwia
‘
zek (2.87) można także wydedukować z dowodu Lematu 2.4.7. Teraz mamy

1

k
+ Re(1 + jqω)G(jω) =

1

k
+ Re(1 + jqω)G1(jω) − qcT2 b2 =

=
1

k
− q(cT b− cT1 b1) + Re(1 + jqω)G1(jω) ,

ska
‘
d na mocy (2.84) i cia

‘
g lości funkcji (1 + qs)G(s) na osi urojonej

1

k
− q(cT b− cT1 b1) + Re(1 + jqω)G1(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR (2.88)
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Ponieważ zachodzi (2.43), Reλ(A1) < 0, para (A, b) jest sterowalna, a dla uk ladu
(2.81) nierówność (2.88) jest, na mocy (2.30), równoważna nierówności (2.10), wie

‘
c

na podstawie Lematu 2.4.6, uk lad (2.81) posiada rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem pary (H1, g1),

H1 ≥ 0. Oznacza to, że uk lad (2.44) posiada rozwia
‘
zanie (H, g), H ≥ 0.

Warunek konieczny. Dokonuja
‘
c w (2.42) przej́scia granicznego µ → ∞ otrzy-

mamy (2.83).
Nierówność Popova (2.84) wyprowadza sie

‘
w sposób analogiczny jak w dowodzie

Lematu 2.4.6 jako warunku koniecznego.

Wobec (2.42) macierz H +
µq

2
ccT jest dla każdego µ ∈ (0, k) jedynym rozwia

‘
za-

niem równania

(AT + µcbT )X +X(A+ µbcT ) = −hhT − εccT ,

gdzie h = g +

√

1

k
− qcT bµc, ε = µ − µ2

k
> 0. Teraz, dzie

‘
ki obserwowalności pary

(A, cT ), z Twierdzenia 2.4.2 dostajemy H +
µq

2
ccT > 0. Przez dokonanie przej́scia

granicznego µ→ 0 otrzymuje sie
‘
H ≥ 0. Z dekompozycji zaprezentowanej w poprzed-

nim podrozdziale i Lematu 2.4.7 wynika implikacja (2.85). ⊓⊔

Uwaga 2.6.3. Jeżeli sa
‘

spe lnione za lożenia Twierdzenia 2.5.1 za wyja
‘
tkiem (2.41)

oraz dodatkowo para (A, b) jest sterowalna to warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby wszystkie rozwia

‘
zania uk ladu (2.44) by ly takie, że H > 0 jest, aby

−1

q
/∈ λ(A) (2.89)

Dowód. Istotnie, wobec Reλ(A1) < 0 wszystkie rozwia
‘
zania (2.44) sa

‘
takie, że

H1 ≥ 0. Z drugiej strony z Lematu 2.4.7 wynika, że wszystkie one sa
‘
takie, że H1 > 0,

równoważnie H > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy para (A1,
q

2
cT1 A1 +

1

2
cT1 ) jest obser-

wowalna, co wobec za lożonej obserwowalności (A1, c
T
1 ) ma miejsce, gdy −1

q
/∈ λ(A1).

Z dowodu Lematu 2.6.1 jako warunku wystarczaja
‘
cego wynika, że jest to równoważne

warunkowi (2.89). ⊓⊔

W przypadku sterowalności pary (A, b) i obserwowalności pary (A, cT ) Lemat
2.6.1 i Uwaga 2.6.3 daja

‘
warunki konieczne i dostateczne spe lnienia za lożeń Twier-

dzenia 2.5.6 z pominie
‘
ciem (2.75).

2.6.3. Równoczesna dekompozycja równań stanu i uk ladu Lurie

W ca lym podrozdziale przyjmujemy, że Reλ(A) ≤ 0, para (A, b) jest sterowalna,
a para (A, cT ) – obserwowalna.
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Stosuja
‘
c rozumowanie analogiczne do przytoczonego w rozdziale 2.6.1 ustalamy,

że uk lad (2.51) może być w odpowiednio dobranym uk ladzie wspó lrze
‘
dnych przed-

stawiony w postaci 3 poduk ladów






AT
1H1 +H1A1 = −g1gT1

H1b1 +
1

2
AT

1 c1 = −
√
−cT bg1






(2.90)







(Ao
2)THo

2 +Ho
2A

o
2 = 0

Ho
2 b

o
2 +

1

2
(Ao

2)T co2 = 0






(2.91)







(A#
2 )TH#

2 +H#
2 A

#
2 = 0

H#
2 b

#
2 +

1

2
(A#

2 )T c#2 = 0






(2.92)

przy czym A1 ∈ L(IRm), Reλ(A1) < 0, Ao
2 jest klatka

‘
jordanowska

‘
, Ao

2 ∈ L(IRk),

λ(Ao
2) = {0},A#

2 jest rzeczywista
‘
klatka

‘
jordanowska

‘
,A#

2 ∈ L(IRn−k−m), Reλ(A#
2 ) =

0, λ(A#
2 ) ∩ {0} = ∅, (A1, b1), (Ao

2, b
o
2), (A#

2 , b
#
2 ) sa

‘
parami sterowalnymi, (A1, c

T
1 ),

(Ao
2, (c

o
2)T ), (A#

2 , (c
#
2 )T ) sa

‘
parami obserwowalnymi,

G1(s) = cT1 (A1 − sI)−1b1, Go
2(s) = (co2)T (Ao

2 − sI)−1bo2 ,

G#
2 (s) = (c#2 )T (A#

2 − sI)−1b#2 , G(s) = G1(s) +Go
2(s) +G#

2 (s) .

2.6.4. Weryfikacja g lównych za lożeń Twierdzenia 2.5.2

Lemat 2.6.4. Za lóżmy, że para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby by ly spe lnione za lożenia (i), (ii)
Twierdzenia 2.5.2 jest aby

Re jωG(jω) = −ω ImG(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A) (2.93)

jα ∈ λ(A), α 6= 0 =⇒







jα jest pojedyncza
‘
wartościa

‘
w lasna

‘
A

Res
s=jα

sG(s) > 0






(2.94)







0 ∈ λ(A) =⇒ 0 wchodzi do jordanowskiej postaci A

klatkami [0]1×1 lub

[
0 1
0 0

]

2×2

, przy czym w drugim

przypadku dodatkowo spe lniona jest nierówność lim
s→0

s2G(s) > 0







(2.95)

cT b = 0 =⇒ {s ∈ C : Re s < 0} ∩ λ(A) 6= ∅ (2.96)
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Dowód. Warunek wystarczaja
‘
cy. W otoczeniu {∞} funkcja s 7−→ sG(s) jest cia

‘
g la,

a na {∞} przyjmuje wartość −cT b, co wynika z rozwinie
‘
cia dla G(s) cytowanego

w dowodzie Lematu 2.6.1. Teraz z (2.93) wynika (2.50). Dokonuja
‘
c w (2.49) przej́scia

granicznego µ → 0 otrzymamy Reλ(A) ≥ 0, a wie
‘
c system (2.51) może być przed-

stawiony w postaci opisanej w rozdziale 2.6.3
Z (2.94) wynika, że A#

2 ma jednokrotne wartości w lasne oraz

Res
s=jα

(c#2 )TA#
2 (A#

2 − sI)−1b#2 = Res
s=jα

[

(c#2 )T b#2 + sG#
2 (s)

]

=

= Res
s=jα

sG#
2 (s) = Res

s=jα
sG(s) > 0 .

Para

(

A#
2 ,

1

2
(c#2 )TA#

2

)

jest obserwowalna, co wynika z nieosobliwości A#
2 i obser-

wowalnej pary

(

A#
2 ,

1

2
(c#2 )T

)

. Na mocy Lematu 2.4.7 uk lad (2.92) posiada dok ladnie

jedno rozwia
‘
zanie H#

2 > 0.

Ao
2 =

[
0 1
0 0

]

2×2

=⇒ lim
s→0

s2Go
2(s) = lim

s→0
s(co2)TAo

2(Ao
2−sI)−1bo2 = lim

s→0
s2G(s) > 0 .

Na mocy Lematu 2.4.8 uk lad (2.91) posiada dok ladnie jedno rozwia
‘
zanie Ho

2 ≥ 0.
Stosuja

‘
c rozumowanie podobne do użytego w dowodzie lematu Kalmana dla wykaza-

nia, że (2.10) jest warunkiem koniecznym rozwia
‘
zalności uk ladu (2.9), ustalamy, że

dla ω ∈ IR, jω /∈ λ(A):

Re(c#2 )TA#
2 (A#

2 − jωI)−1b#2 = (c#2 )T b#2 + Re jωG#
2 (jω) ≡ 0

Re(co2)TAo
2(Ao

2 − jωI)−1bo2 = (co2)T bo2 + Re jωGo
2(jω) ≡ 0 .

Weryfikujemy teraz nierówność Kalmana dla uk ladu (2.90)

−cT b+ cT1 b1 + Re jωG1(jω) = −(co2)T bo2 − (c#2 )T b#2 + Re jωG(jω)−
−Re jωGo

2(jω) − Re jωG#
2 (jω) = Re jωG(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A) .

Sta
‘
d, dzie

‘
ki cia

‘
g lości funkcji −cT b+ cT1 b1 + sG(s) na osi urojonej, mamy

−cT b+ cT1 b1 + Re jωG1(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Ponieważ detA1 6= 0, para (A1, c
T
1 ) jest obserwowalna, wie

‘
c para (A1, c

T
1 A1) też

jest obserowalna. Stosuja
‘
c teraz lemat Kalmana ustalamy, że uk lad (2.90) posia-

da rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem (H1, g1) i przy tym H1 > 0. W ten sposób pokazalísmy,

że uk lady (2.90) ÷ (2.92) maja
‘

rozwia
‘
zania, co dowodzi, że uk lad (2.51) posiada

rozwia
‘
zanie (H, g) i przy tym H ≥ 0. Nietrudno zauważyć, że z faktu, iż (2.90) ma

rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem (H1, g1) wynika, że g1 6= 0. W ten sposób (2.96) gwarantuje

zachodzenie implikacji cT b = 0 =⇒ g1 6= 0 =⇒ g 6= 0. Zachodzi zatem (2.52).
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Warunek konieczny. Z dowodu Twierdzenia 2.5.2 wiadomo, że H+
µ

2
ccT > 0 dla

każdego µ > 0, ska
‘
d przez przej́scie graniczne µ → 0 otrzymujemy H ≥ 0. Tak wie

‘
c

(2.51) ma rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem pary (H, g) tylko takie, że H ≥ 0.

Z (2.42) wynika Reλ(A) ≤ 0, a wie
‘
c równoważna

‘
postacia

‘
(2.51) sa

‘
uk lady

wyj́sciowe w rozdziale 2.6.3. Z Lematów 2.4.7 i 2.4.8 wynikaja
‘
teraz implikacje (2.94),

(2.95). Warunek (2.93) wynika z rozumowania analogicznego do przedstawionego
w dowodzie lematu Kalmana dla wykazania, że (2.10) jest warunkiem koniecznym
rozwia

‘
zalności uk ladu (2.9).

Fakt, że g 6= 0 gdy cT b = 0 jest równoważny temu, że g1 6= 0, gdy cT b = 0,
co wobec tezy, że (2.90) ma tylko takie rozwia

‘
zanie (H1, g1), gdy g1 6= 0, oznacza,

że m 6= 0 tzn. A posiada wartości w lasne w {s ∈ C : Re s < 0}, a wie
‘
c zachodzi

(2.96). ⊓⊔

Uwaga 2.6.5. Jeżeli spe lnione sa
‘
za lożenia Twierdzenia 2.5.2 za wyja

‘
tkiem (2.53) to

warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby wszystkie rozwia
‘
zania (2.51) by ly

takie, że H > 0 jest, aby
detA 6= 0 (2.97)

Dowód. Istotnie, przy za lożeniu (2.97) nie wyste
‘
puje system (2.91), a jak wiadomo

systemy (2.90), (2.92) maja
‘
rozwia

‘
zanie takie, że H1 > 0, H#

2 > 0. ⊓⊔

2.7. METODA ROZWIA
‘
ZYWANIA RÓWNAŃ LURIE

2.7.1. Metoda faktoryzacyjno -realizacyjna

Przytoczony dalej algorytm rozwia
‘
zywania uk ladów (2.44), ewentualnie (2.51) jest

ważny przy za lożeniach, że (A, b) jest para
‘
sterowalna

‘
, (A, cT ) jest para

‘
obserwowalna

‘
.

Algorytm 2.7.1.
Krok 1. Niech Π(ω) be

‘
dzie lewa

‘
strona

‘
nierówności Popova (2.84) lub uogól-

nionej nierówności Popova (2.93). Przedstawmy Π(ω) w postaci sfaktoryzowanej

Π(ω) =
φ(jω)

det(A− jωI)
· φ(−jω)

det(A+ jωI)
(2.98)

przy czym φ(s) jest takim wielomianem, że

φ(s) = (−1)n
√
γsn + . . .

γ =







1

k
− qcT b w przypadku uk ladu (2.44)

−cT b w przypadku uk ladu (2.51)






(2.99)
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Krok 2. Z tożsamości

√
γ det(A− sI) − φ(s) = gT adj(A− sI)b (2.100)

wyznaczamy wektor g ∈ IR.
Krok 3. Wektor g podstawiamy do uk ladu (2.44), ewentualnie do (2.51). Otrzy-

many uk lad rozwia
‘
zujemy wzgle

‘
dem H . Korzystne jest przy tym pos lużyć sie

‘
najpierw

drugim, a potem pierwszym równaniem uk ladu (2.44) lub (2.51).

Dowód. Wykażemy poprawność powyższego algorytmu.
Krok 1. Faktu, że Π(ω) daje sie

‘
sfaktoryzować w opisany sposób, dowodzi sie

‘
identycznie jak w dowodzie lematu Kalmana jako warunku wystarczaja

‘
cego. W po-

danym tamże dowodzie poprawności faktoryzacji nie korzysta sie
‘

w istotny sposób
z za lożenia Reλ(A) < 0 i ze sterowalności (A, b).

Krok 2. Przy ustalonym wielomianie φ(s) tożsamość (2.100) wyznacza dok ladnie
jeden wektor g ∈ IRn. Dowodzimy tego analogicznie jak w lemacie Kalmana jako
warunek wystarczaja

‘
cy. Korzysta sie

‘
z za lożenia o sterowalności pary (A, b).

Krok 3. Pozostaje pokazać, że uk lady otrzymane z (2.44) lub (2.51) przez pod-
stawienie do nich wyznaczonego wyżej wektora g maja

‘
rozwia

‘
zanie wzgle

‘
dem H .

Naj latwiej uzasadnić to w uk ladach wspó lrze
‘
dnych, opisanych w rozdzia lach 2.6.1

i 2.6.3 – wtedy to (2.100) przyjmie postać

√
γ det(A1 − sI) det(Ao

2 − sI) det(A#
2 − sI) − φ(s) ≡

≡ gT1 adj(A1 − sI)b1 det(A1 − sI)b1 det(Ao
2 − sI) det(A#

2 − sI)+

+
[

(go2)T (Ao
2 − sI)bo2 + (g#2 )T (A#

2 − sI)−1b#2

]

det(Ao
2 − sI) det(A#

2 − sI)

(2.101)

W rozdzia lach 2.6.1 i 2.6.3 wykazano, że

π(ω) = π1(ω) ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A) ,

gdzie

π1(ω) =







1

k
− q(cT b− cT1 b1) + Re(1 + jωq)G1(jω) dla (2.44)

−cT b + cT1 b1) + Re jωG1(jω) dla (2.51)







sta
‘
d wynika, że

π1(ω) =
φ1(jω)

det(A1 − jωI)
· φ1(−jω)

det(A1 + jωI)
,

przy czym wielomiany φ1(s), φ2(s) sa
‘
zawia

‘
zane zależnościa

‘

φ1(s) =
(−1)k+mφ(s)

det(Ao
2 − sI) det(A#

2 − sI)
,
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przy czym k jest stopniem wielomianu det(Ao
2 − sI), a m oznacza stopień wielomia-

nu det(A#
2 − sI). Dziela

‘
c teraz (2.101) stronami przez det(Ao

2 − sI) det(A#
2 − sI)

otrzymujemy

√
γ det(A1 − sI) − φ1(s) ≡

≡ gT1 adj(A1 − sI)b1 + (go2)T (Ao
2 − sI)−1bo2 + (g#2 )T (A#

2 − sI)−1b#2

(2.102)

Lewa strona (2.102) jest wielomianem wzgle
‘
dem s, a prawa strona jest suma

‘
wielo-

mianu i funkcji wymiernych, a wie
‘
c z faktu, że zachodzi tożsamość, z geometrii widm

Ao
2, A#

2 i ca lkowitej sterowalności par (Ao
2, bo2), (A#

2 , b
#
2 ) wynika, że go2 = 0, g#2 = 0.

Z (2.102) otrzymujemy teraz

√
γ det(A1 − sI) − φ1(s) ≡ gT1 adj(A1 − sI)b1 .

Tożsamość (2.102) wyznacza jednak taki wektor g1 ∈ IRn−k−m, że po podstawieniu
go do uk ladu (2.81) ewentualnie (2.90) otrzymamy uk lad posiadaja

‘
cy rozwia

‘
zanie

wzgle
‘
dem H1 (porównaj z ta

‘
cze

‘́
scia

‘
dowodu lematu Kalmana, w której dowodzi

sie
‘
, że nierówność (2.10) jest wystarczaja

‘
ca dla rozwia

‘
zalności uk ladu (2.9)). Z kolei

uwzgle
‘
dniaja

‘
c w (2.90) fakt, że go2 = 0, g#2 = 0 otrzymujemy poduk lady (2.82)

i (2.92), które jak wiadomo maja
‘
rozwia

‘
zania wzgle

‘
dem Ho

2 , H#
2 . ⊓⊔

2.7.2. Uwagi praktyczne

Definicja 2.7.2. Uk lad Lurie (2.39) nazywamy absolutnie stabilnym (ABSS) w sek-
torze (α, β), zwanym sektorem (stożkiem) ABSS, jeżeli 0 ∈ IRn jest GAS punktem
równowagi uk ladu (2.39) dla dowolnej, lokalnie lipschitzowskiej funkcji F spe lniaja

‘
cej

warunek sektorowy

α <
F (σ)

σ
< β ∀σ 6= 0, F (0) = 0 .

Rozważmy uk lad (2.39), dla którego istnieja
‘

liczby k1, k2 ∈ IR takie, że {µ ∈ IR :

Reλ(A + µbcT ) < 0} = (k1, k2). Przedzia l (k1, k2) nazywamy wówczas sektorem
(stożkiem) Hurwitza dla nieliniowości F . Mówimy, że uk lad (2.39) spe lnia hipoteze

‘
Ajzermana, jeżeli jest ABSS w sektorze Hurwitza.

Jeżeli za lożenia Twierdzenia 2.5.3 sa
‘

spe lnione dla takiego k, że przedzia l (0, k)
jest sektorem Hurwitza dla uk ladu (2.39), to twierdzenie to może dostarczyć warunku
wystarczaja

‘
cego na to, aby uk lad (2.39) spe lnia l hipoteze

‘
Ajzermana, inaczej dostar-

czy mniejszego sektora absolutnej stabilności. Podobnie, jeżeli dla uk ladu (2.39) sek-
torem Hurwitza jest przedzia l (0,∞), to także Twierdzenie 2.5.5 może dostarczyć
warunku wystaczaja

‘
cego na to, aby uk lad (2.39) spe lnia l hipoteze

‘
Ajzermana.
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2.7.3. Numeryczny algorytm weryfikacji nierówności Popova

2.7.3.1. Przypadek stabilnego uk ladu otwartego. Opiszemy stabilny nume-
rycznie algorytm weryfikacji nierówności Popova (2.84) przy za lożeniu Reλ(A) < 0.
Kod tego algorytmu stanowi zawartość plików victory.m i boa.m realizowanych pod
Matlab-em (patrz podrozdzia l 2.7.4). Wykorzystuja

‘
c tożsamości

(A− jωI)−1 + (A+ jωI)−1 = 2A(A2 + ω2I)−1

(A− jωI)−1 − (A+ jωI)−1 = j2ω(A2 + ω2I)−1
(2.103)

otrzymamy

Re
[
(1 + jωq)cT (A− jωI)−1b

]
= −qcT b+ Φ(ω2) ∀ω ∈ IR ,

gdzie
Φ(Ω) = cT (I + qA)A(A2 +ΩI)−1b .

W celu określenia możliwie najwie
‘
kszej liczby k, przy której (2.84) be

‘
dzie zachodzić,

należy rozwia
‘
zać problem wariacyjny

kopt =

{

sup
q∈IR

[

qcT b− min
Ω≥0

Φ(Ω)

]}−1

(2.104)

Wewne
‘
trzne zadanie optymalizacji

min
Ω≥0

Φ(Ω) (2.105)

rozwia
‘
zujemy przez sprowadzenie go do problemu minimalizacyjnego

min
Ω≥0, Φ′(Ω)=0

{Φ(0), Φ(Ω), 0} .

Równanie Φ′(Ω) = 0 jest równoważne równaniu wielomianowemu

cT (I + qA)A adj
[
(A2 +ΩI)2

]
b = 0 .

W programie victory.m zastosowano naste
‘
puja

‘
cy wariant rozwia

‘
zania problemu

(2.104) – w oparciu o rozwia
‘
zanie podproblemu (2.105) definiuje sie

‘
funkcje

‘

k(q) =
[

qcT b− min
Ω≥0

Φ(Ω)
]−1

i sporza
‘
dza jej wykres w przedziale deklarowanym przez użytkownika. Jeżeli w za-

danym, zwartym przedziale obserwacji wyste
‘
puje maksimum funkcji k = k(q), to

użytkownik podejmuje decyzje
‘

o uruchomieniu standardowej procedury poszukiwa-
nia optimum funkcji skalarnej w przedziale obserwacji. W efekcie dostajemy wykres
funkcji k = k(q) z zaznaczonym optimum i wydrukiem optymalnych wartości qopt
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i kopt, stanowia
‘
cych rozwia

‘
zanie zadania (2.104). Program victory.m kończy sie

‘
uzyskaniem plotu zmodyfikowanej charakterystyki cze

‘
stotliwościowa Popova (2.86)

i optymalnej prostej podpieraja
‘
cej ten plot,

1

kopt
+X − qoptY = 0 .

Na rysunku 2.5 przedstawiono poszczególne fazy dzia lania programu victory.m na
wybranym przyk ladzie liczbowym.

2.7.3.2. Uk lad otwarty z pojedynczym biegunem w zerze. Opisany wyżej
algorytm dopuszcza modyfikacje

‘
umożliwiaja

‘
ca

‘
weryfikacje

‘
nierówności Popova (2.84)

w najprostszym przypadku krytycznym, gdy G(s) ma pojedynczy biegun s = 0 na osi
urojonej, a pozosta le bieguny znajduja

‘
sie

‘
w lewej otwartej pó lp laszczyźnie. W tym

przypadku transmitancje
‘

uk ladu otwartego można przedstawić w postaci

G(s) =
1

s
G0(s), G0(s) = d+ cT (A− sI)−1b .

Czwórka (A, b, c, d) jest zatem realizacja
‘
transmitancji G0(s) oraz

1

k
+ Re [(1 + jωq)G(jω)] =

1

k
+ qReG0(jω) +

1

ω
ImG0(jω) .

Wykorzystuja
‘
c powtórnie tożsamości (2.103) otrzymujemy

1

k
+ qReG0(jω) +

1

ω
ImG0(jω) =

1

k
+ qd+ cT (I + qA)(A2 + ω2I)−1b .

Zatem do weryfikacji nierówności Popova (2.84) można zastosować ten sam algorytm
co poprzednio z zasta

‘
pieniem funkcji Φ i k przez

Φ(Ω) = cT (I + qA)(A2 +ΩI)−1b, k(q) =
[

−qd− min
Ω≥0

Φ(Ω)
]−1

.

Kod zmodyfikowanego algorytmu stanowi zawartość plików victoro.m i boo.m reali-
zowanych pod Matlab-em (patrz podrozdzia l 2.7.4). Program victoro.m kończy sie

‘
uzyskaniem plotu charakterystyki cze

‘
stotliwościowej







X(ω) = ReG0(jω)

Y (ω) =
1

ω
ImG0(jω)






, ω ≥ 0

i prostej o równaniu
1

kopt
+ qoptX + Y = 0 ,
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podpieraja
‘
cej ten plot. Na rysunku 2.6 przedstawiono poszczególne fazy dzia lania

programu victoro.m na wybranym przyk ladzie liczbowym.

Uwaga 2.7.3. W wielu klasycznych pozycjach literatury najprostszy przypadek kry-
tyczny bywa zapisywany w postaci tzw. uk ladu Lurie sterowania pośredniego

{
ẋ(t) = Ax+ bφ(σ)

σ̇(t) = cTx− dφ(σ)

}

(2.106)

Uk lad (2.106) może być zapisany jako uk lad Lurie (2.39)

[
ẋ
σ̇

]

=

[
A 0
cT 0

] [
x
σ

]

+

[
b

−d

]

φ

(
[

0T 1
]
[
x
σ

])

.

2.7.4. Dodatek: m–pliki victory.m, boa.m, victoro.m, boo.m

Kod programu victory.m

clear

clc

clg

format long

global A b c

disp(’ The current data are: ’)

A = [ 0 1 0

0 0 1

-1 -1 -2]

b = [ 0

0

-1]

c = [0

0

1]

disp(’ Do you accept the current data ? yes - <enter>, ’)

disp(’ no - Ctrl C, Modify the data ’)

pause

q_pocz = input(’ Introduce initial value of q = ’)

q_kon = input(’ Introduce final value of q = ’)

krok_q= input(’ Introduce increment of q = ’)

y = q_pocz:krok_q:q_kon;

for m=1:length(y)

w(m) = y(m);

d(m) = -boa(w(m));
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end

plot(w,d)

disp(’ Strike any key if the graph exhibits an optimum ’)

disp(’ otherwise - CTRL C and modify the search interval of q .’)

pause

hold on

xa = min(y);

xb = max(y);

options(2)=0.000001;

options(7)=3;

options(1)=0;

x = fmin(’boa’,xa,xb,options);

plot(x,-boa(x),’*’)

grid;

hold off

pause

clg

[re,im,om] = nyquisto(A,b,c’,0);

x1=-re;

x2=-om.*im;

plot(x1,x2,’g’)

hold on

plot(x*x2+1/boa(x),x2,’r’)

grid

hold off

Kod programu boa.m

function [K]=boa(q)

global A b c

u=length(b);

for i=1:2*u-1

x(i)=i-1;

dt=det((A^2+x(i)*eye(u))^2);

y(i)=dt*c’*(eye(u)+q*A)*A*((A^2+x(i)*eye(u))^(-2))*b;

end

z=polyfit(x,y,2*u-2);

s=roots(z);

for k=1:length(s);

if imag(s(k))==0,

r(k)=s(k);

else

r(k)=0;

end
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G LYCH UK LADÓW DYNAMICZNYCH

end

j=0;

for i=1:length(s);

if r(i)>=0,

j=j+1;

rr(j)=r(i);

p(j)=c’*(eye(u)+q*A)*A*((A^2+rr(j)*eye(u))^(-1))*b;

end

end

f=c’*(eye(u)+q*A)*A^(-1)*b;

K=-1/(q*c’*b-min([p 0 f]));

Kod programu victoro.m

clear

clc

clg

format long

global A b c de

disp(’ The current data are: ’)

A = [ 0 1 0

0 0 1

-16 -16.8 -1.8]

b = [ 0

0

-1]

c = [1

0

0]

de=0

disp(’ Do you accept the current data ? yes - <enter>, ’)

disp(’ no - Ctrl C, Modify the data ’)

pause

q_pocz = input(’ Introduce initial value of q = ’)

q_kon = input(’ Introduce final value of q = ’)

krok_q= input(’ Introduce increment of q = ’)

y = q_pocz:krok_q:q_kon;

for m=1:length(y)

w(m) = y(m);

d(m) = -boo(w(m));

end

plot(w,d)

disp(’ Strike any key if the graph exhibits an optimum ’)

disp(’ otherwise - CTRL C and modify the search interval of q .’)
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pause

hold on

xa = min(y);

xb = max(y);

options(2)=0.000001;

options(7)=3;

options(1)=0;

x = fmin(’boo’,xa,xb,options);

plot(x,-boo(x),’*’)

grid;

hold off

pause

clg

[re,im,om] = nyquisto(A,b,c’,de);

x1=-re;

x2=-im./om;

plot(x1,x2,’g’)

hold on

plot(x1,1/boo(x)-x*x1,’r’)

grid

hold off

Kod programu boo.m

function [K]=boo(q)

global A b c de

u=length(b);

for i=1:2*u-1

x(i)=i-1;

dt=det((A^2+x(i)*eye(u))^2);

y(i)=dt*c’*(eye(u)+q*A)*((A^2+x(i)*eye(u))^(-2))*b;

end

z=polyfit(x,y,2*u-2);

s=roots(z);

for k=1:length(s);

if imag(s(k))==0,

r(k)=s(k);

else

r(k)=0;

end

end

j=0;

for i=1:length(s);

if r(i)>=0,
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j=j+1;

rr(j)=r(i);

p(j)=c’*(eye(u)+q*A)*((A^2+r(i)*eye(u))^(-1))*b;

end

end

f=c’*(eye(u)+q*A)*A^(-2)*b;

K=-1/(-q*de-min([p 0 f]));
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3.1. UK LADY TRZECIEGO RZE
‘
DU

3.1.1. Uk lad z nieliniowościa
‘
zależna

‘
od pierwszej zmiennej stanu

Niech 





ẋ1 = x2
ẋ2 = x3
ẋ3 = −F (x1) − βx2 − αx3






(3.1)

gdzie α, β > 0, F jest funkcja
‘

lokalnie lipschitzowska
‘
, może być interpretowany jako

uk lad Lurie (2.39) z

n = 3, A =





0 1 0
0 0 1
0 −β −α



 , b =





0
0

−1



 , c =





1
0
0



 .

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna. Zgodnie z (2.40)

G(s) =
1

s(s2 + αs+ β)
.

Ponadto Reλ(A) ≤ 0, przy czym jedyna
‘

i pojedyncza
‘

wartościa
‘

w lasna
‘
A na osi

urojonej jest 0 oraz

Res
s=0

(1 + qs)G(s) = lim
s→0

sG(s) =
1

β
> 0 .

Zatem

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

ω4 + ω2(α2 − 2β − qk) + (β2 − αk + qkβ)

k[ω4 + (α2 − 2β)ω2 + β2]
.

Lemat 3.1.1. Warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby

ω4 + Pω2 +Q ≥ 0 ∀ω ∈ IR ,

gdzie P , Q ∈ IR, jest aby trójmian z2 + Pz +Q nie posiada l pierwiastka dodatniego,
co zachodzi gdy albo

1. ∆ = P 2 − 4Q ≤ 0, albo

2. ∆ ≥ 0 i P ≥ 0, Q ≥ 0 .
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Na mocy powyższego lematu warunkiem koniecznym i dostatecznym spe lnienia
(2.84) jest nierówność

∆ = q2k2 − 2α2kq + α4 − 4α2β + 4αk ≤ 0 .

Ponieważ dla k ∈ (0,∞] ma istnieć q ∈ IR takie, że ta nierówność jest spe lniona,
wie

‘
c musi być 16αk2(αβ − k) ≥ 0. Tak wie

‘
c najwie

‘
ksza

‘
możliwa

‘
liczba

‘
k, przy której

istnieje q takie, że zachodzi (2.84) jest k = αβ; temu k odpowiada q =
α

β
> 0.

Warunek (2.89) jest spe lniony.
Z Lematu 2.6.1, Uwagi 2.6.3 i Twierdzenia 2.5.3 wynika, że nierówność

0 <
F (σ)

σ
< αβ ∀σ 6= 0, F (0) = 0

jest warunkiem wystarczaja
‘
cym na to, aby trywialne rozwia

‘
zanie zerowe uk ladu (3.1)

by lo GAS. W ten sposób dowiedlísmy s luszności hipotezy Ajzermana dla uk ladu
(3.1).

Celem określenia funkcjona lu Lapunowa i jego pochodnej wzd luż rozwia
‘
zania sys-

temu (3.1) należy rozwia
‘
zać uk lad (2.44), co można uczynić korzystaja

‘
c z Algorytmu

2.7.1. Dla k = αβ, q =
α

β
mamy

π(ω) =
ω2(ω2 − β)2

ω2αβ[α2ω2 + (β − ω2)2]
.

Z (2.98)÷(2.100) otrzymujemy teraz

ϕ(s) = − s3√
αβ

− sβ√
αβ

=
1√
αβ

det(A− sI) − gT adj(A− sI)b =

= − s3√
αβ

+ s2
[ −α√

αβ
+ g3

]

+ s

[ −β√
αβ

+ g2

]

+ g1 ,

ska
‘
d

g =





g1
g2
g3



 =






0
0
α√
αβ




 .

Z uk ladu (2.44) wyznaczamy macierz H ,

H =











β

2

α

2

1

2
α

2

1

2
+
α2

2β

α

2β

1

2

α

2β

1

β











> 0 .
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Ostatecznie

V =
β

2
x21 + αx1x2 + x1x3 +

α

β
x2x3 +

(
1

2
+
α2

2β

)

x22 +
x23
β

+
α

β

∫ x1

0

F (σ)dσ ,

V̇ = −
[

α√
αβ

x3 +
1√
αβ

F (x1)

]2

− F (x1)

[

x1 −
F (x1)

αβ

]

.

Powyższe rezultaty pokrywaja
‘
sie

‘
z wynikiem uzyskanym przez Ezeilo [36].

3.1.2. Uk lad z nieliniowościa
‘
zależna

‘
od drugiej zmiennej stanu

Poniżej rozważany przyk lad pokazuje, że niekiedy warunek (2.70) nie jest istotny dla
zapewnienia ABSS uk ladu Lurie. Rozważmy uk lad równań różniczkowych







ẋ = y
ẏ = z
ż = −γx− ϕ(y) − αz






(3.2)

gdzie α, γ > 0, a ϕ jest funkcja
‘
cia

‘
g la

‘
, lokalnie lipschitzowska

‘
.

Uk lad (3.2) pozostaje w ścis lym zwia
‘
zku z równaniem różniczkowym

x(3) + αx(2) + ϕ(ẋ) + γx = 0 ,

którego jest postacia
‘

normalna
‘
, a także równaniem u(3) + αu(2) + f(u)u̇ + γu = 0,

jeśli przyja
‘́
c zmienne stanu







x = − 1

γ

[

ü+ αu̇+

∫ u

0

f(σ)dσ

]

y = u
z = u̇







.

Uk lad (3.2) można uważać za uk lad Lurie z

n = 3, A =






0 1 0
0 0 1

−γ − γ

α
−α




 , b =





0
0

−1



 , c =





0
1
0



 , F (σ) = ϕ(σ)− γ

α
σ .

Transmitancja cze
‘́
sci liniowej systemu wyraża sie

‘
wzorem

G(s) =
s

s3 + αs2 +
γ

α
s+ γ

.

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) – obserwowalna. Widmo λ(A) macierzy A
leży w lewej domknie

‘
tej pó lp laszczyźnie, przy czym wartości w lasne po lożone na osi

urojonej sa
‘
postaci s = ∓j

√
γ

α
, przy czym
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Res
s∓j

√
γ
α

(1 + qs)G(s) =
1

2
> 0

wtedy i tylko wtedy, gdy q =
1

α
. Dla k = ∞, q =

1

α

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) = 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A) .

Warunek (2.89) nie jest spe lniony, gdyż −1

q
= −α ∈ λ(A).

Z Lematu 2.6.1, Uwagi 2.6.3 i Twierdzenia 2.5.3 wynika, że warunki:

ϕ(σ)

σ
>
γ

α
∀σ 6= 0, ϕ(0) = 0 (3.3)

lim
|σ|→∞

∫ σ

0

[

ϕ(ξ) − γ

α
ξ
]

dξ = ∞ (3.4)

sa
‘
wystarczaja

‘
ce dla zagwarantowania ABSS uk ladu (3.2). Rozwia

‘
zanie uk ladu (2.44)

ma postać

g =





0
0
0



 , H =










γ

2

γ

2α
0

γ

2α

α

2
+

γ

2α2

1

2

0
1

2

1

2α










≥ 0

w efekcie funkcjona l Lapunowa dla uk ladu (3.2) ma postać

V (x) = xTHx+ q

∫ cT x

0

F (σ)dσ =
γ

2

(

x1 +
x2
α

)2

+
α

2

(

x2 +
x3
α

)2

+

+
1

α

∫ x2

0

[

ϕ(σ) − γ

α
σ
]

dσ ,

a jego pochodna wzd luż rozwia
‘
zania uk ladu (3.2) wyraża sie

‘
wzorem

V̇ (x) = −
[

gTx+

√

1

k
− qcT bF

]2

− F

(

cTx− F

k

)

= −ϕ(x2)x2 +
γ

α
x22 .

Wykażemy obecnie, że warunek (3.4) nie jest istotny dla zapewnienia ABSS
uk ladu (3.2). Dowód tego stwierdzenia rozpoczynamy od wykazania, że dla każdego
L > 0 zbiór

ZL =

{

x ∈ IR3 : V (x) ≤ L, |x2| ≤
√

2L

α

}
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jest zwartym zbiorem inwariantym wzgle
‘
dem strumienia LCSDS generowanego roz-

wia
‘
zaniami systemu (3.2). Istotnie, wobec cia

‘
g lości funkcjona lów V , x 7−→ |x2| zbiór

ZL jest domknie
‘
ty. Niech x ∈ ZL. Nierówność V (x) ≤ L pocia

‘
ga za soba

‘
nierówności:

(

x2 +
x3
α

)2

≤ 2L

α
(3.5)

(

x1 +
x2
α

)2

≤ 2L

γ
(3.6)

Nierówności (3.5), (3.6) wraz z wynikaja
‘
ca

‘
z przynależności x do ZL nierównościa

‘

|x2| ≤
√

2L

α
implikuja

‘
ograniczoność zbioru ZL. W ten sposób dowiedlísmy zwartości

zbioru ZL. Rozważmy z kolei trzy funkcjona ly

L1(x) = V (x) − L, L2(x) = x2 −
√

2L

α
, L3(x) = −x2 −

√

2L

α

oraz zbiory

Π1 =

{

x : V (x) = L, |x2| ≤
√

2L

α

}

,

Π2 =

{

x : V (x) ≤ L, x2 =

√

2L

α
,−
√

2L

α
≤ x2

}

,

Π3 =

{

x : V (x) ≤ L, x2 =

√

2L

α
,−
√

2L

α
≥ x2

}

.

Zauważmy, że

x ∈ Π1 =⇒ L̇1(x) = V̇ (x) = −x2
[

ϕ(x2) − γ

α
x2

]

≤ 0 ,

x ∈ Π2 =⇒ x ∈ ZL =⇒ x23
α2

+
2

α

√

2L

α
x3 ≤ 0 =⇒ x3 = ẋ2 = L̇2(x) ≤ 0 ,

x ∈ Π3 =⇒ x ∈ ZL =⇒ x23
α2

− 2

α

√

2L

α
x3 ≤ 0 =⇒ −x3 = −ẋ2 = L̇3(x) ≤ 0 .

Z Lematu 2.2.1 wynika, że ZL jest zbiorem inwariantnym wzgle
‘
dem strumienia

LCSDS generowanego rozwia
‘
zaniami systemu (3.2).

Jeżeli w uogólnionym Twierdzeniu LaSalle’a 2.1.6 po lożymy X = ZL+ε, ΩL =
ZL, φ = V , gdzie ε jest ma la

‘
liczba

‘
dodatnia

‘
, to z tezy tego twierdzenia wyniknie

naste
‘
puja

‘
cy rezultat

lim
t→∞

x(t, x0) = 0 ∀x0 ∈ ΩL = ZL ,
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gdzie x(·, x0) oznacza rozwia
‘
zanie uk ladu. Przej́scie graniczne L → ∞ pozwala teraz

ustalić, że x ≡ 0 jest GAS trywialnym rozwia
‘
zaniem uk ladu (3.2). Dowiedlísmy tym

samym nieistotności warunku (3.4) dla zagwarantowania ABSS uk ladu (3.2). Zatem
warunek (3.3) wystarcza dla zagwarantowania ABSS uk ladu, co potwierdza wyniki
Se

‘
dziwego [127]. Uk lad (3.2) spe lnia hipoteze

‘
Ajzermana.

3.1.3. Uk lad z nieliniowościa
‘
zależna

‘
od trzeciej zmiennej stanu

Rozważmy uk lad równań różniczkowych







ẋ1 = x2
ẋ2 = x3
ẋ3 = −βx1 − αx2 − ϕ(x3)






(3.7)

gdzie α, β > 0, funkcja ϕ jest cia
‘
g la i lokalnie akkretywna. Uk lad ten pozostaje

w ścis lym zwia
‘
zku z równaniem różniczkowym

u(3) + ϕ(u(2)) + αu̇ + βu = 0 ,

którego jest postacia
‘
normalna

‘
, a także równaniem różniczkowym

u(3) + f(u̇)u(2) + αu̇+ βu = 0 ,

jeżeli zmienne stanu przyja
‘́
c w postaci







x1 = − 1

β

[

ü+

∫ u̇

0

f(σ)dσ + αu

]

x2 = u
x3 = u̇







.

Uk ladowi (3.7) nadać można postać trójwymiarowego uk ladu Lurie (2.39) z

A =






0 1 0
0 0 1

−β −α −β
α




 , b =





0
0

−1



 , c =





0
0
1



 , F (σ) = ϕ(σ) − β

α
σ .

(A, b) para sterowalna, a para (A, cT ) jest obserwowalna. Transmitancja cze
‘́
sci liniowej

przyjmuje postać

G(s) =
s2

s3 +
β

α
s2 + αs+ β

.

Widmo macierzy A leży w lewej domknie
‘
tej pó lp laszczyźnie, przy czym wartościami

w lasnymi na osi urojonej sa
‘
liczby ∓j√α.
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Warunek

Res
s=∓j

√
α
(1 + qs)G(s) =

1

2
> 0

jest spe lniony o ile

q = − β

α2
.

Dla tej wartości q mamy

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

−ω2

(
βk

α2
− 1

)

+
β2

α2

k

(
β2

α2
+ ω2

)

i najwie
‘
ksza

‘
liczba

‘
k, przy której zachodzi nierówność Popova (2.84) jest k =

α2

β
.

Warunek (2.89) jest spe lniony i na mocy Lematu 2.6.1 oraz Uwagi 2.6.3 wnosimy,
że uk lad (2.44) posiada rozwia

‘
zanie wzgle

‘
dem (H, g) przy czym H = HT > 0.

Rozwia
‘
zanie to wyznaczamy w oparciu o Algorytm 2.7.1.

k =
α2

β
, q = − β

α2
=⇒ π(ω) =

β3(α− ω2)2

α4

(
β2

α2
+ ω2

)

(α − ω2)2
.

Z (2.98)÷(2.99) otrzymujemy teraz

φ(s) =
β
√
β

α2
(α+ s2) ≡ −gT adj(A− sI)b ,

ska
‘
d dostajemy

g =









β
√
β

α

0

β
√
β

α2









.

Macierz H wyznaczamy z uk ladu (2.44), po uwzgle
‘
dnieniu w tym uk ladzie postaci

wektora g

H =











β2

α

β

2

β2

2α2

β

2

3β2

2α2
+
α

2

β

2α
β2

2α2

β

2α

1

2
+

β2

2α3











> 0
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det(H +
kq

2
ccT ) = det











β2

α

β

2

β2

2α2

β

α

3β2

2α2
+
α

2

β

2α
β2

2α2

β

2α

β2

2α3











=
3β6

8α6
> 0 .

Ostatecznie, jeśli

β

α
σ < ϕ(σ) <

[
α2

β
+
β

α

]

σ ∀σ 6= 0, ϕ(0) = 0 (3.8)

to nieliniowość F spe lnia warunek (2.68) oraz sa
‘
spe lnione inne za lożenia twierdzenia

2.5.3, z którego otrzymujemy stwierdzenie, że (3.8) jest warunkiem wystarczaja
‘
cym

ABSS uk ladu (3.7).

Widoczna jest znaczna rozbieżność pomie
‘
dzy sektorem ABSS:

(
β

α
,
β

α
+
α2

β

)

,

a sektorem Hurwitza, który dla uk ladu (3.7) ma postać:

(
β

α
,∞
)

.

Zauważmy, że transformacja






x1

x2

x3




 =









0 − 1

β

α

β2

0 0 − 1

β

1 0 0














x

y

z






sprowadza uk lad






ẋ = y − ϕ(x)
ẏ = −αx+ z
ż = −βx






(3.9)

do postaci (3.7). Pliss [111] wykaza l, że jeśli funkcja ϕ spe lnia naste
‘
puja

‘
ce warunki:

(√
αh+

β

α

)

σ2 ≤ σϕ(σ) ≤
(

H
√
α+

β

α

)

σ2, 0 ≤ |σ| < δ (3.10)

β

α
σ2 < σϕ(σ) ≤

(

H
√
α+

β

α

)

σ2, δ ≤ |σ| < ε (3.11)

β

α
|σ| < ϕ(σ)sign σ ≤ √

αδ4 +
β

α
|σ| , |σ| ≥ ε (3.12)

przy dostatecznie ma lej δ > 0, 0 < ε − δ < δ2, H ≥ h >
α
√
α

β
oraz istnieje takie

λ > 0, że
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σϕ(σ) ≥ β

α
σ2 + λ

√
α, |σ| ≥ ε (3.13)

to uk lad (3.9) posiada nietrywialne rozwia
‘
zanie okresowe be

‘
da

‘
ce atraktorem, a w ob-

szar atrakcji tego rozwia
‘
zania da sie

‘
wpisać toroidalne, dodatnio inwariantne otocze-

nie.
Rozpatrzmy szczegó lowo przypadek uk ladu (3.9) z α = β = 1 i odcinkowo -liniowa

‘
funkcja

‘
ϕ,

ϕ(σ) =







3σ, gdy |σ| ≤ δ

−4 + δ + 2δ3

δ
σ + (4 + 2δ − 2δ3)sign σ, gdy δ ≤ |σ| ≤ δ +

δ2

2

σ + δ4sign σ, gdy |σ| ≥ δ2

2







.

Wykres tej funkcji przedstawiono na rysunku 3.1.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-2

-1.5
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-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Rysunek3.1. Wykres nieliniowości ϕ dla δ = 0.5

Przy dostatecznie ma lej liczbie δ funkcja ta spe lnia warunki (3.10)÷(3.13) z:

H = 2, h = 1.9, ε = δ +
δ2

2
, λ = δ5 +

δ6

2
.

Zgodnie z wynikami Plissa system posiada nietrywialne rozwia
‘
zanie okresowe, pomimo

tego, że wykres nieliniowości ϕ zawiera sie
‘
w sektorze Hurwitza. Symulacje numerycz-

ne, których wyniki przedstawiono na rysunku 3.2, potwierdzaja
‘
istnienie rozwia

‘
zania

okresowego. Istnienie rozwia
‘
zania okresowego dowodzi nieprawdziwości hipotezy Aj-

zermana dla uk ladów (3.9) i (3.7).
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Rysunek3.2. Wyniki symulacji uk ladu Plissa z parametrami α = β = 1 i nieliniowościa
‘
ϕ

jak na rysunku 3.1
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3.1.4. Uwagi o drugim kontrprzyk ladzie Fittsa

Drugi z kontrprzyk ladów Fitts’a [38] na hipoteze
‘

Ajzermana ma postać uk ladu au-
tomatycznej regulacji przedstawionego na rysunku 2.4, str. 37, przy czym

G(s) =
s2 + αs+ β2

(s2 + 2ξs+ 1)(s+ 1)
(3.14)

a nieliniowość ma postać

φ(σ) = K[σ(σ2 − 1)2 + δσ] (3.15)

Fitts ustali l eksperymentalnie, że przy zestawach parametrów K, α, β, ξ, δ wymie-
nionych w tabeli 3.1, uk lad (3.14), (3.15) nie jest GAS.

Tabela3.1. Ograniczenia parametrów w eksperymentach Fitts’a

Lp. K α ≥ 0 β ≥ 0 ξ δ ≥ 0

1 3.5 ≤ k ≤ 200 0 0 > 0.0001 0

2 7.5 α ≤ 0.1 0 > 0.0001 0

3 7.5 0 β ≤ 0.797 > 0.0001 0

4 7.5 0 0 0.0001 < ξ < 0.092 0

5 7.5 0 0 > 0.0001 δ ≤ 0.15

1◦. W przypadku, gdy

α = 0, β2 =
1

1 + 2ξ
(3.16)

uk lad Fitts’a jest szczególnym przypadkiem (ψ = ϕ(σ)) klasy uk ladów postaci:






ẋ1 = x2
ẋ2 = x3

ẋ3 = −x1 − (1 + 2ξ)x2 − (1 + 2ξ)x3 − ψ

(
x1

1 + 2ξ
+ x3

)







(3.17)

z cia
‘
g la

‘
, lokalnie akkretywna

‘
funkcja

‘
ψ : IR → IR. Uk lad (3.17) może być inter-

pretowany jako trójwymiarowy uk lad Lurie (2.39) z

A =





0 1 0
0 0 1
0 −1 − 2ξ 0



 , b =





0
0

−1



 , c =






1

1 + 2ξ
0
1






F (σ) = ψ(σ) + (1 + 2ξ)σ, ξ > 0

G(s) =

s2 +
1

1 + 2ξ

s(s2 + 1 + 2ξ)

(3.18)
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Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) – obserwowalna. Widmo macierzy A
ma postać

λ(A) =
{

0,−j
√

1 + 2ξ, j
√

1 + 2ξ
}

,

przy czym

Res
s=0

(1 + qs)G(s) = lim
s→0

sG(s) =
1

(1 + 2ξ)2
> 0 ,

Res
s=±j

√
1+2ξ

(1 + qs)G(s) =
2(ξ + ξ2)

(1 + 2ξ)2
> 0 ,

wtedy i tylko wtedy, gdy q = 0. Przy q = 0, k = ∞ mamy

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) ≡ 0 .

Warunek (2.80) jest spe lniony.

Z Lematu 2.6.1, Uwagi 2.6.3 i Twierdzenia 2.5.3 wynika, że warunki

0 <
F (σ)

σ
∀σ 6= 0, F (0) = 0 (3.19)

sa
‘

wystarczaja
‘
ce na to, aby x ≡ 0 by lo rozwia

‘
zaniem GAS uk ladu (3.17).

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (3.18), można nadać warunkom (3.19) postać równoważna

‘

−1 − 2ξ <
ψ(σ)

σ
∀σ 6= 0, ψ(0) = 0 .

Ostatecznie, jeśli K = 7.5, δ = 0, ξ ≥ 0.2871425 (na mocy (3.16) mamy wtedy
0 ≤ β ≤ 0.797), ψ(σ) = φ(σ), gdzie φ jest nieliniowościa

‘
określona

‘
wzorem

(3.15), to wtedy powyższy wynik przeczy cze
‘́
sci ustaleń Fitts’a dotycza

‘
cych

pozycji 3 w tabeli 3.1. W pozycji 3 tabeli 3.1 musi być 0.2871425 > ξ > 0.0001.
Po rozwia

‘
zaniu uk ladu (2.44) przy pomocy procedury opisanej w podrozdziale

2.7.1 otrzymujemy funkcjona l Lapunowa

V (x) = xTHx =
1

2
x21 +

1

1 + 2ξ
x1x3 +

2ξ(1 + ξ)

1 + 2ξ
x22 +

1

2
x23 ,

a jego pochodna wzd luż rozwia
‘
zań uk ladu (3.17) jest postaci

V̇ (x) = −
(

x1
1 + 2ξ

+ x3

)

ψ

(
x1

1 + 2ξ
+ x3

)

− (1 + 2ξ)

(
x1

1 + 2ξ
+ x3

)2

.

2◦. W przypadku, gdy

α =
1

1 + 2ξ
, β = 0 (3.20)

uk lad Fitts’a jest szczególnym przypadkiem (ψ = φ(σ)) klasy uk ladów postaci
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ẋ1 = x2
ẋ2 = x3

ẋ3 = −x1 − (1 + 2ξ)x2 − (1 + 2ξ)x3 − ψ

(
x2

1 + 2ξ
+ x3

)







(3.21)

z cia
‘
g la

‘
, lokalnie akkretywna

‘
funkcja

‘
ψ : IR 7−→ IR. Uk lad (3.21) może być

interpretowany jako trójwymiarowy uk lad Lurie (2.39) z

A =





0 1 0
0 0 1

−1 −1 − 2ξ −1 − 2ξ



 , b =





0
0

−1



 , c =






0
1

1 + 2ξ
1






F (σ) = ψ(σ), ξ > 0

G(s) =

s2 +
s

1 + 2ξ

s3 + (1 + 2ξ)s2 + (1 + 2ξ)s+ 1
=

s2 +
s

1 + 2ξ

(s2 + 2ξs+ 1)(s+ 1)
.

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) – obserwowalna. Macierz A jest hur-
witzowska. Jeśli k = ∞, q = 0 to

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

=

ω4

(

1 + 2ξ − 1

1 + 2ξ

)

ω6 + (4ξ2 − 1)ω4 + (4ξ2 − 1)ω2 + 1
≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Warunek (2.80) jest spe lniony.

Z Lematu 2.6.1, Uwagi 2.6.3 i Twierdzenia 2.5.3 wynika, że x = 0 jest GAS
po lożeniem równowagi uk ladu (3.21) o ile

σψ(σ) ≥ 0 ∀σ ∈ IR, ψ(0) = 0 .

Ostatecznie, jeśli K = 7.5, δ = 0, ξ ≥ 4.5 (na mocy (3.20) mamy wtedy 0 ≤ α ≤
0.1), ψ(σ) = φ(σ), gdzie φ jest nieliniowościa

‘
określona

‘
wzorem (3.15), to wtedy

powyższy wynik przeczy cze
‘́
sci ustaleń Fitts’a dotycza

‘
cych pozycji 2 w tabeli

3.1. W pozycji 2 tabeli 3.1 musi być 4.5 > ξ > 0.0001. Po rozwia
‘
zaniu uk ladu

(2.45) przy pomocy procedury opisanej w podrozdziale 2.7.1 otrzymujemy funk-
cjona l Lapunowa

V (x) =
1

2(1 + 2ξ)
x21 + x1x2 + (1 + ξ)x22 +

1

1 + 2ξ
x2x3 +

1

2
x23 ,

którego pochodna wzd luż rozwia
‘
zań uk ladu (3.21) jest postaci

V̇ (x) = −
[

4ξ + 4ξ2

1 + 2ξ

]

x23 − cTxφ(cTx) .

Dwie powyższe nieścis lości w rezultatach Fitts’a opisano w pracach [129] i [45],
w nieco innych wersjach.
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3.2. UK LADY CZWARTEGO RZE
‘
DU

3.2.1. Uk lady z nieliniowościa
‘
zależna

‘
od pierwszej zmiennej stanu

W pracach [24], [19], [20] badano stabilność uk ladu opisanego równaniem różniczko-
wym

x(4) + αx(3) + βx(2) + γẋ+ φ(x) = 0, αβ − γ > 0, α, β, γ > 0 (3.22)

Postacia
‘
normalna

‘
tego równania jest uk lad Lurie (2.39) z

n = 4, A =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 −γ −β −α






, b =







0
0
0

−1






, c =







1
0
0
0






, F (σ) = φ(σ) .

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna. Transmitancja cze
‘́
sci liniowej

uk ladu wyraża sie
‘

wzorem

G(s) =
1

(s3 + αs2 + βs+ γ)s
.

Widmo λ(A) macierzy A jest w lewej domknie
‘
tnej pó lp laszczyźnie, przy czym 0 jest

jedyna
‘
i pojedyncza

‘
wartościa

‘
w lasna

‘
na osi urojonej,

Res
s=0

(1 + qs)G(s) = lim
s→0

sG(s) =
1

γ
> 0 .

Teraz mamy

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

=
ω6 + (α2 − 2β)ω4 + (β2 − 2αγ − αqk + k)ω2 + (γqk + γ2 − βk)

k [(ω3 − βω)2 + (γ − αω2)2]
.

Nierówność Popova (2.84) be
‘
dzie spe lniona wtedy i tylko wtedy, gdy licznik można

roz lożyć w naste
‘
puja

‘
cej formie:

ω6 + (α2 − 2β)ω4 + (β2 − 2αγ−αqk+ k)ω2 + (γqk+ γ2−βk) = (ω2 −U)2(ω2 +W ) ,

przy czym U , W ≥ 0. Z dzielenia wielomianów

ω6 + (α2 − 2β)ω4 + (β2 − 2αγ − αqk + k)ω2 + (γqk + γ2 − βk), (ω2 − U)2

wynikaja
‘
zwia

‘
zki
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W = α2 − 2β + 2U ≥ 0
[

−α 1

γ −β

][

qk

k

]

=

[

−3U2 + U(4β − 2α2) + 2αγ − β2

U2(α2 − 2β) + 2U3 − γ2

]







,

ska
‘
d

k = k(U) =
−2αU3 + U2(−α3 + 2αβ + 3γ) + U(2α2γ − 4γβ) + (γβ2 − αγ2)

αβ − γ
.

W celu wyznaczenia maksymalnego sektora ABSS należy dokonać maksymalizacji k
po U z uwzgle

‘
dnieniem ograniczenia α2 − 2β + 2U ≥ 0, patrz rysunek 3.3.
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Rysunek3.3. Maksymalizacja k(U) w dwóch różnych przypadkach. Rysunek lewy odpo-
wiada parametrom: α = 1, β = 0.8, γ = 0.5. Lokalne maksimum funkcji k leży na prawo od
punktu (2β − α2)/2. Rysunek prawy odpowiada parametrom: α = 1, β = 1, γ = 2. Lokalne
maksimum funkcji k leży na lewo od punktu (2β − α2)/2

Niech U∗ oznacza maksimum funkcji k. Z rysunku 3.3 wynika, że w sytuacji, gdy
α2 − 2β + 2U∗ ≥ 0 maksymalna możliwa wartość k odpowiada lokalnemu maksimum
funkcji k, a w przypadku, gdy α2 − 2β + 2U∗ < 0 maksymalna wartość k jest równa
k((2β − α2)/2).

Po wykonaniu stosownych rachunków otrzymujemy:

U∗ =
γ

α
, k(U∗) =

αβγ − γ2

α2
, q(U∗) =

2γ2 + α2β2 − 3αβγ

αγ(αβ − γ)
=
αγ − 2γ

αγ
,

k
(2β − α2

2

)

=
4α2βγ − 4αγ2 − α4γ

4αβ − αγ
, q
(2β − α2

2

)

=
4α2β2 − α4β − 8αβγ + 4γ2

4α2βγ − 4αγ2 − α4γ
.
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Wynikaja
‘
sta

‘
d naste

‘
puja

‘
ce implikacje:

α3 − 2(αβ − γ) ≥ 0 =⇒ k =
αβγ − γ2

α2
, q =

αβ − 2γ

αγ
(3.23)

α3 − 2(αβ − γ) < 0 =⇒ k =
αγ(4αβ − 4γ − α3)

4(αβ − γ)
, q =

4(αβ − γ)2 − α4β

αγ(4αβ − 4γ − α3)
(3.24)

Ostatecznie warunki wystarczaja
‘
ce ABSS uk ladu (3.22) moga

‘
być teraz ustalone

w oparciu o Twierdzenie 2.5.3.

3.2.1.1. Przyk lady liczbowe

Uk lad Dewey’a–Jury’ego. Uk lad ten odpowiada danym:

α = 1.8, β = 16.8, γ = 16, φ(x) = 40F (x) ,

gdzie F jest funkcja
‘
lokalnie lipschitzowska

‘
. Z (3.24) wynika, że

k =
57519

2225
≈ 25.851236, q =

495899

1150380
≈ 0.43107408 .

Warunek (2.89) jest spe lniony i z Twierdzenia 2.5.3 otrzymujemy warunki wystarcza-
ja
‘
ce ABSS uk ladu Dewey’a–Jury’ego,

0 <
F (σ)

σ
<

57519

89000
≈ k1 = 0.6462809 (3.25)

Na rysunku 3.4 dokonano graficznej interpretacji nierówności Popova dla uk ladu
Dewey’a–Jury’ego, z której wynika, że otrzymane wyżej warunki wystarczaja

‘
ce ABSS

nie moga
‘
być polepszone.

Uk lad Brocketta. Uk lad ten odpowiada danym:

α = 3, β = 2, γ = 1

i by l analizowany w [19]. Z (3.23) wynika, że

k =
5

9
, q =

4

3
.

Warunek (2.89) jest spe lniony i z Twierdzenia 2.5.3 wynika, że dla uk ladu Brocketta
prawdziwa jest hipoteza Ajzermana – patrz rysunek 3.5.

86



3.2. UK LADY CZWARTEGO RZE
‘
DU

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

Rysunek3.4. Graficzna interpretacja nie-
równości Popova dla uk ladu Dewey’a–Ju-
ry’ego. Na osiach zaznaczono cze

‘
ści: rzeczy-

wista
‘

i urojona
‘

zmodyfikowanej charaktery-
styki cze

‘
stotliwościowej
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Rysunek3.5. Graficzna interpretacja nie-
równości Popova dla uk ladu Brocketta. Na
osiach zaznaczono cze

‘́
sci: rzeczywista

‘
i u-

rojona
‘
zmodyfikowanej charakterystyki cze

‘
s-

totliwościowej

3.2.2. Uk lady z nieliniowościa
‘
zależna

‘
od drugiej zmiennej stanu

Postać normalna
‘
równania różniczkowego:

x(4) + dx(3) + γx(2) + ϕ(ẋ) + ax = 0, a, γ, d > 0, γ2 − 4a > 0 (3.26)

można interpretować jako system Lurie (2.39) z:

n = 4, A =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−a −β −γ −d






, b =







0
0
0

−1






, c =







0
1
0
0







,

F (σ) = ϕ(σ) − βσ, β =
γd− d

√

γ2 − 4a

2
> 0 .

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna. Widmo λ(A) macierzy A
leży w lewej domknie

‘
tej pó lp laszczyźnie, przy czym na osi urojonej zlokalizowane sa

‘

dok ladnie dwie wartości w lasne: ±j√α, α =
γ −

√

γ2 − 4a

2
. Transmitancja cze

‘́
sci

liniowej wyraża sie
‘

wzorem

G(s) =
s

s4 + ds3 + γs2 + βs+ a
=

s

(s2 + α)(s2 + ds+ γ − α)
,
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Res
s=±j

√
α
(1 + qs)G(s) =

γ − 2α

2 [(γ − 2α)2 + d2α]
> 0 (γ − 2α =

√

γ2 − 4a)

o ile

q =
d

γ − 2α
=

d
√

γ2 − 4a
> 0 .

Dla q =
d

√

γ2 − 4a
mamy

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

ω4 + (2α+ d2 − kq − 2γ)ω2 + (γ − α)2

k [(γ − α− ω2)2 + d2ω2]
,

ska
‘
d widać, że najwie

‘
ksza

‘
liczba

‘
k, przy której spe lniona jest nierówność Popova

(2.89) jest

k = d
√

γ2 − 4a .

Warunek (2.89) jest spe lniony i na podstawie Twierdzenia 2.5.3 ustalamy, że warunki
wystarczaja

‘
ce ABSS uk ladu (3.26) maja

‘
postać

γd− d
√

γ2 − 4a

2
<
ϕ(σ)

σ
<
γd+ d

√

γ2 − 4a

2
∀σ 6= 0, ϕ(0) = 0 .

Dla uk ladu (3.26) jest wie
‘
c s luszna hipoteza Ajzermana. Powyższe warunki pokrywaja

‘
sie

‘
z rezultatem Ogurcowa [10].

3.2.3. Uk lad z nieliniowościa
‘
zależna

‘
od trzeciej zmiennej stanu

Postacia
‘
normalna

‘
równania różniczkowego

x(4) + ax(3) + ϕ(x(2)) + γẋ+ dx = 0, a, d, γ > 0

jest uk lad Lurie (2.39) z

n = 4, A =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−d −γ −β −a






, b =







0
0
0

−1






, c =







0
0
1
0







,

F (σ) = −βσ + ϕ(σ), β =
γ2 + a2d

aγ
> 0 .

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna. Widmo λ(A) macierzy A

po lożone jest w lewej pó lp laszczyźnie domknie
‘
tej, przy czym ±j

√
γ

a
sa
‘

wartościami

w lasnymi macierzy po lożonymi na osi urojonej. Transmitancja cze
‘́
sci liniowej przyj-

muje postać
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G(s) = cT (A− sI)−1b =
s2

s4 + as3 + βs2 + γs+ d
=

s2

(

s2 +
γ

a

)(

s2 + as+
ad

γ

) ,

Res
s=j

√
γ

a

(1 + qs)G(s) =

(

1 + jq

√
γ

a

)(

−γ
a

)

2j

√
γ

a

(

−γ
a

+ ja

√
γ

a
+
ad

γ

) > 0

wtedy i tylko wtedy, gdy

q =
γ2 − a2d

aγ2
.

Spe lniony jest warunek (2.85). Nierówność cze
‘
stotliwościowa

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

=
γ2ω4 + (a2γ2 − 2aγd− ka2d)ω2 + a2d2

γ2k

[(
ad

γ
− ω2

)2

+ a2ω2

] ≥ 0 ∀ω ∈ IR \
{

∓
√
γ

a

}

(3.27)

jest równoważna nierówności wielomianowej

γ2ω4 + (a2γ2 − 2aγd− ka2d)ω2 + a2d2 ≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Jest to trójmian wzgle
‘
dem ω2 o wyróżniku

∆(k) = a3
[
ad2k2 − (2aγ2d− 4γd2)k + aγ4 − 4γ2d

]
.

Korzystaja
‘
c z Lematu 3.1.1/przypadek 1 ustalamy, że maksymalna

‘
wartościa

‘
k, przy

której jest spe lniona nierówność (3.27) jest k =
γ2

d
. Wówczas

π(ω) =

(ω2 − ad

γ
)2

γ2

d

[(
ad

γ
− ω2

)2

+ a2ω2

] ≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Na mocy Lematu 2.6.1 spe lnione sa
‘
wszystkie za lożenia Twierdzenia 2.5.3, za wyja

‘
t-

kiem (2.41). Macierz A+ kbcT jest hurwitzowska przy dowolnym k > 0. Mamy także

−1

q
/∈ λ(A). Istotnie,

−1

q
∈ λ(A) ⇐⇒ da3γ2 +

d

γ
(a2d− γ2)2 = 0 .
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Ostatnia równość nie zachodzi. Pokażemy teraz, że także
1

q
/∈ λ(A + kbcT ). Istotnie,

wielomian charakterystyczny macierzy A+ kbcT ,

s4 + as3
[
γ2 + a2d

aγ
+
γ2

d

]

s2 + γs+ d

przyjmuje w punkcie s =
1

q
=

aγ2

γ2 − a2d
wartość dodatnia

‘
. Teraz, na mocy Uwag 2.5.4

i 2.6.3, poprzedniki implikacji (2.69), (2.70) nie sa
‘
spe lnione, a zatem warunek (2.68)

z k =
γ2

d
wystarcza dla zagwarantowania ABSS. W odniesieniu do nieliniowości ϕ

warunki sektorowe gwarantuja
‘
ce ABSS przyjmuja

‘
postać

γ2 + a2d

aγ
<
ϕ(σ)

σ
<
γ2

d
+
γ2 + a2d

aγ
∀σ 6= 0, ϕ(0) = 0 .

Dla porównania sektor Hurwitza dla ϕ jest równy

(
γ2 + a2d

aγ
,∞
)

.

3.2.4. Uk lad z nieliniowościa
‘
zależna

‘
od czwartej zmiennej stanu

Postacia
‘
normalna

‘
równania różniczkowego

x(4) + f(x(3)) + γx(2) + βẋ+ αx = 0, α, β, γ > 0, γ2 > 4α (3.28)

jest uk lad Lurie (2.39) z

n = 4, A =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−α −β −γ −µ






, b =







0
0
0

−1






, c =







0
0
0
1







,

F (σ) = −µσ + f(σ), µ =
γβ − β

√

γ2 − 4α

2α

(

>
β

γ

)

.

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna. Widmo λ(A) macierzy A

po lożone jest w lewej pó lp laszczyźnie domknie
‘
tej, przy czym ±j

√
β

µ
sa
‘

wartościami

w lasnymi macierzy po lożonymi na osi urojonej. Transmitancja cze
‘́
sci liniowej przyj-

muje postać

G(s) = cT (A− sI)−1β =
s3

s4 + µs3 + γs2 + βs+ α
=

s3
(

s2 +
β

µ

)(

s2 + µs+
αµ

β

) .
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Warunek
Res

s=j
√

β
µ

(1 + qs)G(s) > 0

jest spe lniony wtedy i tylko wtedy, gdy

q =
µ2β

αµ2 − β2
(< 0) .

Nierówność cze
‘
stotliwościowa

0 ≤ π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

=

(

1 − kβµ2

β2 − αµ2

)

ω4 +

(

µ2 − 2αµ

β

)

ω2 +
α2µ2

β2

k

[(
αµ

β
− ω2

)2

+ µ2ω2

] ∀ω ∈ IR \
{

∓
√

β

µ

}

jest równoważna nierówności wielomianowej

(

1 − kβµ2

β2 − αµ2

)

ω4 +

(

µ2 − 2αµ

β

)

ω2 +
α2µ2

β2
≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Na mocy Lematu 3.1.1 ustalamy, że zachodza
‘
dwa naste

‘
puja

‘
ce przypadki

1◦. µ ≥ 2α

β
. Wtedy

k =
β2 − αµ2

µ2β
= −1

q
,

2◦. µ ≤ 2α

β
. Wtedy

k =
(4α− µβ)(β2 − αµ2)

4µα2

(

≤ β2 − αµ2

µ2β

)

.

Jeżeli
1 + (k + µ)q + γq2 + βq3 + αq4 6= 0

to na mocy Uwagi 2.5.4, Lematu 2.6.1 i Twierdzenia 2.5.3 badany system jest abso-
lutnie stabilny w sektorze (0, k). Sektorem Hurwitza dla F jest

(

0,
γβ − 2αµ

α
=
β2 − αµ2

αµ

)

.

W przypadku 1o zachodzi nierówność
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β2 − αµ2

µ2β
≤ β2 − αµ2

2αµ
<
β2 − αµ2

αµ
(3.29)

a w przypadku 2o zachodzi oczywista nierówność

(4α− µβ)(β2 − αµ2)

4αµ
<
β2 − αµ2

αµ
(3.30)

Z nierówności (3.29), (3.30) wynika, że zawsze sektor ABSS wyznaczony metoda
‘

Popova jest istotnie mniejszy od sektora Hurwitza.

3.2.4.1. Przyk lady liczbowe. Dla systemu (3.28) z parametrami α = 4, β = 8,

γ = 5 mamy µ = 2, q = −2

3
. Odpowiada to przypadkowi 1o. Zatem k =

3

2
. Ponieważ

1 + (k + µ)q + γq2 + βq3 + αq4 = −56

81
6= 0 .

Sektorem ABSS wynikaja
‘
cym z metody Popova jest

(

0,
3

2

)

, a sektorem Hurwitza

(0, 6).

Dla systemu (3.28) z parametrami α = 4, β = 4, γ = 5 mamy µ = 1, q = −1

3
.

Odpowiada to przypadkowi 2o. Zatem k =
9

4
. Ponieważ

1 + (k + µ)q + γq2 + βq3 + αq4 =
121

324
6= 0 .

Sektorem ABSS wynikaja
‘
cym z metody Popova jest

(

0,
9

4

)

, a sektorem Hurwitza

(0, 3).

3.2.5. Uwagi o pierwszym kontrprzyk ladzie Fittsa

Fitts [38] bada l uk ladu automatycznej regulacji o strukturze przedstawionej na ry-
sunku 2.4, str. 37, przy czym

G(s) =
s(s+ α)

[(s+ β)2 + 0.92] [(s+ β)2 + 1.12]
(3.31)

Stwierdzi l on eksperymentalnie [38], [128], że w przypadku charakterystyki nielinio-
wej F (σ) = Kσ3 i wartości parametrów K, α, β podanych w tabeli 3.2, w uk ladzie
powstaja

‘
drgania okresowe Fitts zaobserwowa l generacje

‘
drgań okresowych także dla

charakterystyki nieliniowej F (σ) = σ |σ| oraz dla charakterystyki wzmacniacza ze
strefa

‘
martwa

‘
.

Zajmiemy sie
‘

obecnie pewnymi aspektami przypadku pierwszego z tabeli 3.2.
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Tabela3.2. Ograniczenia parametrów dla pierwszego kontrprzyk ladu Fitts’a

Przypadek K α β

1 0.1 ≤ K ≤ 1000 0 0.01

2 10 0 ≤ α ≤ 0.02 0.01

3 10 0 0.01 ≤ β ≤ 0.75

Z graficznej interpretacji nierówności (2.84) dla analizowanego systemu, przedstawio-
nej na rysunku 3.6, Lematu 2.6.1, Uwagi 2.6.3 i Twierdzenia 2.5.3 wynika, że uk lad

Lurie (2.39) z transmitancja
‘
(3.31) jest ABSS w sektorze [0,

1

56
).
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Rysunek3.6. Graficzna interpretacja nierówności Popova dla uk ladu Fittsa. Na osiach za-
znaczono cze

‘́
sci: rzeczywista

‘
i urojona

‘
zmodyfikowanej charakterystyki cze

‘
stotliwościowej

Rozważane przez Fitts’a nieliniowości nie leża
‘

w tym sektorze – spe lniaja
‘

tylko
warunek (2.75). Twierdzenie 2.5.1 może wie

‘
c być użyte do oszacowania obszaru

atrakcji trywialnego rozwia
‘
zania zerowego.

Piatnicki [110] udowodni l poniższe twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.1. Przypuśćmy, że para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obser-
wowalna. Niech Reλ(A) < 0, cT b = 0. Za lóżmy, także, że k0 ∈ (0,∞] jest maksymalna

‘
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taka
‘
liczba

‘
, dla której istnieje q ∈ IR, −1

q
/∈ λ(A) takie, że Reλ(A+ k0bcT ) < 0 oraz

1

k0
+ Re(1 + jqω)G(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Wtedy istnieje ∆ > 0 taka, że uk lad (2.39) jest ABSS w sektorze [0, k0 +∆] (w sek-
torze tym dopuszczamy tylko nieliniowości cia

‘
g le i na tyle regularne, że rozwia

‘
zania

(2.39) generuja
‘
LCSDS na IRn).

W przypadku uk ladu (3.31) mamy k0 =
1

56
, q =

1

11
,

−cT b = lim
s→∞

sG(s) = 0, Reλ(A + µbcT ) < 0 ∀µ ∈
(

− 1010101

25252500
,∞
)

.

Z twierdzenia Piatnickiego wynika możliwość rozszerzenia w prawo wyznaczonego
uprzednio sektora ABSS. Rezultaty Fitts’a pokazuja

‘
, że rozszerzenie to jest wzgle

‘
dnie

niewielkie.
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4.1. PRZYK LAD KRASOWSKIEGO

Pliss [111] oraz Walker i Clark [140] badali uk lad

{
ẋ1 = x2 − αφ(x1)
ẋ2 = −βφ(x1)

}

(4.1)

gdzie α, β > 0, φ jest funkcja
‘
cia

‘
g la

‘
i na tyle regularna

‘
, że rozwia

‘
zania (4.1) generuja

‘

LCSDS na IR2 (np. φ jest lokalnie akkretywna [44]). Uk lad (4.1) można interpretować
jako uk lad Lurie (2.39) z

n = 2, A =

[
0 1
0 0

]

, b =

[
−α
−β

]

, c =

[
1
0

]

.

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna, warunki (2.49), (2.50) sa
‘

spe lnione. Ponieważ, zgodnie z (2.40),

G(s) =
αs+ β

s2

wie
‘
c

π(ω) = −ω ImG(jω) = α > 0 ∀ω ∈ IR \ {0} .

0 jest podwójna
‘
wartościa

‘
w lasna

‘
macierzy A, cT b 6= 0,

lim
s→0

s2G(s) = β > 0 .

Spe lnione sa
‘
wie

‘
c za lożenia Lematu 2.6.4 i z Twierdzenia 2.5.5 wynika, że zwia

‘
zki:

σφ(σ) > 0 ∀σ 6= 0, φ(0) = 0 (4.2)

lim
|σ|→∞

∫ σ

0

φ(ξ)dξ = ∞ (4.3)

sa
‘
warunkami wystarczaja

‘
cymi na to, aby x ≡ 0 by lo GAS rozwia

‘
zaniem trywialnym

uk ladu (4.1). Uzyskane warunki wystarczaja
‘
ce ABSS uk ladu (4.1) pokrywaja

‘
sie

‘
z rezultatami pracy [140].

W przypadku α = β = 1 zmiana zmiennych

{
u1 = x1
u2 = x2 − x1

}

sprowadza (4.1) do postaci
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{
u̇1 = u1 + u2 − φ(u1)
u̇2 = −u1 − u2

}

(4.4)

Krasowski [10, str. 57 - 58] rozważy l, przedstawiona
‘
na rysunku 4.1 funkcje

‘
φ,

φ(σ) =







e−2σ

1 + e−σ
, dla σ ≥ 1

σ
e−2

1 + e−1
, dla |σ| ≤ 1

− e−2|σ|

1 + e−|σ| , dla σ ≤ 1







(4.5)
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Rysunek4.1. Wykres nieliniowości (4.5)

Spe lnia ona warunek (4.2), ale nie spe lnia (4.3). Dla u1 ≥ 1 krzywa u1+u2−e−u1 = 0
pokrywa sie

‘
z trajektoria

‘
uk ladu (4.4), (4.5) i podobnie dla u1 ≤ −1 w lasność taka

‘
ma krzywa u1 + u2 + eu1 = 0. W konsekwencji rozwia

‘
zania startuja

‘
ce z punktów

(1,−1 + e−1), (−1, 1 − e−1) sa
‘
nieograniczone.

System (4.4) z nieliniowościa
‘
(4.5) jest znów systemem Lurie, z

A =

[
1 1

−1 −1

]

, b =

[
−1

0

]

, c =

[
1
0

]

.

Ponadto nieliniowość (4.5) spe lnia warunek (2.53) przy dowolnych σ1 < 0, σ2 > 0.
Wszystkie za lożenia Twierdzenia 2.5.2 sa

‘
spe lnione, przy czym rozwia

‘
zanie uk ladu

(2.51) ma postać:
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g =

[
0
0

]

, H =
1

2

[

1 1

1 1

]

.

Z zależności (2.54), (2.55) otrzymujemy, po dokonaniu przej́sć granicznych σ1 → −∞,
σ2 → ∞, naste

‘
puja

‘
cy obszar atrakcji AS trywialnego rozwia

‘
zania zerowego:

ΩA =

{

(u1, u2) ∈ IR2 :
(u1 + u2)

2

2
+

+







u21e
−2

2(1 + e−1)
, gdy |u1| ≤ 1

3e−2 + 2e−1

2(1 + e−1)
− ln(1 + e−1) − e−|u1| + ln(1 + e−|u1|), gdy |u1| ≥ 1







<

<
3e−2 + 2e−1

2(1 + e−1)
− ln(1 + e−1)

}

.

Zbiór ten przedstawiony jest na rysunku 4.2 wraz z trajektoriami Krasowskiego.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
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1

1

2 3

u1

u2

Rysunek4.2. Obszar atrakcji w przyk ladzie Krasowskiego: 1 – brzeg obszaru atrakcji, 2 –
trajektoria startuja

‘
ca z obszaru atrakcji, 3 – trajektoria nieograniczona
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Przedstawione wyniki wykazuja
‘
, że za lożenie (4.3) jest istotne dla zagwaran-

towania GAS rozwia
‘
zania zerowego uk ladu (4.1). Mamy tu odmienna

‘
sytuacje

‘
niż

w przyk ladzie dyskutowanym w podrozdziale 3.1.2, kiedy to warunek (3.4), analo-
giczny do (4.3), nie by l istotnym warunkiem ABSS. Dla (4.1) nie jest prawdziwa
hipoteza Ajzermana. Wyznaczony obszar atrakcji prawie pokrywa sie

‘
z pe lnym ob-

szarem przycia
‘
gania rozwia

‘
zania zerowego systemu.

4.2. PROSTY SYSTEM ELEKTROENERGETYCZNY

Modelem matematycznym dynamiki prostego systemu elektroenergetycznego z lożo-
nego z maszyny synchronicznej wspó lpracuja

‘
cej z linia

‘
jest równanie różniczkowe

M
d2δ

dt2
+ a

dδ

dt
+ Pem sin δ = Pm ,

gdzie M > 0 jest momentem inercji, a > 0 oznacza wspó lczynnik t lumienia,
Pem = E1E2B12 > 0 jest moca

‘
elektromechaniczna

‘
, przy czym E1 i E2 sa

‘
si lami

elektromotorycznymi, odpowiednio maszyny i linii, a B12 – susceptancja
‘
przej́scia od

maszyny do linii, δ1 − δ2, przy czym δ1, δ2 oznaczaja
‘

argumenty si l elektromoto-
rycznych, odpowiednio maszyny i linii, Pm > 0 jest moca

‘
mechaniczna

‘
(wej́sciowa

‘
)

na wale maszyny. Przyk lady typowych zestawów parametrów podano w tabeli 4.1.

Tabela4.1. Typowe zestawy parametrów prostego systemu elektroenergetycznego

Przypadek a M Pem Pem

1 [37] 0.037 0.01666 3.020 0.910
2 [59] 0.057 0.0138 3.020 0.910

Wprowadzaja
‘
c zmienne stanu x1 = δ− δ0, x2 = δ̇, gdzie δ0 oznacza najmniejsze,

dodatnie rozwia
‘
zanie równania

sin δ =
Pm

Pem
,

otrzymamy uk lad równań różniczkowych
{
ẋ1 = x2
ẋ2 = −αx2 − F (x1)

}

,

gdzie

α =
a

M
, F (x1) = β [sin(x1 + δ0) − sin δ0] , β =

Pem

M
.

Rozważania be
‘
dziemy ilustrować przyk ladem liczbowym odpowiadaja

‘
cym przy-

padkowi 1 z tabeli 4.1. Wtedy α = 2.2208884, β = 181.27251, a nieliniowość F ma
postać przedstawiona

‘
na rysunku 4.3, przy czym

98



4.2. PROSTY SYSTEM ELEKTROENERGETYCZNY

δ0 = 0.30608141, −π − 2δ0 = −3.7537555, sin δ0 = 0.3013245 ,

π − 2δ0 = 2.5294298, cos δ0 = 0.95352166 .
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Rysunek4.3. Wykres funkcji nieliniowej F dla prostego systemu elektroenergetycznego.
Zaznaczono punkty: U= (σ1, 0), W= (σ2, 0)

Uk lad ten można interpretować jako system Lurie (2.39) z

n = 2, A =

[
0 1
0 −α

]

, b =

[
0

−1

]

, c =

[
1
0

]

.

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) – obserwowalna. Transmitancja cze
‘́
sci li-

niowej wyraża sie
‘

wzorem

G(s) = cT (A− sI)−1b =
1

s(s+ α)
.

4.2.1. Oszacowanie obszaru atrakcji w oparciu o Twierdzenie 2.5.1

Dokonamy weryfikacji za lożeń Twierdzenia 2.5.1, za wyja
‘
tkiem warunku (2.41).

Widmo λ(A) macierzy A leży w lewej domknie
‘
tej pó lp laszczyźnie, przy czym 0 jest

jedyna
‘
i pojedyncza

‘
wartościa

‘
w lasna

‘
macierzy A na osi urojonej,

Res
s=0

(1 + qs)G(s) = lim
s→0

sG(s) = lim
s→0

1

s+ α
=

1

α
> 0 .
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Warunki (2.83) i (2.85) sa
‘
wie

‘
c spe lnione. Ponieważ

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

1

k
+

αq − 1

ω2 + α2
,

wie
‘
c przy k = ∞, q ≥ 1

α
jest spe lniona nierówność Popova (2.84). Do dalszych

obliczeń bierzemy k = ∞, q =
1

α
. Wtedy

1

k
− qcT b = 0, π(ω) ≡ 0 ,

i metoda faktoryzacji daje

φ(s) ≡ 0, g =

[

0

0

]

.

Na mocy (2.44) mamy

H =






α

2

1

2

1

2

1

2α




 ≥ 0

i nie może być H > 0, bo −1

q
= −α ∈ λ(A), tzn. (2.89) nie zachodzi.

Przy k = ∞ warunek (2.41) jest spe lniony z σ1 = −π − 2δ0, σ2 = π − 2δ0.
Z Twierdzenia 2.5.1 wynika, że zerowy punkt równowagi jest AS, a jego podzbiór
atrakcji może być określony ze wzorów (2.45), (2.46). Wobec H ≥ 0, detH = 0 mamy

η = min
i=1,2

β

α

∫ σi

0

[sin(σ + δ0) − sin δ0] dσ =
β

α
[(−π + 2δ0) sin δ0 + 2 cos δ0] .

Zgodnie z (2.45) estymata obszaru atrakcji zerowego punktu równowagi przyjmuje
postać

ΩA =
{

(x1, x2) ∈ IR2 :
αx21

2
+ x1x2 +

x22
2α

+ [−x1 sin δ0 − cos(x1 + δ0) + cos δ0]
β

α
<

<
β

α
[(−π + 2δ0) sin δ0 + 2 cos δ0] , −π − 2δ0 ≤ x1 ≤ π − 2δ0

}

.

Dla dyskutowanego przyk ladu liczbowego zbiór ten przedstawiono na rysunku 4.4.
Krzywa ,,1” przedstawia dok ladny obszar atrakcji otrzymany na drodze symulacji,
krzywa ,,2” odpowiada estymacie obszaru atrakcji uzyskanej metoda

‘
opisana

‘
w pod-

rozdziale 4.2.1, krzywa ,,3” jest estymata
‘

obszaru atrakcji uzyskana
‘

metoda
‘

opisana
‘

w naste
‘
pnym podrozdziale 4.2.2 i krzywa ,,4” przedstawia trajektorie

‘
systemu pozwar-

ciowego, która be
‘
dzie wyprowadzona w podrozdziale 4.2.3.
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4.2. PROSTY SYSTEM ELEKTROENERGETYCZNY
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Rysunek4.4. Prosty system elektroenergetyczny

4.2.2. Oszacowanie obszaru atrakcji w oparciu o Twierdzenie 2.5.2

Zauważmy, że

Reλ(A+ µbcT ) < 0 ∀µ > 0 .

Istotnie,

det
[
sI − (A+ µbcT )

]
= s2 + αs+ µ .

Trójmian ten jest stabilny dla dowolnego µ > 0 i warunek (2.49) jest spe lniony.

Lemat 2.6.4 może być użyty do weryfikacji za lożenia (2.50) Twierdzenia 2.5.1
i ustalenia czy uk lad (2.51) posiada poża

‘
dane rozwia

‘
zanie. W tym celu analizujemy

nierówność (2.93),

π(ω) = Re[jωG(jω)] =
α

α2 + ω2
≥ 0 ∀ω ∈ IR .

W dyskutowanym przyk ladzie 0 jest jedyna
‘
wartościa

‘
w lasna

‘
macierzy A na osi uro-

jonej, cT b = 0, ale

{s ∈ C : Re s < 0} ∩ λ(A) = {−α} 6= ∅ .

Teraz z Lematu 2.6.4 wynika, że sa
‘
spe lnione za lożenia Twierdzenia 2.5.2, przy czym

σ1 = −π − 2δ0, σ2 = π − 2δ0. W celu rozwia
‘
zania uk ladu (2.51) można pos lużyć sie

‘
procedura

‘
faktoryzacyjno -realizacyjna

‘
. W kroku 1, dokonujemy faktoryzacji π,
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π(ω) =
α

α2 + ω2
=

j
√
αω

jω(α+ jω)
· −j√αω
−jω(α− jω)

,

ska
‘
d φ(s) =

√
αs.

W kroku 2, z tożsamości

φ(s) =
√
αs ≡ gT adj(A− sI)b = g1 + g2s

znajdujemy

g =

[
g1
g2

]

=

[
0

−√
α

]

.

W kroku 3, z uk ladu (2.51) wyznaczamy macierz H ,

H =
1

2

[
0 0
0 1

]

≥ 0

i wobec detA = 0 nie może być H > 0, tzn. nie jest spe lniony warunek (2.97).
Warunek (2.53) w Twierdzeniu 2.5.2 jest spe lniony z σ1 = −π−2δ0, σ2 = π−2δ0.
Z tezy Twierdzenia 2.5.1 wynika, że zerowy punkt równowagi jest AS, a jego

podobszar atrakcji może być określony ze wzorów (2.54), (2.55). Wobec H ≥ 0
i detH = 0 mamy

η = min
i=1,2

β

∫ σi

0

[sin(σ + δ0) − sin δ0] dσ = β [2 cos δ0 − (π − 2δ0) sin δ0] .

Zgodnie z (2.54) estymata obszaru atrakcji zerowego punktu równowagi przyjmuje
postać

ΩA =
{

(x1, x2) ∈ IR2 :
x22
2

+ β [− cos(x1 + δ0) + cos δ0 − x1 sin δ0] <

< β [2 cos δ0 − (π − 2δ0) sin δ0] , −π − 2δ0 ≤ x1 ≤ π − 2δ0

}

.

Obszar ten zaznaczono na rysunku 4.4 jako krzywa ,,3” i porównano z otrzymana
‘

poprzednio estymata
‘
obszaru atrakcji.

4.2.3. Oszacowanie krytycznego czasu oczyszczenia zwarcia

Podamy teraz przyk lad wykorzystania otrzymanej estymaty obszaru atrakcji zerowego
punktu równowagi. Przypuśćmy, że uk lad znajduja

‘
cy sie

‘
dotychczas w równowadze,

uleg l awarii polegaja
‘
cej na zaistnieniu zwarcia doziemnego na linii. Wtedy E2 = 0

i uk lad ewoluuje zgodnie z rozwia
‘
zaniem problemu pocza

‘
tkowego







M
d2δ

dt2
+ a

dδ

dt
= Pm

δ(0) = δ0

δ̇(0) = 0







.
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4.3. MASZYNA SYNCHRONICZNA Z REGULATOREM PRE
‘
DKOŚCI

Rozwia
‘
zanie to po transformacji do uk ladu wspó lrze

‘
dnych 0x1x2 ma postać







x1(t) = − Pm

α2M

(
1 − e−αt

)
+
Pm

αM
t

x2(t) =
Pm

αM

(
1 − e−αt

)







i jest nieograniczone. Przedstawiono go na rysunku 4.4 jako krzywa
‘

,,4”. Jeżeli
w pewnym momencie zwarcie zaniknie lub zostanie usunie

‘
te, to od tego momentu,

uk lad be
‘
dzie ewoluuowa l zgodnie z wyj́sciowym modelem dynamiki. Po lożenie stanu

uk ladu w momencie oczyszczenia zwarcia w obszarze atrakcji zerowego punktu równo-
wagi gwarantuje, że uk lad poda

‘
ży w kierunku poprzedniego stanu równowagi, inaczej

może da
‘
żyć do niezerowego po lożenia równowagi. Z technicznego punktu widzenia

jest to niedopuszczalne. Dysponowanie estymata
‘
ΩA obszaru atrakcji umożliwia os-

zacowanie krytycznego czasu oczyszczenia zwarcia, tj. kresu górnego dopuszczalnych
czasów, po up lywie których uk lad powraca jeszcze do pierwotnego punktu równowagi.

4.3. MASZYNA SYNCHRONICZNA
Z REGULATOREM PRE

‘
DKOŚCI

Uk lad Lurie (2.39) z:

n = 3, A =





0 1 0
0 −D −1
0 γ −α



 , b =





0
−1

0



 , c =





1
0
0



 ,

F (σ) = −Pi(1 − cosσ) +
√

1 − P 2
i sinσ, Pi ∈ (0, 1), α, D, γ > 0 ,

stanowi model matematyczny dynamiki maszyny synchronicznej z regulatorem pre
‘
d-

kości, wspó lpracuja
‘
cej z systemem energetycznym [102].

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna. Widmo λ(A) macierzy
A leży w lewej pó lp laszczyźnie domknie

‘
tej, przy czym jedyna

‘
i pojedyncza

‘
wartościa

‘
w lasna

‘
macierzy A na osi urojonej jest 0, a ponadto

Res
s=0

(1 + qs)G(s) = lim
s→0

sG(s) =
α

γ + αD
> 0 ,

przy czym

G(s) =
s+ α

s[s2 + (α+D)s+ (γ + αD)]
.

Ponieważ

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

=
1

k
+
ω2[(α+D)q − 1 − αq] + [(1 + αq)(αD + γ) − α(α+D)]

(αD + γ − ω2)2 + ω2(α+D)2
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wie
‘
c  latwo ustalić, że przy k = ∞ nierówność Popova (2.84) jest spe lniona, o ile

q ≥ 1

D
. Przy k = ∞, q =

1

D
lewa

‘
strone

‘
nierówności Popova można przedstawić

w postaci

π(ω) =
γ(α+D)ω2

Dω2[(αD + γ − ω2)2 + ω2(α+D)2
.

Z (2.98) ÷ (2.99) otrzymujemy

φ(s) = −
√

γ(α+D)

D
s ≡ −gT adj(A− sI)b ,

ska
‘
d

gT =

[

0 0 −
√
α+D

γD

]

.

Podstawiaja
‘
c wektor g do uk ladu (2.44) i rozwia

‘
zuja

‘
c ten uk lad wzgle

‘
dem H otrzy-

mujemy

H =











αD + γ

2α

1

2
− 1

2α
1

2

1

2D
0

− 1

2α
0

α+D

2αγD











> 0

(warunek (2.89) jest spe lniony). Funkcje
‘
F można przedstawić w postaci

F (σ) = sin(σ + σ0) − sinσ0 ,

gdzie sinσ0 = Pi, σ0 ∈ (0, π/2). Funkcja ta czyni zadość warunkowi (2.41) z

σ1 = −π − 2σ0 < 0, σ2 = π − 2σ0 > 0 .

Twierdzenie 2.5.1 pozwala wyznaczyć podobszar atrakcji rozwia
‘
zania zerowego,

ΩA =

{

x ∈ IR3 : −π − 2σ0 ≤ x1 ≤ π − 2σ0,
αD + γ

2α
x21 + x1x2 −

1

α
x1x3+

+
1

2D
x22 +

α+D

2αγD
x23 −

1

D
cos(x1 + σ0) − sinσ0

D
x1 <

< cosσ0 − (π − 2σ0) sinσ0 +
(π − 2σ0)2γ

2(α+D)

}

.

W szczególności dla

D = 0.01, Pi = 0.4, γ = 0.1, α = 0.002

otrzymujemy zbiór
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‘
DKOŚCI

ΩA =
{

x ∈ IR3 : −3.9646264 ≤ x1 ≤ 2.318559, 25.005x21 + x1x2 + 50x22−

−500x1x3 + 3000x23 − 100 cos[x1 + 0.41151685]− 40x1 < 22.387907
}

,

co jest wynikiem identycznym z uzyskanym w [102], przy znacznie mniejszym nak ladzie
obliczeń.

Pokażemy obecnie, że powyższy wynik można uzupe lnić stosuja
‘
c Twierdzenie

2.5.2. W tym celu wyliczamy

π(ω) = Re[jωG(jω)] = −ω ImG(jω) =

=
(ω2D + α2D + αγ)ω2

ω2 [(γ + αD − ω2)2 + ω2(α+D)2]
≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A) .

Z (2.98) ÷ (2.99) otrzymujemy

φ(s) = −
√

α2D + αγs−
√
Ds2 ≡ s2g2 + s(g3γ + g2α+ g1) + g1α ,

ska
‘
d

gT = [ g1 g2 g3 ] =

[

0 −
√
D

√

α2D + αγ + α
√
D

γ

]

.

Z uk ladu (2.49) otrzymujemy

H =








0 0 0

0
1

2
0

0 0
γ + 2αD + 2

√

α2D + αγD

2γ2







≥ 0

(warunek (2.97) nie jest spe lniony). Twierdzenie 2.5.2 pozwala teraz uzyskać naste
‘
-

puja
‘
cy podobszar atrakcji AS zerowego punktu równowagi

ΩA =

{

x ∈ IR3 :
x22
2

− cos(x1 + σ0) − x1 sinσ0 +
2αD + γ + 2

√

α2D + αγD

2γ2
x23 <

< cosσ0 − (π − 2σ0) sinσ0, −π − 2σ0 ≤ x1 ≤ π − 2σ0

}

.

Dla poprzednio dyskutowanego zestawu parametrów otrzymujemy

ΩA =

{

x ∈ IR3 : −3.9646264 ≤ x1 ≤ 2.318559 ,

− cos(x1 + 0.41151685)− 0.4x1 +
x22
2

+ 5.1448286x23 < −0.01090844

}

.

Zbiór ΩA uzyskany poprzednio i aktualnie uzupe lniaja
‘

sie
‘

wzajemnie. Pośrednie

postacie zbioru ΩA można znaleźć z Twierdzenia 2.5.1 biora
‘
c q ∈ (

1

D
,∞).
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4.4. PRZYK LAD DEWEY’A–JURY’EGO

W zwia
‘
zku z hipoteza

‘
Ajzermana, Dewey i Jury [34] rozpatrywali trójwymiarowy

uk lad Lurie (2.39) z

A =





−γ 1 0
−1 0 1
−γ 0 0



 , b =





−1
0
β



 , c =





1
0
0



 , γ > 0, γ2 > β > 0 ,

nieliniowość F jest cia
‘
g la, lokalnie akkretywna. Zauważmy, że para (A, b) jest sterowal-

na, a para (A, cT ) – obserwowalna, widmo macierzy A ma postać λ(A) = {−j, j,−γ}.
Transmitancja cze

‘́
sci liniowej wyraża sie

‘
wzorem

G(s) =
s2 − β

(s2 + 1)(s+ γ)
.

Sta
‘
d

Res
s=±j

(1 + qs)G(s) =
β + 1

2
> 0 ,

o ile q = −γ < 0. Dla q = −γ mamy

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

(1 − kγ)ω2 + (γ2 − kβγ)

k(γ2 + ω2)
.

Nietrudno zauważyć, że najwie
‘
ksza

‘
liczba

‘
k, przy której zachodzi nierówność (2.84)

jest k =
1

γ
. Warunek (2.89) jest spe lniony.

Na mocy Lematu 2.6.1 i Uwagi 2.6.3 wnosimy, że uk lad (2.44) posiada rozwia
‘
zanie

wzgle
‘
dem pary (H, g), które może być wyznaczone z pomoca

‘
Algorytmu 2.7.1.

W przypadku q = −γ, k =
1

γ
mamy

π(ω) =
γ(γ2 − β)(1 − ω2)2

(γ2 + ω2)(1 − ω2)2
.

Z (2.98)÷(2.99) wynika, że

φ(s) =
√

γ(γ2 − β)(s2 + 1) ≡ −gT adj(A− sI)b ,

ska
‘
d

gT =

[

γ2
√

γ

γ2 − β
−γ
√

γ

γ2 − β

√
γ

γ2 − β

]

.

Po uwzgle
‘
dnieniu postaci g, z uk ladu (2.44) znajdujemy
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H =














γ4(1 + β)(γ2 − β)

2(γ2 − β)(1 + β)
− γ3

2(γ2 − β)

β(γ2 + 1)

2(γ2 − β)(1 + β)

− γ3

2(γ2 − β)

2γ2 + γ2β − β

2(γ2 − β)(1 + β)
− γ

2(γ2 − β)

β(γ2 + 1)

2(γ2 − β)(1 + β)
− γ

2(γ2 − β)

1 + γ2

2(γ2 − β)(1 + β)














> 0 .

Zatem

det(H +
kq

2
ccT ) =

γ2

8(1 + β)2
> 0 .

Z Twierdzenia 2.5.3 wynika, że warunkiem wystarczaja
‘
cym ABSS uk ladu sa

‘
nierów-

ności

0 <
F (σ)

σ
<
σ

γ
∀σ 6= 0, F (0) = 0 (4.6)

Funkcjona l Lapunowa ma postać (tej samej funkcji używa l Barbas̆in [10, str. 163])

V (x) =
(γ2x1 − γx2 + x3)2

2(γ2 − β)
+

(x3 − x1)2

2(1 + β)
+

x22
2(1 + β)

− γ

∫ x1

0

F (σ)dσ ,

a jej pochodna wzd luż rozwia
‘
zań badanego uk ladu przyjmuje postać

V̇ (x) = − γ

γ2 − β

(
γ2x1 − γx2 + x3

)2 − F (x1) [x1 − γF (x1)] .

Przy wartościach liczbowych β = 0.5, γ = 1 sektorem Hurwitza dla nieliniowości
F jest przedzia l (0, 2), podczas gdy z (4.6) wynika, że sektorem ABSS jest przedzia l
(0, 1). Rysunek 4.5 pokazuje, że wykres odcinkowo -liniowej funkcji

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
-80
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-40

-20
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Rysunek4.5. Wykres nieliniowości używanej do symulacji uk ladu Dewey’a i Jury’ego
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F (y) =







15

8
y, gdy |y| ≤ 80

3

−465

64
y +

975

4
sign(y), gdy

80

3
≤ |y| ≤ 100

3
3

64
y, gdy |y| ≥ 100

3







(4.7)

leży w stożku Hurwitza, ale nie leży w stożku ABSS. W wyniku numerycznego
ca lkowania równań systemowych w przedziale czasowym [0, 100] i przy warunku
pocza

‘
tkowym x(0) = [ 80 50 24.9 ]T wykryto istnienie nietrywialnej trajektorii

okresowej. Wyniki symulacji przedstawiono na rysunku 4.6. Istnienie nietrywial-
nej trajektorii okresowej dowodzi, że dla analizowanego systemu jest nieprawdziwa
hipoteza Ajzermana.

Twierdzenie 2.5.1 nie może być bezpośrednio użyte do wyznaczenia obszaru
atrakcji zerowego punktu równowagi, gdyż nieliniowość F nie spe lnia warunku (2.41).
Można jednak dokonać takiej modyfikacji równań systemu, że wszystkie za lożenia
Twierdzenia 2.5.1 be

‘
da

‘
spe lnione. Uk lad zmodyfikowany jest równoważny poprzed-

niemu i także może być interpretowany jako uk lad Lurie (2.39) z

n = 3, A =









−29

10
1 0

−1 0 1

− 1

20
0 0









, b =







1

0

−1

2






, c =






1

0

0




 ,

przy czym nowa
‘
nieliniowościa

‘
jest ϕ,

ϕ(σ) = −F (σ) + 1.9σ .

Teraz mamy

G(s) =
−s2 +

1

2

s3 +
29

10
s2 + s+

1

20

,

i w konsekwencji

π(ω) =
1

k
+ Re(1 + jωq)G(jω) =

=

ω6 (1 − qk) + ω4

(
641

100
− 29k

10
+
qk

2

)

+ ω2

(
71

100
− 28k

20
+
kq

2

)

+

(
1

400
+

k

40

)

k

[(
1

20
− 29

10
ω2

)2

+ (ω − ω3)2
] .

Weźmy kq = 1. Nierówność Popova (2.84) jest spe lniona wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spe lniona nierówność wielomianowa

ω4(2764 − 1160k) + ω2(484 − 560k) + (1 + 10k) ≥ 0 ∀ω ∈ IR .
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Rysunek4.6. Wyniki symulacji uk ladu Deweya i Jure’go
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4. SYSTEMY ZE SKOŃCZONYMI OBSZARAMI ATRAKCJI

Korzystaja
‘
c z równania ∆(k) = 450k2 − 810k + 279 = 0 ustalamy, że maksymalna

‘
liczba

‘
k, przy której zachodzi (2.84), jest

k = k(α) = 0.9 +
√

0.19 .

Uk lad jest zatem absolutnie stabilny dla lokalnie–lipschitzowskich nieliniowości ϕ
spe lniaja

‘
cych warunek sektorowy

0 <
ϕ(σ)

σ
< 0.9 +

√
0.19 ∀σ 6= 0

lub, równoważnie, dla lokalnie–lipschitzowskich nieliniowości F spe lniaja
‘
cych warunek

sektorowy

1 −
√

0.19 <
F (σ)

σ
< 1.9 ∀σ 6= 0 .

Wykres funkcji (4.7) leży w sektorze (1 −
√

0.19, 1.9), ale tylko nad przedzialem

(σ1, σ2), −σ1 = σ2 =
15600

529 − 64
√

0.19
– patrz rysunek 4.7.
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Rysunek4.7. Weryfikacja warunku sektorowego dla uk ladu zmodyfikowanego: 1 – dolna
granica stożka absolutnej stabilności, 2 – górna granica stożka absolutnej stabilności, 3 –
górna granica stożka Hurwitza

Dla wartości k = 0.9 +
√

0.19, kq = 1 mamy

π(ω) =
1720 − 116

√
19

40(9 +
√

19)

(

ω2 − 8 + 5
√

19

274

)2

[(
1

20
− 29

10
ω2

)2

+ (ω − ω3)
2

] .
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4.4. PRZYK LAD DEWEY’A–JURY’EGO

Wobec tego spektralny faktor ma postać

φ(s) = −
√

1720 − 116
√

19

40(9 +
√

19)

s2 +
8 + 5

√
19

274

s3 +
29

10
s2 + s+

1

20

= −gT (A− sI)−1b .

Sta
‘
d otrzymujemy rozwia

‘
zanie uk ladu (2.44):

g =





−2.1193
1.2236

−1.2236



 , H =





1.0176 −0.7486 0.8644
−0.7486 0.6328 −0.7486

0.8644 −0.7486 1.7287



 = HT > 0 .

Obszar atrakcji zerowego punktu równowagi wyznaczamy ze wzorów (2.45), (2.46)

ΩA =

{

x ∈ IR3 :
∣
∣cTx

∣
∣ ≤ σ2, x

THx+ q

∫ cTx

0

ϕ(σ)dσ < η

}

,

gdzie

∫ cT x

0

ϕ(σ)dσ =







1

80
x21, gdy |x1| ≤ 80

3

2933

640
x21 −

975

4
|x1| + 3250, gdy

80

3
≤ |x1| ≤ 100

3

593

640
x21 −

1625

2
, gdy |x1| ≥ 100

3







,

oraz

η =
σ2
2

cTH−1c
+ q

∫ σ2

0

ϕ(σ)dσ = 204.7141 .
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5. UK LAD LURIE
Z NIELINIOWOŚCIA

‘
WIELOMIANOWA

‘

5.1. ESTYMATA OBSZARU ATRAKCJI UK LADU LURIE

Jeżeli w uk ladzie (2.39) nieliniowość F jest typu wielomianowego to, oprócz cy-
towanych dotychczas twierdzeń, do analizy stabilności takiego uk ladu może być do-
datkowo stosowany poniższy wynik.

Twierdzenie 5.1.1. Przypuśćmy, że

Reλ(A) < 0 (5.1)

para (A, cT ) jest obserwowalna,

F (σ) = a2σ
2 + a3σ

3 + . . .+ amσ
m, ai ∈ IR, i = 2, 3, . . . ,m .

Wtedy x ≡ 0 jest AS trywialnym rozwia
‘
zaniem uk ladu (2.39), a zbiór

ΩA =
{
x ∈ IRn : xTHx < η

}
(5.2)

gdzie H jest jednoznacznym rozwia
‘
zaniem macierzowego równania Lapunowa

ATH +HA = −ccT (5.3)

oraz
η = min

{x∈IRn:1−2bTHx[a2+a3cTx+...+am(cT x)m−2]=0}
xTHx ≤ ∞ (5.4)

(równość odpowiada GAS), jest podzbiorem obszaru atrakcji tego rozwia
‘
zania.

Dowód. Wobec (5.1) i obserwowalności pary (A, cT ), równanie (5.3) posiada dok ladnie
jedno rozwia

‘
zanie H ∈ L(IRn), H = HT > 0 [2]. Zatem forma kwadratowa V (x) =

xTHx jest dodatnio określona i dla niej l0 = ∞, gdzie l0 jest liczba
‘

określona
‘
w Le-

macie 2.3.1. Pochodna
‘

formy V wzd luż rozwia
‘
zań uk ladu (2.39) można przedstawić

w postaci

V̇ (x) = −xT ccTx
{

1 − 2bTHxF (cTx)

xT ccTx

}

=

= −xT ccTx
{

1 − 2bTHx[a2 + a3c
Tx+ . . .+ am(cTx)m−2]

}

.

Niech l ∈ (0, η). Wtedy w Twierdzeniu 2.3.2 mamy

Ωl = Ω∗
l = {x ∈ IRn : V (x) ≤ l} , V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Ωl .
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5.2. PRZYK LAD. OSCYLATOR ASYMETRYCZNY

Ponadto jedynym rozwia
‘
zaniem (2.39) określonym na IR i zlokalizowanym ca lkowicie

w zbiorze

E =
{

x ∈ IRn : V̇ (x) = 0
}

∩ IntΩl =
{
x ∈ IntΩl : cTx = 0

}

jest trywialne rozwia
‘
zanie zerowe. Istotnie, jeśli x(·, x0) – rozwia

‘
zanie (2.39) określone

na IR i zlokalizowane w E, to rozwia
‘
zanie to spe lnia uk lad

{
ẋ = Ax

cTx = 0

}

,

ska
‘
d otrzymujemy cT etAx0 ≡ 0. Wobec obserwowalności pary (A, cT ) mamy x0 = 0

i ostatecznie x(t, x0) ≡ 0. Z Twierdzenia 2.3.2 wynika, że dla dowolnego l ∈ (0, η)
zbiór Ωl jest podzbiorem obszaru atrakcji AS trywialnego rozwia

‘
zania x ≡ 0. Po

mnogościowym zsumowaniu tych obszarów atrakcji po l ∈ (0, η) otrzymujemy teze
‘

Twierdzenia 5.1.1. Ponadto z Uwagi 2.3.3 wynika, że gdy η = ∞ to x ≡ 0 jest GAS.
⊓⊔

5.2. PRZYK LAD. OSCYLATOR ASYMETRYCZNY

Rozważmy uk lad zwany asymetrycznym oscylatorem LaSalle’a
{
ẋ1 = x2
ẋ2 = −2x1 − ξx2 − x21

}

(5.5)

gdzie ξ > 0 oznacza wspó lczynnik t lumienia.
Jeżeli uk lad (5.5) potraktujemy jako uk lad Lurie (2.39) z:

n = 2, A =

[
0 1

−2 −ξ

]

, b =

[
0

−1

]

, c =

[
1
0

]

, F (σ) = σ2

to za lożenia Twierdzenia 5.1.1 sa
‘

spe lnione, przy czym m = 2, a2 = 1. Z (5.3) znaj-
dujemy

H =







ξ

4
+

1

2ξ

1

4

1

4

1

4ξ







= HT > 0

i problem minimalizacyjny (5.4) przyjmuje postać

η = min
1+ 1

2x1+
1
2ξx2=0

(
ξ

4
+

1

2ξ

)

x21 +
1

2
x1x2 +

1

4ξ
x22 .

Minimum jest osia
‘
gane w punkcie

[
0

−2ξ

]

i wynosi ξ. Z pomoca
‘
(5.2) wyznaczamy

naste
‘
puja

‘
ca

‘
estymate

‘
obszaru atrakcji pocza

‘
tku uk ladu
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5. UK LAD LURIE Z NIELINIOWOŚCIA
‘

WIELOMIANOWA
‘

Ω1 =

{

(x1, x2) ∈ IR2 :

(
ξ2

4
+

1

2

)

x21 +
ξ

2
x1x2 +

1

4
x22 < ξ2

}

(5.6)

Uk lad (5.5) można również potraktować jako uk lad Lurie (2.39) z:

n = 2, A =

[
0 1
0 −ξ

]

, b =

[
0

−1

]

, c =

[
1
0

]

, F (σ) = 2σ + σ2 ,

a naste
‘
pnie zastosować Twierdzenie 2.5.1 do uzyskania estymaty obszaru atrakcji. Dla

k = ∞, q =
1

ξ
za lożenia Twierdzenia 2.5.1 sa

‘
spe lnione przy σ1 = −2, σ2 = ∞,

H =







ξ

2

1

2
1

2

1

2ξ







= HT , g =

[
0
0

]

.

Ponieważ detH = 0, wie
‘
c z (2.46) otrzymujemy η =

4

3ξ
. Zatem zgodnie z (2.45),

z Twierdzenia 2.5.1 uzyskujemy naste
‘
puja

‘
ca

‘
estymate

‘
obszaru atrakcji zerowego

punktu równowagi

Ω2 =

{

(x1, x2) ∈ IR2 : x1 ≥ −2,
ξ2

2
x21 + ξx1x2 +

1

2
x22 + x21 +

1

3
x31 <

4

3

}

(5.7)

Także i Twierdzenie 2.5.2 może być zastosowane do uzyskania estymaty obszaru
atrakcji. Za lożenia Twierdzenia 2.5.2 sa

‘
spe lnione przy σ1 = −2, σ2 = ∞,

H =





0 0

0
1

2



 = HT , g =

[

0
√
ξ

]

.

Znowu detH = 0, a wie
‘
c z (2.55) otrzymamy η =

4

3
. Ostatecznie, z pomoca

‘
(2.54)

wyznaczamy naste
‘
puja

‘
ca

‘
estymate

‘
obszaru atrakcji

Ω3 =

{

(x1, x2) ∈ IR2 : x1 ≥ −2,
1

2
x22 + x21 +

1

3
x31 <

4

3

}

(5.8)

Obserwuja
‘
c wzory (5.6)÷(5.8) można zauważyć, że Ω3 nie zależy od ξ, dla ξ ց 0

estymata Ω1 da
‘
ży do pocza

‘
tku uk ladu, a Ω2 do Ω3. Zatem dla ma lych wartości

wspó lczynnika t lumienia ξ estymaty (5.7), (5.8) sa
‘

jednoznacznie lepsze niż (5.6).
Dla dużych wartości wspó lczynnika t lumienia ξ estymaty (5.7)÷(5.8) wzajemnie sie

‘
uzupe lniaja

‘
, z tym, że cze

‘́
sć wspólna zbioru Ω1 z osia

‘
0x2 powie

‘
ksza sie

‘
ze wzrostem

ξ, natomiast wspólne cze
‘́
sci zbiorów Ω2 i Ω3 z osia

‘
0x2 sa

‘
identyczne i nie zmieniaja

‘
sie

‘
ze wzrostem ξ.
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5.2. PRZYK LAD. OSCYLATOR ASYMETRYCZNY

W oparciu o ten sam funkcjona l Lapunowa, którego użyto celem otrzymania
estymaty (5.7) można uzyskać nowa

‘
, lepsza

‘
niż Ω2 estymate

‘
obszaru atrakcji

Ω′
2 =

{

(x1, x2) ∈ IR2 : x1 > −2,
1

2
(ξx1 + x2)2 + x21 +

1

3
x31 <

4

3
+ 2ξ2

}

(5.9)

Wynika to sta
‘
d, że wzd luż tej cze

‘́
sci poziomicy

V (x1, x2) =
ξ2

2
x21 + ξx1x2 +

1

2
x22 +x21 +

1

3
x31 = V (−2, 0) =

4

3
+2ξ2 >

4

3
= V (−2, 2ξ) ,

która leży w pó lp laszczyźnie x1 > −2 nadal mamy

V̇ (x1, x2) = −ξx21(2 + x1) ≤ 0 ,

a na wspólnej cze
‘́
sci zbioru ∂Ω′

2 z prosta
‘
x1 + 2 = 0 trajektorie skierowane sa

‘
do

wnetrza Ω′
2. Zatem zbiór Ω′

2 jest inwariantny. Jest on także zwarty. Teraz każda tra-
jektoria startuja

‘
ca z Ω′

2 da
‘
ży do najwie

‘
kszego zbioru mocno–inwariantnego zawartego

w prostej x1 = 0, ale takim zbiorem jest tylko pocza
‘
tek uk ladu. Przedstawiona idea

zasta
‘
pienia estymaty (5.7) przez (5.9) pochodzi od Willemsa [151]. Zauważmy, że

wspólna cze
‘́
sć zbioru Ω′

2 z osia
‘
0x2 powie

‘
ksza sie

‘
ze wzrostem ξ.
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6. STABILNOŚĆ UK LADÓW SEMILINIOWYCH

6.1. SKOŃCZENIE WYMIAROWE
SYSTEMY SEMILINIOWE

Modelem matematycznym dynamiki wielu systemów fizycznych jest uk lad semilinio-
wy

ẋ(t) = Ax(t) +BF [x(t)] (6.1)

gdzie x(t) ∈ IRn dla ustalonego t ≥ 0, A ∈ L(IRn), B ∈ L(IRm, IRn), F jest od-
wzorowaniem lokalnie lipschitzowskim z IRn w IRm, F (0) = 0. W szczególności (6.1)
opisuje obwody elektryczne z nieliniowymi elementami aktywnymi [94], [17], [2], [89],
z nieliniowym sprze

‘
żeniem zwrotnym [152], [96], [33], [9, Rozdzia ly II, III], [40], [138].

Do omawianej klasy należy również szeroka gama modeli dynamiki systemów elek-
troenergetycznych – patrz [154], [103], [104], [60], [105], [106], [67], [68], [123], [107].

Definicja 6.1.1. Mówimy, że punkt równowagi 0 ∈ IRn systemu (6.1) jest stabilny
(S) jeżeli

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ‖x0‖IRn < δ =⇒ ‖x(t, x0)‖IRn < ε ∀t ≥ 0 ,

gdzie x(·, x0) oznacza rozwia
‘
zanie (6.1) z warunkiem pocza

‘
tkowym x(0) = x0. Zbiór

{x0 ∈ IRn : x(t, x0) −→ 0 gdy t → ∞} jest nazywany obszarem atrakcji zerowego
punktu równowagi systemu (6.1). Jeżeli obszar atrakcji stabilnego punktu równowagi
0 ∈ IRn zawiera otwarte otoczenie pocza

‘
tku uk ladu to mówimy, że 0 ∈ IRn jest lokalnie

asymptotycznie stabilny (AS). Jeżeli 0 ∈ IRn jest stabilnym punktem równowagi,
a jego obszar atrakcji jest równy IRn to 0 ∈ IRn jest nazywany globalnie asymptotycznie
stabilnym punktem równowagi (GAS) systemu (6.1).

Sformu lujemy i udowodnimy teraz twierdzenie, które jest uogólnieniem wielo-
wymiarowej wersji twierdzenia Popova [33]. Dostarcza ono warunków dostateczych
lokalnej i globalnej stabilności punktu równowagi 0 ∈ IRn systemu (6.1), niezależnie
od F ∈ M, gdzie M jest podklasa

‘
klasy odwzorowań lokalnie lipschitzowskich z IRn

w IRm.

Twierdzenie 6.1.2. Niech M be
‘
dzie taka

‘
klasa

‘
funkcji, że:

(i) M ⊂
{
P : P jest odwzorowaniem lokalnie lipschitzowskim P : IRn −→ IRm,

P (0) = 0
}

,

(ii) Istnieja
‘

macierze Q ∈ L(IRm, IRn), M ∈ L(IRn), M = MT , L ∈ L(IRm, IRn),

K ∈ L(IRm), K = KT i otwarty zbiór Ω ⊂ IRn, 0 ∈ Ω, takie, że:

(H1) dla każdego F ∈ M operator QF jest typu gradientowego, tzn.
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6.1. SKOŃCZENIE WYMIAROWE SYSTEMY SEMILINIOWE

∇
∫ 1

0

xTQF (sx)ds = ∇
∫ x

0

dyTQF (y) = QF (x) ,

gdzie ∇W (x) oznacza gradient funkcjona lu W w punkcie x,

(H2) dla każdego x ∈ Ω i każdego F ∈ M mamy

[
x

F (x)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

F (x)

]

≥ 0 (6.2)

(H3) uk lad równań rozwia
‘
zuja

‘
cych Lurie







ATH +HA−M = −GGT

HB +
1

2
ATQ+ L = −GV

K − 1

2
(QTB +BTQ) = V TV







(6.3)

posiada rozwia
‘
zanie (H,G, V ), H ∈ L(IRn), H = HT , G ∈ L(IRm, IRn),

V ∈ L(IRm),

(H4) dla każdego F ∈ M punkt równowagi 0 jest jedyna
‘

ca la
‘

trajektoria
‘

(6.1)
zawarta

‘
w zbiorze

E =

{

x ∈ Ω :
∥
∥GTx+ V F (x)

∥
∥
2

IRm +

+

[
x

F (x)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

F (x)

]

= 0

} (6.4)

(H5) jeżeli F ∈ ML = M∩ L(IRn, IRm) to

Reσ(AF ) < 0, AF := A+BF (6.5)

gdzie σ(AF ) oznacza widmo macierzy AF ,

(H6) dla każdego F ∈ M i każdego x ∈ Ω \ {0} istnieje κ ∈ ML takie, że

∫ 1

0

xTQ[F (sx) − sκx]ds = 0 .

Wtedy punkt równowagi 0 ∈ IRn jest AS dla dowolnego F ∈ M. Wie
‘
cej, jeśli Ω = IRn

oraz

xTHx+

∫ 1

0

xTQF (sx)ds −→ ∞, gdy ‖x‖IRn → ∞ ∀F ∈ M (6.6)

to punkt równowagi 0 ∈ IRn jest GAS dla dowolnego F ∈ M (stabilność absolutna
w klasie M).
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6. STABILNOŚĆ UK LADÓW SEMILINIOWYCH

Dowód. Za lożenie (i) gwarantuje, że dla każdego F ∈ M rozwia
‘
zania (6.1) generuja

‘
LCSDS na IRn maja

‘
cy punkt równowagi w pocza

‘
tku uk ladu. Z (H1) wynika, że

funkcjona l

V (x) = xTHx+

∫ 1

0

xTQF (sx)ds

jest dobrze określony, cia
‘
gle różniczkolwalny, a jego pochodna

‘
wzd luż rozwia

‘
zań sys-

temu (6.1) można przedstawić w postaci

V̇ (x) =

[
x

F (x)

]T






ATH +HA HB +
1

2
ATQ

BTH +
1

2
QTA

1

2
(QTB +BTQ)






[
x

F (x)

]

.

Pokażemy teraz, że V spe lnia wszystkie za lożenia Twierdzenia 2.3.2, niezależnie
od F ∈ M.

Na mocy (H2) i (H3) V̇ (x) może być przedstawiony jako

V̇ (x) =

[
x

F (x)

]T






ATH +HA−M HB +
1

2
ATQ+ L

BTH +
1

2
QTA+ LT 1

2
(QTB +BTQ) −K






[
x

F (x)

]

−

−
[

x
F (x)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

F (x)

]

= −
∥
∥GTx+ V F (x)

∥
∥
2

IRm −

−
[

x
F (x)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

F (x)

]

≤ 0 ∀x ∈ Ω ∀F ∈ M .

Z (H1) wynika, że dla każdego F ∈ ML, macierz QF jest symetryczna. Teraz na
mocy (H6) dla dowolnego x ∈ Ω \ {0} i dowolnego F ∈ M istnieje macierz κ ∈ ML,
taka, że

V (x) = xT
(

H +
1

2
Qκ
)

x+

∫ 1

0

xTQ[F (sx) − sκx]ds = xT
(

H +
1

2
Qκ
)

x .

Dla dowodu dodatniej określoności V naΩ, niezależnie od F ∈ M, wystarczy pokazać,
że

H +
1

2
QF > 0 ∀F ∈ ML (6.7)

Dzie
‘
ki (H2) mamy

MF := M − FTLT − LF + FTKF ≤ 0 .

Jeżeli F ∈ ML to oba funkcjona ly V , (-V̇ ) sa
‘

formami kwadratowymi reprezen-

towanymi macierzami, odpowiednio H +
1

2
QF , GFG

T
F −MF ,
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6.1. SKOŃCZENIE WYMIAROWE SYSTEMY SEMILINIOWE

GF := G+ FTV T ,

a X = H +
1

2
QF jest rozwia

‘
zaniem macierzowego równania Lapunowa

AT
FX +XAF = −GFG

T
F +MF (6.8)

Na mocy (H5) i Twierdzenia 2.4.2 X = H +
1

2
QF jest jedynym rozwia

‘
zaniem (6.8)

H +
1

2
QF =

∫ ∞

0

etA
T
F (GFG

T
F −MF )etAF dt ≥ 0 .

Wie
‘
cej,

EF =

{

x0 ∈ IRn : xT0

(

H +
1

2
QF
)

x0 = 0

}

=

=
{

x0 ∈ IRn : xT0 e
tAT

F

(
GFG

T
F −MF

)
etAF x0 = 0 ∀t ≥ 0

}

.

Dla wszystkich ξ ≥ 0 mamy

xT0 e
−ξAT

F e(t+ξ)AT
F (GFG

T
F −MF )e(t+ξ)AF e−ξAF x0 = 0 ∀t ≥ 0 .

Sta
‘
d e−ξAF x0 ∈ EF dla ξ ≥ 0 i EF sk lada sie

‘
z ca lych trajektorii systemu liniowego

ẋ(t) = AFx(t) (6.9)

Ponieważ dla F ∈ ML (6.1) redukuje sie
‘

do (6.9), to na mocy (H4), EF sk lada sie
‘

tylko z zerowego punktu równowagi. W konsekwencji zachodzi (6.7).
Wykazalísmy, że V (x) > 0 dla x ∈ Ω \ {0}, V (0) = 0, V̇ (x) ≤ 0 dla x ∈ Ω.

Dodatkowo, wiemy, że zerowy punkt równowagi jest jedyna
‘

ca la
‘

trajektoria
‘

uk ladu
(6.1) zawarta

‘
w E. Na mocy Twierdzenia 2.3.2 pocza

‘
tek uk ladu jest AS.

Jeśli Ω = IRn i (6.6) zachodzi to (6.1) jest GAS na mocy Uwagi 2.3.3. ⊓⊔

Uwaga 6.1.3. Jeżeli odwzorowanie F : IRn −→ IRm jest klasy C1 to operator QF
jest typu gradientowego wtedy i tylko wtedy, gdy ma symetryczna

‘
macierz Jacobiego.

Lemat 6.1.4 (Popov). Jeżeli para (A,B) jest sterowalna to warunkiem koniecznym
i wystarczaja

‘
cym na to, aby zachodzi l warunek (H3) jest

Π(jω) := K + LT (A− jωI)−1B +BT (AT + jωI)−1L+

+
jω

2
QT (A− jωI)−1B − jω

2
BT (AT + jωI)−1Q+

+BT (AT + jωI)−1M(A− jωI)−1B ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A)

(6.10)

Wie
‘
cej, jeśli (6.10) jest spe lniona to rozwia

‘
zanie systemu (6.3) można otrzymać na-

ste
‘
puja

‘
co:
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1◦. dokonać faktoryzacji

π(jω) = ψ(−jω)ψ(jω), Π(jω) = ΦT (−jω)Φ(jω) (6.11)

gdzie
π(jω) := det(AT + jωI) det(A− jωI) detΠ(jω) ;

2◦. znaleźć V i G z tożsamości

Φ(s) = V −GT (A− sI)−1B, detΦ(s) =
(−1)nψ(s)

det(A− sI)
(6.12)

3◦. podstawić V i G do (6.3) i z powstaja
‘
cego uk ladu określić H .

Dowód Lematu 6.1.4 podano w [113, Lemat 1] oraz [114].

6.1.1. Przyk lad. Generatory z filtrami RC

Dla wyjaśnienia zjawiska zatrzaskiwania sie
‘

generatorów z filtrami RC w [14], roz-
ważono dwa obwody nieliniowe. Schemat pierwszego z nich jest przedstawiony na
rysunku 6.1 (analiza drugiego jest analogiczna).

��
��

6

��
��

6

ss

s sR R R

C C
6 6x1 x2f2(x2) f1(x2)

Rysunek6.1. Generator z filtrem RC

Przeskalowuja
‘
c czas, jeśli potrzeba, można bez straty ogólności rozważań przyja

‘́
c

RC = 1. Dzie
‘
ki temu dynamika systemu może być opisana uk ladem

[
ẋ1
ẋ2

]

=

[
−2 1

1 −2

] [
x1
x2

]

+

[
0 1
1 0

] [
f1(x2)
f2(x2)

]

(6.13)

(6.13) ma postać uk ladu semiliniowego (6.1) z

A =

[
−2 1

1 −2

]

, B =

[
0 1
1 0

]

, F (x) =

[
f1(x2)
f2(x2)

]

.
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Notacja quasiliniowa

[
ẋ1
ẋ2

]

=







−2 1 +
f2(x2)

x2

1 −2 +
f1(x2)

x2







[
x1
x2

]

pozwala określić warunki Hurwitza dla f1 i f2, mianowicie,

f1(σ)

σ
< 4,

f2(σ)

σ
< 3 − 2

f1(σ)

σ
∀σ 6= 0, f1(0) = 0, f2(0) = 0 .

Podstawiamy

M =

{

F : F (x) =

[
f1(x2)
f2(x2)

]

, f1, f2 ∈W 1,∞
loc (IR), f1(0) = 0, f2(0) = 0 ,

f1(σ)

σ
< 4,

f2(σ)

σ
< 3 − 2

f1(σ)

σ
∀σ 6= 0

}

, Ω = IR2

w Twierdzeniu 6.1.2.

QF jest operatorem typu gradientowego przy za lożeniu, że Q =

[
0 0
α β

]

, gdzie

α, β sa
‘
parametrami rzeczywistymi.

Z warunków Hurwitza dostajemy nierówność

[4x2 − f1(x2)][3x2 − 2f1(x2) − f2(x2)] ≥ 0 ∀x2 ∈ IR

która
‘
można doprowadzić do postaci (6.2) przyjmuja

‘
c

M = MT =

[

0 0

0 −12

]

, L =





0 0

−11

2
−2



 , K = KT =






−2 −1

2

−1

2
0




 .

Dla α = −2, β = −1, (6.3) ma rozwia
‘
zanie (H,G, V ) postaci

H = HT =






1

2
1

1
7

2




 , V = G = 0 ∈ L2(IR) .

Zbiór E zdefiniowany w (6.4) pokrywa sie
‘
z prosta

‘
x2 = 0 i jedyna

‘
ca la

‘
trajektoria

‘

(6.13) w E jest punkt równowagi 0 ∈ IR2. Zauważmy, że

F ∈ ML ⇐⇒ F =

[

0 µ1

0 µ2

]

, µ1 < 4, µ2 < 3 − 2µ1 .
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Teraz zachodzi (6.5), co wynika z faktu, że w naszym przyk ladzie, (6.2) odpowiada
warunkom Hurwitza.

Celem sprawdzenia, że (H6) jest spe lniony bierzemy

κ =













0







2

x22

∫ x2

0

f1(s)ds, x2 6= 0

ε1, ε1 < 4, x2 = 0







0







2

x22

∫ x2

0

f2(s)ds, x2 6= 0

ε2, ε2 < 3 − 2ε1, x2 = 0



















∈ ML .

Dla zapewnienia GAS, niezależnie od F ∈ M, należy za lożyć dodatkowo

V (x) =
1

2
x21 + 2x1x2 +

7

2
x22−

−2

∫ x2

0

f1(σ)dσ −
∫ x2

0

f2(σ)dσ −→ ∞ gdy ‖x‖IRn → ∞
(6.14)

Teraz pokażemy, że warunek (6.14) jest istotny dla zagwarantowania GAS zerowego
punktu równowagi niezależnie od F ∈ M. Biora

‘
c f1(x2) = −φ(x2) + 4x2, f2(x2) =

φ(x2) − 5x2, dostajemy uk lad

{
ẋ1 = −2x1 − 4x2 + φ(x2)
ẋ2 = x1 + 2x2 − φ(x2)

}

.

Liniowa transformacja y1 = x2, y2 = x1 + x2 redukuje powyższy uk lad do

{
ẏ1 = y1 + y2 − φ(y1)
ẏ2 = −y1 − y2

}

(6.15)

Jeżeli φ jest zdefiniowana wzorem (4.5) to, jak wykazano w rozdziale 4.1, system (6.15)
posiada rozwia

‘
zania nieograniczone i pocza

‘
tek uk ladu nie jest GAS.

Przyczyna
‘

braku GAS w kontrprzyk ladzie Krasowskiego jest fakt, że wykres

φ da
‘
ży asymptotycznie do granicy stożka Hurwitza. Dok ladniej,

φ(σ)

σ
−→ 0 gdy

|σ| → ∞. Przywo luja
‘
c zwia

‘
zki pomie

‘
dzy funkcjami f1, f2 i φ możemy ustalić, że

w p laszczyźnie stosunków

(
f1(x2)

x2
,
f2(x2)

x2

)

mamy
f1(x2)

x2
ր 4,

f1(x2)

x2
ց −5 gdy

|x2| → ∞ wzd luż linii
f1(x2)

x2
+
f2(x2)

x2
= −1. Punkt (4,−5) leży na brzegu obszaru

Hurwitza. Zatem, wykres F może asymptotycznie zda
‘
żać do brzegu obszaru Hurwitza

w taki sposób, że destabilizuje to uk lad.
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6.1.2. Twierdzenie Popova dla systemów z jedna
‘
nieliniowościa

‘

Z Twierdzenia 6.1.2 i Lematu 6.1.4 można wyprowadzić naste
‘
puja

‘
ce uogólnienie twier-

dzenia Popova dla systemów z jedna
‘
nieliniowościa

‘
.

Twierdzenie 6.1.5. Niech A ∈ L(IRn), b, c ∈ IRn. Za lóżmy, że para (A, cT ) jest
obserwowalna, a para (A, b) jest sterowalna i G(s) := cT (A − sI)−1b, s 6∈ σ(A).
Za lóżmy, że zachodzi jeden z naste

‘
puja

‘
cych zestawów warunków:

(I)
Istnieja

‘
k1, k2, q ∈ IR, k2 > k1 takie, że:

1+(k1+k2) ReG(jω)−ωq ImG(jω)+k1k2 |G(jω)|2 ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A) (6.16)

Reσ(A + µbcT ) < 0 ∀µ ∈ (k1, k2) (6.17)

(II)
Istnieja

‘
k1, q ∈ IR takie, że:

ReG(jω) − ωq ImG(jω) + k1 |G(jω)|2 ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A) (6.18)

Reσ(A+ µbcT ) < 0 ∀µ > k1 (6.19)

(III)
Istnieja

‘
k2, q ∈ IR takie, że:

−ReG(jω) − ωq ImG(jω) − k2 |G(jω)|2 ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A) (6.20)

Reσ(A + µbcT ) < 0 ∀µ < k2 .

Wtedy punkt równowagi 0 ∈ IRn uk ladu

ẋ(t) = Ax(t) + bf [cTx(t)] (6.21)

jest AS dla każdej lokalnie lipschitzowskiej funkcji f takiej, że f(0) = 0 i ∃ σ1 < 0,
∃ σ2 > 0:






k1 <
f(σ)

σ
< k2, w przypadku (I)

k1 <
f(σ)

σ
, w przypadku (II)

f(σ)

σ
< k2, w przypadku (III)







σ ∈ (σ1, σ2) \ {0} (6.22)

Zbiór {

x ∈ IRn : σ1 ≤ cTx ≤ σ2, xTHx+ q

∫ cT x

0

f(s)ds <

< min
i=1,2

{
σ2
i detH

cT (adjH)c
+ q

∫ σi

0

f(s)ds

}} (6.23)
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jest podzbiorem obszaru atrakcji pocza
‘
tku uk ladu, H ∈ L(IRn), H = HT jest taka,

że para (H, g), g ∈ IRn jest rozwia
‘
zaniem uk ladu rozwia

‘
zuja

‘
cych równań Lurie:







ATH +HA− k1k2cc
T = −ggT

Hb+
q

2
AT c+

k1 + k2
2

c = −
√

1 − qcT bg







dla (I) (6.24)







ATH +HA− k1cc
T = −ggT

Hb+
q

2
AT c+

1

2
c = −

√

−qcT bg







dla (II) (6.25)







ATH +HA+ k2cc
T = −ggT

Hb+
q

2
AT c− 1

2
c = −

√

−qcT bg







dla (III) (6.26)

Dowolne rozwia
‘
zanie (H, g) uk ladu Lurie może być otrzymane w sposób opisany

poniżej. Znajdujemy wielomian φ(s) taki, że






lewa strona (6.16) jeśli (I)
lewa strona (6.18) jeśli (II)
lewa strona (6.20) jeśli (III)






=

φ(jω)

det(A− jωI)
· φ(−jω)

det(A+ jωI)
(6.27)

oraz

φ(s) = (−1)n
√
γsn + . . . , γ =

{

1 − qcT b jeśli (I)

−qcT b jeśli (II) i (III)

}

(6.28)

Z tożsamości

√
γ det(A− sI) − φ(s) = gT adj(A− sI)b, s 6∈ σ(A) (6.29)

określamy g ∈ IRn. Podstawiaja
‘
c ten wektor do uk ladu Lurie i rozwia

‘
zuja

‘
c otrzymany

w ten sposób uk lad, znajdujemy H ∈ L(IRn), H = HT .
Jeżeli σ1 = −∞, σ2 = ∞ i jedna z poniższych implikacji jest spe lniona

q < 0, det(H +
k2q

2
ccT ) = 0 =⇒ lim

|σ|→∞

∫ σ

0

[k2s− f(s)]ds = ∞ (6.30)

q > 0, det(H +
k1q

2
ccT ) = 0 =⇒ lim

|σ|→∞

∫ σ

0

[f(s) − k1s]ds = ∞ (6.31)

to wtedy 0 ∈ IRn jest GAS (absolutna stabilność w sektorach Popova:

(k1, k2) jeśli (I) ,

(k1,∞) jeśli (II) ,

(−∞, k2) jeśli (III) ,
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i kreski poniżej nawiasów oznaczaja
‘
, że odpowiednie granice sa

‘
brane z dok ladnościa

‘
do spe lnienia (6.30) lub (6.31)).

Dowód. Podamy dowód tylko w przypadku (I), gdyż dowody pozosta lych przypadków
sa
‘
analogiczne.

K ladziemy m = 1, B = b,

M =
{

F : IRn −→ IR : F (x) = f(cTx), f ∈ W1,∞
loc (IR), f(0) = 0 ,

∃σ1 < 0, ∃σ2 > 0 : k1 <
f(σ)

σ
< k2 ∀σ ∈ (σ1, σ2) \ {0}

}

,

Q = qc, M = k1k2cc
T , L =

1

2
(k1 + k2)c, K = 1 ,

Ω = {x ∈ IRn : σ1 < cTx < σ2}

w Twierdzeniu 6.1.2 i sprawdzamy warunki (H1) ÷ (H6).

(H1) QF (x) = qf(cTx)c jest gradientem funkcjona lu

q

∫ 1

0

xT cf(scTx)ds = q

∫ x

0

f(cT y)d(cT y) = q

∫ cT x

0

f(ξ)dξ .

(H2)

[
x

F (x)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

F (x)

]

=

=

[
x

f(cTx)

]T







−k1k2ccT
(k1 + k2)c

2

(k1 + k2)cT

2
−1







[
x

f(cTx)

]

=

=
[
k2c

Tx− f(cTx)
] [
f(cTx) − k1c

Tx
]
≥ 0 ∀x ∈ Ω, ∀F ∈ M ,

ponieważ warunki sektorowe nak ladane na f sa
‘
spe lnione na przedziale (σ1, σ2).

(H3) Ponieważ para (A, b) jest sterowalna to z Lematu 6.1.4 wynika, że warun-
kiem koniecznym i wystarczaja

‘
cym istnienia (H, g), H = HT , rozwia

‘
zania

(6.3), równoważnego (6.24), jest aby (6.16) zachodzi lo. Wie
‘
cej, wzory fakto-

ryzacyjne (6.11) redukuja
‘

sie
‘

do przypadku (I) wzorów (6.27), (6.28), podczas
gdy tożsamość (6.29) wynika z (6.12).

(H4) E = {x ∈ Ω : cTx = 0, gTx = 0}. Teraz, spe lnienie (H4) wynika z obser-
wowalności pary (A, c).

(H5) F ∈ ML (równoważnie F = µcT , µ ∈ (k1, k2)) i (H5) zachodzi co wynika
bezpośrednio z (6.17).
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(H6) Dla każdego F ∈ M i każdego x ∈ Ω \{0} istnieje κ ∈ ML (na mocy warunków
sektorowych (6.22)), a mianowicie

κ =







2

(cTx)2

∫ cT x

0

f(σ)dσ, gdy cTx 6= 0

ε, ε ∈ (k1, k2), gdy cTx = 0







cT

takie, że

∫ 1

0

xTQ[F (sx) − sκx]ds =

= q

∫ 1

0

cTx




f(scTx) − s







2

cTx

∫ cTx

0

f(σ)dσ, cTx 6= 0

0, cTx = 0










 ds =

= q

∫ 1

0

cTxf(scTx)ds− 2q

∫ 1

0

f(ξ)dξ

∫ 1

0

sds =

= q

∫ cT x

0

f(ξ)dξ − q

∫ cT x

0

f(ξ)dξ = 0 .

Zweryfikowalísmy wszystkie za lożenia Twierdzenia 6.1.2 i dlatego lokalna stabilność
pocza

‘
tku uk ladu wynika z tezy Twierdzenia 6.1.2.

Estymata obszaru atrakcji ma postać

Ωa =
{

x ∈ IRn : σ1 < cTx < σ2, V (x) = xTHx+ q

∫ cT x

0

f(σ)dσ <

< min
cT x=σi,i=1,2

V (x)
}

.

Minimum może być wyliczone analitycznie. Z pomoca
‘
metody mnożników Lagrange’a




H

1

2
c

cT 0





[
x
λ

]

=




− q

2
f(σi)c

σi



 .

Sta
‘
d

λ =
σi detH +

q

2
f(σi)c

T (adjH)c

−1

2
cT (adjH)c

, Hx =
σi detH

−1

2
cT (adjH)c

.

Mnoża
‘
c ostatni zwia

‘
zek z lewej strony przez xT otrzymujemy

min
cTx=σi,i=1,2

V (x) = min
i=1,2

{
σ2
i detH

cT (adjH)c
+ q

∫ σi

0

f(σ)dσ

}

.
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W ten sposób udowodnilísmy (6.23). Zgodnie z Twierdzeniem 6.1.2 dla zachodzenia
GAS, oprócz σ1 = −∞, σ2 = ∞, powinnísmy za lożyć, że V jest promieniowo -
nieograniczony, tj., warunek (6.6) powinien być spe lniony. Z dowodu Twierdzenia
6.1.2 wiemy, że

H +
µq

2
ccT > 0 ∀µ ∈ (k1, k2) (6.32)

Ponieważ funkcja µ 7−→ λmin(H +
µq

2
ccT ) jest cia

‘
g la, wie

‘
c mamy H +

kiq

2
ccT ≥ 0,

i = 1, 2. Zauważmy, że (n − 1)–wymiarowa hiperp laszczyzna cTx = 0 leży w zbiorze

{x ∈ IRn : xT (H +
kiq

2
ccT )x > 0} ∪ {0}, gdyż w przeciwnym przypadku, istnia lby

wektor d ∈ IRn taki, że cT d = 0, dTHd ≤ 0, co jest sprzeczne z (6.32). Zatem albo

1◦. H +
kiq

2
ccT > 0, albo

2◦. ker(H +
kiq

2
ccT ) ⊕ ker ccT = IRn.

Jeśli q = 0 to oczywíscie H > 0 i V (x) = xTHx −→ ∞ gdy ‖x‖ → ∞.
Jeśli q > 0 to bierzemy i = 1 i na mocy warunków sektorowych nak ladanych na

f mamy

q

∫ cT x

0

[f(σ) − k1σ]dσ ≥ 0 (= 0 dla cTx = 0) .

Jeżeli 1◦ zachodzi to

V (x) = xT
(

H +
k1q

2
ccT
)

x+ q

∫ cT x

0

[f(σ) − k1σ]dσ ≥

≥ xT
(

H +
k1q

2
ccT
)

x −→ ∞ gdy ‖x‖ → ∞ .

Jeżeli 2◦ zachodzi to

V (x) = V (x0 + d) = xT0

(

H +
k1q

2
ccT
)

x0 + 2dT
(

H +
k1q

2
ccT
)

x0+

+dT
(

H +
k1q

2
ccT
)

d+ q

∫ cT x0+cT d

0

[f(σ) − k1σ]dσ = dTHd+

+q

∫ cTx0

0

[f(σ) − k1σ]dσ −→ ∞ gdy ‖x0‖ + ‖d‖ → ∞ (⇐⇒ ‖x‖ → ∞) .

Jeśli q < 0 bierzemy i = 2. Dzie
‘
ki warunkom sektorowym dla f dostajemy

(−q)
∫ cT x

0

[k2σ − f(σ)]dσ ≥ 0 (= 0 dla cTx = 0)

i poste
‘
pujemy podobnie jak dla q > 0. ⊓⊔
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Uwaga 6.1.6. W przypadku (II) można bez straty ogólności rozważań zak ladać, że
q ≥ 0, a w przypadku (III), że q ≤ 0. Istotnie, ze stosowanej wersji nierówności (6.32)

dla przypadku (II) dostajemy cTHc +
µq

2
‖c‖4 > 0 gdy µ → ∞, do daje q ≥ 0.

W przypadku (III) należy wzia
‘́
c µ→ −∞.

Uwaga 6.1.7. Zak ladaja
‘
c

X(ω) = ReG(jω), Y (ω) = k1k2Im
2G(jw) − ωq ImG(jω)

możemy (6.16) zapisać jako

Y (ω) ≥ −k1k2X2(ω) − (k1 + k2)X(ω) − 1 .

Nierówność (6.16) oznacza, że plot {(X(ω), Y (ω)}ω∈IR jest zlokalizowany w tej cze
‘́
sci

p laszczyzny 0XY , ograniczonej krzywa
‘
Y = −k1k2X2−(k1+k2)X−1, w której znaj-

duje sie
‘

pocza
‘
tek uk ladu. Krzywa ta jest parabola

‘
o miejscach zerowych (− 1

k1
, 0),

(− 1

k2
, 0) przechodza

‘
ca

‘
przez punkt (0,−1), o ile k1k2 6= 0. Jeżeli k1k2 = 0 to ta

parabola degeneruje sie
‘

do linii prostej przechodza
‘
cej przez punkty (− 1

k1
, 0) lub

(− 1

k2
, 0) i (0,−1).

Uwaga 6.1.8. Nierówność cze
‘
stotliwościowa (6.16) może być równoważnie zapisana

w postaci

1

k2 − k1
+ Re

G(jω)

1 + k1G(jω)
− ωq

k2 − k1
Im

G(jω)

1 + k1G(jω)
≥ 0

∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A+ k1bc
T )

,

tj., jako klasyczna nierówność Popova

1

k
+ ReG0(jω) − ωq0 ImG0(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A + k1bc

T ) ,

k = k2 − k1, q0 =
q

k2 − k1
, G0(s) =

G(s)

1 + k1G(s)
.

Obszar Hurwitza dla uk ladu skończenie wymiarowego z jedna
‘

nieliniowościa
‘

jest unia
‘

co najwyżej skończonej ilości otwartych, najogólniej nieograniczonych in-
terwa lów. W tym przypadku, warunki na to, aby wykres nieliniowości by l zlokali-
zowany w sektorze, moga

‘
być zapisane jako forma kwadratowa argumentów x i F ,

typu (6.2). Jednakowoż, dla systemu z wieloma nieliniowościami, obszar Hurwitza
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rzadko może być wyrażony nierównościa
‘

(6.2). Ma to miejsce w przyk ladzie dysku-
towanym w podrozdziale 6.1.1, ale zazwyczaj wszystko co możemy zrobić to rozważyć
taka

‘
nierówność (6.2), która opisuje otwarty podzbiór obszaru Hurwitza.

Dalsze polepszenie warunków zapewniaja
‘
cych GAS może być osia

‘
gnie

‘
te przez

zawe
‘
żenie klasy dopuszczalnej nieliniowości z jednoczesna

‘
modyfikacja

‘
konstrukcji

funkcjona lu Lapunowa.

6.1.3. Przyk lad. Aspekty strukturalne metody Popova

Rozważmy obwód elektryczny przedstawiony na rysunku 6.2, z lożony z filtra dra-
binkowego RC–RC–RC i nieliniowego, napie

‘
ciowo -napie

‘
ciowego sprze

‘
żenia zwrot-

nego, opisanego lokalnie lipschitzowska
‘
funkcja

‘
f : IR −→ IR, f(0) = 0.

f
R

C

s s

sR

C

s

s R

C

s

s

Rysunek6.2. Nieliniowy obwód elektryczny z filtrem drabinkowym RC–RC–RC

Sprze
‘
żenie takie można zrealizować z wykorzystaniem elementów aktywnych. Przyj-

mijmy napie
‘
cia na kondensatorach jako zmienne stanu. Dla zbadania stabilności

uk ladu skala czasu jest nieistotna i bez straty ogólności rozważań możemy przyja
‘́
c

RC = 1. Z równań Kirchoffa wynika model dynamiki w postaci uk ladu Lurie (6.21)
z:

n = 3, A =





−2 1 0
1 −2 1
0 1 −1



 , b =





1
0
0



 , c =





0
0
1



 .

Sta
‘
d

G(s) = cT (A− sI)−1b =
−1

s3 + 5s2 + 6s+ 1
.

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) – obserwowalna. Macierz (A + µbcT ) jest
stabilna dla tych µ, dla których wielomian s3 + 5s2 + 6s+ 1 − µ ma zera w Re s < 0.
Zastosowanie kryterium Hurwitza daje −29 < µ < 1.
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Szukamy warunków typu sektorowego nak ladanych na f gwarantuja
‘
cych GAS

zerowego punktu równowagi. Stożek ABSS zawiera sie
‘

w stożku Hurwitza, zatem
musza

‘
zachodzić nierówności k1 ≥ −29, k2 ≤ 1.

Próbujemy przyja
‘́
c: k1 = −29, k2 = 1. Nierówność cze

‘
stotliwościowa (6.16) przyj-

muje postać

π(ω) = 1 − 28 ReG(jω) − qω ImG(jω) − 29 |G(jω)|2 ≥ 0 ∀ω ∈ IR

i zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

ω4 + (13 + q)ω2 − (114 + 6q) ≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Dla zbadania ostatniej nierówności pos lużymy sie
‘

Lematem 3.1.1 podstawiaja
‘
c

w nim P = 13 + q, Q = −114− 6q. Zatem ∆ = (13 + q)2 + 456 + 24q = (q+ 25)2 ≥ 0.
Nierówności P ≥ 0, Q ≥ 0 sa

‘
sprzeczne. Sta

‘
d ∆ = 0, co daje q = −25. Ostatecznie

k1 = −29, k2 = 1, q = −25, γ = 1 − qcT b = 1

i wtedy

π(ω) =
ω2(ω2 − 6)2

(1 − 5ω2)2 + (6ω − ω3)2
≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Z (6.27) otrzymujemy

φ(s) = −s3 − 6s =
√
γ det(A− sI) − gT adj(A− sI)b .

Po elementarnych rachunkach dostajemy

gT =
[
−5 15 −11

]
.

Podstawiaja
‘
c wszystkie znane wielkości do (6.24), dochodzimy do równania

AH +HA = −ggT − 29ccT =





−25 75 −55
75 −225 165

−55 165 −150



 .

Rozwia
‘
zuja

‘
c to równanie dostajemy

H =










5 −5

2

25

2

−5

2

95

2
−15

25

2
−15 60










, H +
qk2
2
ccT =










5 −5

2

25

2

−5

2

95

2
−15

25

2
−15

95

2










.

Stosuja
‘
c kryterium Sylvestra stwierdzamy, że H +

qk2
2
ccT > 0. Tak wie

‘
c q < 0,

det

(

H +
qk2
2
ccT
)

> 0 i dodatkowe warunki stabilności sa
‘

zbe
‘
dne (poprzednik im-

plikacji (6.30) nie jest spe lniony).
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System jest GAS dla lokalnie lipschitzowskich funkcji f : IR −→ IR takich, że

−29 <
f(σ)

σ
< 1 dla każdego σ 6= 0, f(0) = 0. Stożek ABSS pokrywa sie

‘
ze stożkiem

Hurwitza, co oznacza, że dla badanego systemu prawdziwa jest hipoteza Ajzermana.
Rozważmy teraz uk lad z filtrem drabinkowym RC–RC–CR przedstawiony na

rysunku 6.3 (zamiana po lożenia elementów R i C w ostatniej ga le
‘
zi w stosunku do

uk ladu z rysunku 6.2).

fsR

C

C

s s s

s

R

R

C

s

s

Rysunek6.3. Nieliniowy obwód elektryczny z filtrem drabinkowym RC–RC–CR

Modelem matematycznym dynamiki tego uk ladu jest uk lad Lurie z

n = 3, A =





−2 1 0
1 −2 1
0 1 −1



 , b =





1
0
0



 , c =





0
1

−1



 .

Sta
‘
d

G(s) =
−s

s3 + 5s2 + 6s+ 1
.

Macierz A+µbcT jest stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian s3+5s2+(6−µ)s+1
jest hurwitzowski, co zachodzi dla µ < 29/5.

Próbujemy przyja
‘́
c k1 = −∞, k2 = 29/5. Nierówność cze

‘
stotliwościowa (6.20)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy spe lniona jest nierówność wielomianowa

(1 + 5q)(1 − 5ω2) ≥ 0 ∀ω ∈ IR ,

co ma miejsce tylko gdy q = −1/5 (porównać z Uwaga
‘

6.1.6). Wtedy π(ω) ≡ 0, co

natychmiast daje φ ≡ 0. Wobec γ = −qcT b = 0 z (6.29) otrzymujemy g = 0 ∈ IR3

i pierwsze równanie uk ladu Lurie (6.26) przyjmuje postać

AH +HA = −29

5
ccT .
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Sta
‘
d

H =










1

10

1

5
− 3

10
1

5
1 −11

10

− 3

10
−11

10

9

5










, H +
qk2
2
ccT =










1

10

1

5
− 3

10
1

5

21

50
−13

25

− 3

10
−13

25

61

50










.

Zatem q < 0 i det

(

H +
qk2
2
ccT
)

= 0. Zgodnie z Twierdzeniem 6.1.5 dla zagwaranto-

wania ABSS systemu w klasie lokalnie lipschitzowskich funkcji f należy do warunku
sektorowego

f(σ)

σ
<

29

5
∀σ 6= 0, f(0) = 0

dopisać, wynikaja
‘
cy z (6.30), warunek

lim
|σ|→∞

∫ σ

0

[
29

5
z − f(z)

]

dz = ∞ .

Rozważmy teraz uk lad z filtrem drabinkowym CR–RC–CR przedstawiony na
rysunku 6.4 (zmiana po lożenia elementów R i C w ostatniej oraz w pierwszej ga le

‘
zi

w stosunku do uk ladu z rysunku 6.2).

fsRC

C

C

s s s

ss

s
R R

Rysunek6.4. Nieliniowy obwód elektryczny z filtrem drabinkowym CR–RC–CR

Modelem matematycznym dynamiki jest znów uk lad Lurie z

n = 3, A =





−2 −1 0
−1 −2 1

0 1 −1



 , b =





2
1
0



 , c =





0
1

−1
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i transmitancja
‘
cze

‘́
sci liniowej

G(s) = cT (A− sI)
−1
b =

−s2
s3 + 5s2 + 6s+ 1

.

Macierz A+ µbcT jest stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy µ <
29

6
. Sugeruje to wzie

‘
cie

k1 = −∞, k2 =
29

6
, jednak w tym przypadku nierówność cze

‘
stotliwościowa (6.20)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nierówność wielomianowa

−qω4 +

(

6q +
1

6

)

ω2 − 1 ≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Ostatnia nierówność jest fa lszywa, wie
‘
c nie można przyja

‘́
c k1 = −∞, k2 =

29

6
.

Zbadajmy teraz przy jakim najmniejszym k1 można wzia
‘́
c k2 =

29

6
. Wymaga to

weryfikacji nierówności cze
‘
stotliwościowej (6.16). Jest ona równoważna nierówności

wielomianowej

6(1 − q)ω6 + (−67 − k1 + 36q)ω4 + (185 + 6k1)ω2 + 6 ≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Przy q = 1 uzyskuje sie
‘

najmniejsze możliwe k1 = −187

6
. Wtedy

π(ω) =
(
ω2

6
− 1)2

(1 − 5ω2)2 + (6ω − ω3)2
.

Zatem zgodnie z (6.27), (6.28) faktorem spektralnym jest

φ(s) = −
s2

6
+ 1

s3 + 5s2 + 6s+ 1
.

Tożsamość (6.29) pozwala określić wektor

g =









1

−11

6

−19

6









.

Pierwsze równanie uk ladu (6.24) ma postać równania Lapunowa

AH +HA = k1k2cc
T − ggT .

Rozwia
‘
zuja

‘
c to równanie otrzymamy
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H =










6 −23

2
−1

2

−23

2

113

3
−79

6

−1

2
−79

6

406

6










, H +
qk1
2
ccT =










6 −23

2
−1

2

−23

2

265

12
−29

12

−1

2
−29

12

69

12










.

Ponieważ det

(

H +
qk1
2
ccT
)

=
1

8
> 0 wie

‘
c poprzednik implikacji (6.31) nie jest

spe lniony i ostatecznie system jest ABSS w sektorze (−187

6
,

29

6
).

6.2. SYSTEMY SEMILINIOWE
W PRZESTRZENI HILBERTA

Definicja 6.2.1. Niech H1, H2 be
‘
da

‘
przestrzeniami Hilberta z iloczynami skalarnymi,

odpowiednio 〈·, ·〉 H1
, 〈·, ·〉H2

. Za lóżmy, że operator liniowy T : (D(T ) ⊂ H1) −→ H2

jest ge
‘
sto zdefiniowany, tzn. D(T ) = H1. Operatorem sprze

‘
żonym do T nazywamy

operator liniowy T ∗ : H2 −→ H1 o dziedzinie

D(T ∗) = {g ∈ H2 : ∃ hg ∈ H1 : 〈hg, f〉H1
= 〈g, T f〉H2

∀f ∈ D(T )} ,

zdefiniowany wzorem T ∗g = hg dla g ∈ D(T ∗) (element hg jest wyznaczony jedno-
znacznie).

Definicja 6.2.2. Niech X be
‘
dzie przestrzenia

‘
Banacha z norma

‘
‖·‖. Rodzine

‘
opera-

torów {T (t)}t≥0 ⊂ L(X) nazywamy C0–pó lgrupa
‘

na X jeśli spe lnione sa
‘

naste
‘
puja

‘
ce

warunki:

(i) T (0) = I, T (t+ s) = T (t)T (s) ∀t, s ≥ 0,

(ii) lim
t→0+

T (t)y = y ∀y ∈ X.

Jeżeli dodatkowo,

(iii) dla dowolnego ustalonego y ∈ X, odwzorowanie t 7−→ T (t)y jest rzeczywista
‘

funkcja
‘
analityczna

‘
na (0,∞),

to {T (t)}t≥0 jest pó lgrupa
‘

analityczna
‘

na X.

Definicja 6.2.3. Operator liniowy A : (D(A) ⊂ X) −→ X zdefiniowany wzorem

Ay = lim
t→0+

T (t)y − y

t
,

z dziedzina
‘

tych wszystkich y ∈ X, dla których granica ta istnieje jest nazywany
generatorem infinitezymalnym C0–pó lgrupy {T (t)}t≥0 na X.
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Poniższe twierdzenia charakteryzuja
‘
generatory pó lgrup analitycznych i C0–pó l-

grup [61], [108], [141].

Twierdzenie 6.2.4 (Hille). Operator liniowy A : (D(A) ⊂ X) −→ X dzia laja
‘
cy

w przestrzeni Banacha X jest generatorem infinitezymalnym liniowej pó lgrupy anali-
tycznej na X wtedy i tylko wtedy, gdy A jest domknie

‘
ty, ge

‘
sto zdefiniowany i istnieja

‘

b ∈ IR, θ ∈ (
π

2
, π) oraz M ≥ 1 takie, że:

(i) sektor Sb,θ = {λ ∈ C : θ ≥ |arg(λ− b)| , λ 6= b} zawiera sie
‘
w zbiorze rezolwen-

towym ρ(A),

(ii) rezolwenta operatora A spe lnia oszacowanie

∥
∥(λI −A)−1

∥
∥
L(X)

≤ M

|λ− b| ∀λ ∈ Sb,θ .

Twierdzenie 6.2.5 (Hille–Phillips–Yosida). Operator liniowy A : (D(A) ⊂
X) → X dzia laja

‘
cy w przestrzeni Banacha X jest generatorem infinitezymalnym linio-

wej C0–pó lgrupy na X wtedy i tylko wtedy, gdy A jest domknie
‘
ty, ge

‘
sto zdefiniowany

oraz istnieja
‘
b ∈ IR i M ≥ 1 takie, że pó lp laszczyzna Πb = {λ ∈ C : Reλ > b} zawiera

sie
‘

w zbiorze rezolwentowym ρ(A), a rezolwenta operatora A spe lnia oszacowanie

∥
∥(λI −A)−n

∥
∥
L(X)

≤ M

(Reλ− b)n
∀λ ∈ Πb ∀n ∈ IN .

Twierdzenie 6.2.6 (Walker). Niech X be
‘
dzie rzeczywista

‘
przestrzenia

‘
Banacha

z norma
‘
‖·‖. Warunki konieczne i dostatecze na to, aby liniowy operator A : (D(A) ⊂

X) −→ X by l generatorem infinitezymalnym liniowej C0–pó lgrupy {S(t)}t≥0, spe lnia-
ja
‘
cej nierówność

‖S(t)‖
L(X) ≤Meωt ∀t ≥ 0

dla pewnej ω ∈ IR i M ≥ 1 (jeżeli ω < 0 to o pó lgrupie {S(t)}t≥0 mówimy, że jest
eksponencjalnie stabilna (EXS)) maja

‘
postać:

(i) A jest ge
‘
sto zdefiniowany,

(ii) istnieje λ0 > 0 taka, że dla każdego λ ∈ (0, λ0) operator I−λA jest surjektywny,
tzn. R(I − λA) = X,

(iii) istnieje norma ‖·‖e, rónoważna z ‖·‖, wzgle
‘
dem której operator A jest dyssy-

patywny, tzn.

‖(I − λA)u‖e ≥ (1 − λω) ‖u‖e ∀u ∈ D(A), ∀λ > 0, λω < 1 .
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W przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym 〈·, ·〉 warunek (i) jest zbe
‘
dny,

gdyż wynika z pozosta lych. Dla szerokiej klasy problemów (w szczególności zachodzi
to dla wszystkich przyk ladów rozważanych w tym rozdziale) wystarcza wyznaczenie
równoważnego iloczynu skalarnego 〈·, ·〉e, wzgle

‘
dem którego operator A jest dyssy-

patywny,
〈u,Au〉e ≤ ω ‖u‖2e ∀u ∈ D(A) .

Ponadto, operator A jest generatorem infinitezymalnym liniowej C0–pó lgrupy, wtedy
i tylko wtedy, gdy A∗ jest generatorem infinitezymalnym liniowej C0–pó lgrupy. Przy
tym pó lgrupa {S(t)}t≥0 generowana przez A jest EXS wtedy i tylko wtedy, gdy
pó lgrupa sprze

‘
żona {S∗(t)}t≥0 generowana przez A∗ jest EXS.

Modele matematyczne dynamiki wielu systemów można zredukować do abstrak-
cyjnego uk ladu semiliniowego

{
ẋ(t) = Ax(t) +BF [x(t)], t ≥ 0
x(0) = x0

}

(6.33)

gdzie A : (D(A) ⊂ H) −→ H jest operatorem liniowym generuja
‘
cym C0–pó lgrupe

‘{S(t)}t≥0 na przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym 〈·, ·〉H, B ∈ L(U,H), U
jest także przestrzenia

‘
Hilberta z iloczynem skalarnym 〈·, ·〉U, F jest nieliniowym

operatorem H z U.
Dla u latwienia notacji, wprowadźmy operator f : H −→ H, f(x) := BF (x).

Definicja 6.2.7. Niech T > 0. Funkcje
‘
x ∈ C([0, T ],H) nazywamy s labym rozwia

‘
za-

niem problemu pocza
‘
tkowego (6.33) na [0, T ] jeśli x(0) = x0, f [x(·)] ∈ L1(0, T ; H) i dla

wszystkich w ∈ D(A∗) funkcja [0, T ] ∋ t 7−→ 〈x(t), w〉H jest absolutnie cia
‘
g la oraz dla

prawie wszystkich t ∈ [0, T ] spe lnia równanie

d

dt
〈x(t), w〉H = 〈x(t), A∗w〉H + 〈f [x(t)], w〉H .

Lemat 6.2.8. Niech T > 0. Funkcja x : [0, T ] ∋ t 7−→ x(t) ∈ H jest s labym roz-
wia

‘
zaniem (6.33) na [0, T ] wtedy i tylko wtedy gdy f [x(·)] ∈ L1(0, T ; H) i dla prawie

wszystkich t ∈ [0, T ] x spe lnia formu le
‘

wariacji sta lych

x(t) = S(t)x0 +

∫ t

0

S(t− τ)f [x(τ)]dτ (6.34)

Lemat 6.2.9. Niech T > 0. Za lóżmy, że operator f : H −→ H jest lokalnie lipschi-
tzowski. Wtedy, dla każdego x0 ∈ H problem pocza

‘
tkowy (6.33) ma s labe rozwia

‘
zanie

z prawym maksymalnym przedzia lem istnienia [0, tmax), tmax > 0, x ∈ C([0, tmax),H).
Wie

‘
cej, jeśli {xn}IN ⊂ C([0, T ],H) jest cia

‘
giem s labych rozwia

‘
zań (6.33) na [0, T ]
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takich, że xn(0) −→ x0, gdy n → ∞ to wtedy xn −→ x, gdy n → ∞ w C([0, T ],H)
i x jest s labym rozwia

‘
zaniem (6.33) na [0, T ]. Dodatkowo,

lim
tրtmax

‖x(t)‖H = ∞,

∫ tmax

0

‖f [x(τ)]‖H dτ = ∞

przy za lożeniu, że tmax <∞.

Lemat 6.2.8 pojawia sie
‘

w pracach [4, Twierdzenie 5.1, str. 243] i [3], natomiast
Lemat 6.2.9 jest po la

‘
czeniem rezultatów z [126], [108, Twierdzenie 1.4, str. 185] i [5,

Twierdzenie 5.2, str. 244].
Jeżeli F (0) = 0 to 0 ∈ H jest punktem równowagi systemu (6.33) (trywialne

rozwia
‘
zanie zerowe (6.33)).

Definicja 6.2.10. Jeśli

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ‖x0‖H < δ =⇒ ‖x(t, x0)‖H < ε ∀t ≥ 0

to mówimy, że punkt równowagi 0 ∈ H jest stabilnym (S) punktem równowagi uk ladu
(6.33). Zbiór {x0 ∈ H : s− lim

t→∞
x(t, x0) = 0}, gdzie s− lim oznacza silna

‘
granice

‘
w H,

nazywamy obszarem silnej atrakcji zerowego punktu równowagi (6.33). Jeżeli 0 ∈ H
jest S, a jego obszarem silnej atrakcji jest H to mówimy, że punkt równowagi 0 ∈ H
uk ladu (6.33) jest globalnie asymptotycznie stabilny (GAS). Jeśli punkt 0 ∈ H jest S
i jest globalnie jednostajnie atraktywny, tzn.,

∀α > 0 ∀ε > 0 ∃T = T (ε) : ‖x(t, x0)‖H ∀t ≥ T, ∀x0, ‖x0‖H ≤ α

to mówimy, że ten punkt jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilny (GJAS).

Obecnie podamy pewne kryteria GAS i GJAS punktu równowagi 0 ∈ H systemu
(6.33) oparte na uogólnieniu metody funkcjona lów Lapunowa.

Twierdzenie 6.2.11. Niech M be
‘
dzie klasa

‘
operatorów nieliniowych taka

‘
, że:

(i) M ⊂
{
P : P jest lokalnie lipschitzowskim operatorem z H w U, P (0) = 0

}
,

(ii) Istnieja
‘
operatory Q ∈ L(U,H), M ∈ L(H), M = M∗, L ∈ L(U,H), K ∈ L(U),

K = K∗ takie, że:

(H1) dla każdego F ∈ M operator QF jest typu gradientowego,

(H2) dla każdego x ∈ H i F ∈ M mamy

〈x,−Mx〉H + 〈x, LF (x)〉H + 〈L∗x, F (x)〉U + 〈F (x),−KF (x)〉U ≥ 0 (6.35)

(εH3) istnieje ε > 0 takie, że uk lad rozwia
‘
zuja

‘
cych równań Lurie–Lefschetza
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〈Ax,Hx〉H + 〈x,HAx〉H − 〈x,Mx〉H = −‖Gx‖2U − ε ‖x‖2H ∀x ∈ D(A) (6.36)

B∗Hx+
1

2
Q∗Ax+ L∗x = −V ∗Gx ∀x ∈ D(A) (6.37)

K − 1

2
(Q∗B +B∗Q) = V ∗V + εI (6.38)

ma rozwia
‘
zanie (H,G, V ), H ∈ L(H), H = H∗, G jest A – ograniczonym

operatorem liniowym z H w U, V ∈ L(U),

(H5) jeśli F ∈ ML = M∩L(H,U) to liniowa C0 – pó lgrupa generowana przez A+BF
jest eksponencjalnie stabilna EXS,

(H6) dla każdego F ∈ M i x ∈ H, x 6= 0 istnieje κ ∈ ML takie, że

∫ 1

0

〈x,Q[F (sx) − κsx]〉Hds = 0 (6.39)

Wtedy 0 ∈ H jest GAS punktem równowagi systemu (6.33) dla każdego F ∈ M
(absolutna stabilność (ABSS) w klasie M).

Dowód. Ponieważ w [46], [47] podano tylko szkice dowodów, przedstawimy pe lny
dowód Twierdzenia (6.2.11). Ustalmy dowolnie F ∈ M. Istnienie s labego rozwia

‘
zania

problemu pocza
‘
tkowego (6.33) jest, dzie

‘
ki inkluzji (i), zagwarantowane Lematami

6.2.8 i 6.2.9. Na mocy (H1) i twierdzenia Rothego–Gawurina – patrz [13, Twierdzenie
2.5.2, str. 94 - 95] – operator QF jest gradientem funkcjona lu

∫ 1

0

〈x,QF (sx)〉Hds =

∫ x

0

〈dy,QF (y)〉H ,

a wartość ostatniej ca lki nie zależy od drogi ca lkowania  la
‘
cza

‘
cej punkty 0, x, o ile jest

ona pojedyncza
‘
i prostowalna

‘
krzywa

‘
w H. Teraz, na mocy (H2) i (H3) funkcjona l

V (x) = 〈x,Hx〉H +

∫ x

0

〈dy,QF (y)〉H (6.40)

jest klasy C1 i mamy

〈Ax+BF (x),∇V (x)〉H = 〈Ax+BF (x), 2Hx+QF (x)〉H =

= −[〈x,−Mx〉H + 〈x, LF (x)〉H + 〈F (x), L∗x〉U + 〈F (x),−KF (x)〉U]−

−‖Gx+ V F (x)‖2U − ε ‖x‖2H − ε ‖F (x)‖2U ≤

≤ −ε ‖x‖2H − ε ‖F (x)‖2U ∀x ∈ D(A) ,

(6.41)

gdzie ∇V (x) oznacza gradient V w punkcie x.
Wykorzystuja

‘
c idee Balla [5, Dowód lematu 5.5, str. 246 - 247] pokażemy, że
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V [x(t, x0)] − V (x0) ≤

≤ −ε
∫ t

0

‖x(τ)‖2H + ‖F [x(τ)]‖2U]dτ ∀x0 ∈ H, ∀t ∈ [0, tmax(x0))
(6.42)

Niech x0 ∈ H, T > 0, T < tmax(x0). Rozważmy funkcje
‘
g(t) = F [x(t)] dla t ∈ [0, T ].

Ponieważ x ∈ C([0, T ],H) jako s labe rozwia
‘
zanie (6.33), F : H −→ U jest cia

‘
g le, gdyż

F ∈ M, wie
‘
c g ∈ C([0, T ],U). Dzie

‘
ki ge

‘
stości C1([0, T ],U) w C([0, T ],U) i D(A) w H

istnieja
‘
cia

‘
gi

{gn}n∈IN ⊂ C1([0, T ],U), lim
n→∞

gn = g ,

{xn0 }n∈IN ⊂ D(A), lim
n→∞

xn0 = x0 .

Z twierdzenia Phillipsa – patrz [108, Wniosek 2.5, str. 107], wynika, że cia
‘
g funkcji

{vn}n∈IN,

vn(t) = S(t)xn0 +

∫ t

0

S(t− τ)Bgn(τ)dτ

ma naste
‘
puja

‘
ce w lasności:

vn ∈ C1([0, T ],H), vn(t) ∈ D(A), v̇n(t) = Avn(t) +Bgn(t) ∀t ∈ [0, T ] .

Dzie
‘
ki temu funkcja t 7−→ V [vn(t)] należy do C1[0, T ] i

d

dt
V [vn(t)] = 〈v̇n(t),∇V [vn(t)]〉H =

= 〈Avn(t) +Bgn(t),∇V [vn(t)]〉H ∀t ∈ [0, T ]
(6.43)

Dodaja
‘
c i odejmuja

‘
c BF [x(t)] w prawej stronie (6.43) i ca lkuja

‘
c obie strony (6.43)

od 0 do t, i wreszcie, biora
‘
c pod uwage

‘
(6.41) dostajemy

V [vn(t)] − V (xn0 ) ≤ −ε
∫ t

0

[‖vn(τ)‖2H + ‖F [vn(τ)]‖2U]dτ+

+

∫ t

0

〈B{gn(τ) − F [vn(τ)]},∇V [vn(τ)]〉Hdτ ∀t ∈ [0, T ], ∀x0 ∈ H

(6.44)

Z definicji vn, (6.34), podstawowych oszacowań dla pó lgrupy {S(t)}t≥0 (tutaj bez
straty ogólności rozważań możemy za lożyć, że typ tej pógrupy jest ω > 0), oraz
pewnych elementarnych oszacowań, wynika, że

‖vn(t) − x(t)‖H =

∥
∥
∥
∥
S(t)(xn0 − x0) +

∫ t

0

S(t− τ)B[gn(τ) − g(τ)]dτ

∥
∥
∥
∥
H

≤

≤MeωT ‖xn0 − x0‖H + ‖B‖
L(U,H)M

1

ω
(eωT − 1) ‖gn − g‖C([0,T ],U) .

Sta
‘
d vn −→ x gdy n→ ∞ w C([0, T ],H) i w konsekwencji, na mocy cia

‘
g lości operatora

Niemyckiego dostajemy
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C([0, T ],H) ∋ x 7−→ F [x(·)] ∈ C([0, T ],U) .

Mamy także F [vn(·)] −→ F [x(·)] gdy n → ∞ w C([0, T ],U) i dlatego pierwszy cz lon
w prawej stronie oszacowania (6.44) da

‘
ży do

−ε
∫ t

0

[‖vn(τ)‖2H + ‖F [vn(τ)]‖2U]dτ ,

gdy n→ ∞. Po dodaniu i odje
‘
ciu wyrażenia 〈Bg(τ),∇V [vn(τ)]〉H, drugi cz lon można

oszacować naste
‘
puja

‘
co:

∣
∣
∣
∣

∫ t

0

〈B{gn(τ) − F [vn(τ)]},∇V [vn(τ)]〉Hdτ
∣
∣
∣
∣
≤ ‖B‖

L(U,H)

[
‖gn − g‖C([0,T ],U) +

+ ‖F [x(·)] − F [vn(·)]‖C([0,T ],U)

]
∫ t

0

‖∇V [vn(τ)]‖H dτ .

Ponieważ x0 ∈ H, T ∈ (0, tmax(x0)) by l dowolny, wie
‘
c z twierdzenia Weierstrassa

widać, że dla zachodzenia (6.42) wystarcza, aby {vn(t) : t ∈ [0, T ], n ∈ IN} by l
zwarty w H. Tak jednak jest, gdyż ostatni zbiór zawiera sie

‘
w obrazie, zwartego

w C([0, T ],H) × [0, T ], zbioru [{vn} ∪ {x}] × [0, T ] w ewaluacji Ω : C([0, T ],H) ×
[0, T ] −→ H, Ω(y, t) = y(t) – obj. [35, str. 147]. Korzysta sie

‘
tu z faktu, że obcie

‘
cie

ewaluacji Ω do zbioru F × [0, T ] jest cia
‘
g le, jeśli F jest zwarty w C([0, T ],H) – por.

[35, str. 211, w dowodzie twierdzenia Ascoliego] (podstawia sie
‘
F := {vn} ∪ {x})

oraz obraz zwartego w C([0, T ],H) × [0, T ] zbioru F × [0, T ] – obj. [35, Twierdzenie
Tichonowa, str. 182] – w odwzorowaniu cia

‘
g lym jest zwarty – obj. [35, Twierdzenie

8, str. 167].
Ważnym wnioskiem z (6.42) jest naste

‘
puja

‘
ca implikacja

V (x) ≥ 0 ∀x ∈ H =⇒ tmax(x0) = ∞

oraz

ε

∫ ∞

0

[

‖x(t)‖2H + ‖F [x(t)]‖2U
]

dt ≤ V (x0) ∀x0 ∈ H (6.45)

Istotnie, jeśli V (x) ≥ 0 dla wszystkich x ∈ H to z (6.42) otrzymujemy oszacowanie

∞ > V (x0) ≥ ε

∫ tmax(x0)

0

‖F [x(τ)]‖2U dτ ∀x0 ∈ H .

Gdyby istnia l x0 ∈ H, dla którego tmax(x0) <∞ to z Lematu 6.2.9, oszacowania

∞ =

∫ tmax(x0)

0

‖BF [x(t)]‖H dt ≤ ‖B‖
L(U,H)

∫ tmax(x0)

0

‖F [x(t)]‖U dt

i zwia
‘
zków mie

‘
dzy normami w przestrzeniach L1(0, tmax(x0)),L2(0, tmax(x0)) otrzy-

malibyśmy

∫ tmax(x0)

0

‖F [x(τ)]‖2U dτ = ∞. Z otrzymanej sprzeczności wynika zatem, że
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tmax(x0) = ∞ dla dowolnego x0 ∈H (nieograniczona przed lużalność w prawo s labego
rozwia

‘
zania problemu (6.33)). Teraz w (6.42) można przej́sć z t do ∞ i powtórnie

korzystaja
‘
c z nieujemności V , uzyskujemy oszacowanie (6.45).

Wykażemy, że za lożenia (H5), (H6) gwarantuja
‘

nieujemność V . W tym celu
pos lużymy sie

‘
idea

‘
liniowego systemu porównawczego zastosowana

‘
w dowodzie Twier-

dzenia 6.1.2. Zauważmy najpierw, że na mocy (H1), (H2) i (H5) mamy

ML =
{
µ ∈ L(H,U) : (Qµ) = (Qµ)∗, −M + Lµ+ µ∗L∗ − µ∗Kµ ≥ 0 ,

A+Bµ jest generatorem infinitezymalnym liniowej EXS C0–pó lgrupy na H
}
.

Jeżeli µ ∈ ML, to zgodnie z (6.40) i (6.41) mamy

V (x) =
〈

x, (H +
1

2
Qµ)x

〉

H
,

〈

(A+Bµ)x, (H +
1

2
Qµ)x

〉

H
+
〈

x, (H +
1

2
Qµ)(A+Bµ)x

〉

H
≤

≤ −ε
[

1 + ‖µ‖2
L(U,H)

]

‖x‖2H ∀x ∈ D(A)

a zatem na mocy twierdzenia Datki – patrz np. [42, Twierdzenie 6.2.3, str. 126],

H +
1

2
Qµ ≥ 0 ∀µ ∈ ML (6.46)

Ustalamy teraz dowolnie x ∈ H, x 6= 0. Na mocy (H6) istnieje taki κ ∈ ML, że
(6.39) zachodzi. Z (6.39) i (6.46) otrzymujemy

V (x) =
〈

x, (H +
1

2
Qκ)x

〉

H
+

∫ 1

0

〈
x,Q[F (sx) − κsx]

〉

H
ds ≥ 0 ,

ponadto
V (0) = 0 .

Weźmy teraz dowolny µ ∈ ML i rozważmy nieliniowy operator G, G(x) := F (x)−µx.
Z (H5) wynika, że liniowa C0–pó lgrupa {Sµ(t)}t≥0 generowana przez A + Bµ jest
EXS, tzn. istnieja

‘
sta le Mµ ≥ 1, α > 0 takie, że

‖Sµ(t)‖L(H) ≤Mµe
−αt ∀t ≥ 0

i z (6.34)  latwo otrzymujemy oszacowanie

‖x(t)‖H ≤ a(t) ‖x0‖H + (a ⋆ b)(t) ,

a(t) = ‖Sµ(t)‖
L(H) , b(t) = ‖BG[x(t)]‖H , t ≥ 0

(6.47)

a, b ∈ L2(0,∞). Dla a jest to oczywiste, dla b wynika z (6.45), dok ladniej,
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‖b‖L2(0,∞) ≤ ‖B‖
L(U,H)

(

1 + ‖µ‖
L(H,U)

)
√

1

ε
V (x0) (6.48)

Korzystaja
‘
c z w lasności splotu a ⋆ b dostajemy

|(a ⋆ b)(t)| ≤ ‖a‖L2(0,∞) ‖b‖L2(0,∞) , (a ⋆ b)(t) −→ 0 przy t→ ∞

– patrz [21, Propozycja 0.2.1, str. 4]. W ten sposób z oszacowań (6.47), (6.48), nieu-
jemności V , cia

‘
g lości V w 0 ∈ H i V (0) = 0 wynika stabilność punktu równowagi

0 ∈ H i jego globalna atraktywność.
GAS jest absolutna

‘
w klasie M, bowiem F by l ustalonym dowolnie operatorem

z M. ⊓⊔

Uwaga 6.2.12. Przypadek Q = 0 analizowany by l w [81, Twierdzenie 5, str. 1071],
gdzie podano bardzo proste uzasadnienie, że w tym przypadku teze

‘
Twierdzenia 6.2.11

można wzmocnić do globalnej eksponencjalnej stabilności punktu równowagi 0 ∈ H,
dla dowolnego F ∈ M.

Kolejne kryterium GAS punktu równowagi 0 ∈ H jakie podamy zawiera inny
zestaw za lożeń, co jest konsekwencja

‘
odmienności cze

‘́
sci dowodu. Kryterium to

jest bardziej zbliżone do Twierdzenia 6.1.2 oraz do standardowych uje
‘
ć metody

funkcjona lów Lapunowa dla systemów nieskończenie–wymiarowych.

Twierdzenie 6.2.13. Niech M be
‘
dzie taka

‘
klasa

‘
operatorów nieliniowych, że:

(i) M ⊂ {P : P jest operatorem lokalnie lipschitzowskim z H w U, P (0) = 0},

(ii) Istnieja
‘
operatory Q ∈ L(U,H), M ∈ L(H), M = M∗, L ∈ L(U,H), K ∈ L(U),

K = K∗, takie, że:

(H1) dla dowolnego F ∈ M operator QF jest gradientowy,

(H2) dla dowolnego x ∈ H i dowolnego F ∈ M zachodzi (6.35),

(H3) uk lad rozwia
‘
zuja

‘
cych równań Lurie

〈Ax,Hx〉H + 〈x,HAx〉H − 〈x,Mx〉H = −〈Gx,Gx〉U ∀x ∈ D(A)

B∗x+
1

2
Q∗Ax+ L∗x = −V ∗Gx ∀x ∈ D(A)

K − 1

2
(Q∗B +B∗Q) = V ∗V







(6.49)

posiada rozwia
‘
zanie (H,G, V ), H ∈ L(H), H = H∗, G jest operatorem

liniowym A – ograniczonym z H w U, V ∈ L(U),

(H7) istnieje cia
‘
g la, ścísle rosna

‘
ca, określona na [0,∞) funkcja α, α(0) = 0,

α(r) ր ∞, gdy r ր ∞ taka, że dla dowolnego x ∈ H i dowolnego F ∈ M
mamy

V (x) = 〈x,Hx〉H +

∫ 1

0

〈x,QF (sx)〉Hds ≥ α(‖x‖H) (6.50)
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(H8) albo pó lgrupa {S(t)}t≥0 generowana przez A jest ostatecznie zwarta, albo
istnieje µ ∈ L(H,U) taki, że liniowa C0–pó lgrupa generowana przez A+Bµ
jest EXS oraz dla każdego F ∈ M operator x 7−→ B[F (x)−µx] jest zwarty
(tzn. przeprowadza zbiór ograniczony we wzgle

‘
dnie zwarty),

(H9) dla dowolnego F ∈ M rozwia
‘
zanie zerowe jest jedynym, określonym i ogra-

niczonym dla t ∈ IR, s labym rozwia
‘
zaniem problemu (6.33), na którym

V [x(t, x0)] = V (x0) dla wszystkich t ∈ IR.

Wtedy punkt równowagi 0 ∈ H jest GAS dla dowolnego F ∈ M (stabilność absolutna
w klasie M).

Dowód. Dowód jest tylko nieznacznym rozszerzeniem szkicu dowodu przypadku szcze-
gólnego, odpowiadaja

‘
cego kwadratowej funkcji α – patrz [47, str. 286 - 287]. Ustalamy

dowolnie F ∈ M. Przy wyprowadzaniu oszacowania (6.42) korzystalísmy tylko z (H1),
(H2) i (εH3), wobec tego, jeśli zamiast (εH3) za lożymy (H3) to w miejsce (6.42)
otrzymamy s labsze, bo odpowiadaja

‘
ce ε = 0, oszacowanie

V [x(t, x0)] ≤ V (x0) ∀x0 ∈ H, ∀t ∈ [0, tmax(x0)) (6.51)

Z (6.50) i (6.51) wynika teraz oszacowanie

V (x0) ≥ α(‖x(t, x0)‖H) ∀x0 ∈ H, ∀t ∈ [0, tmax(x0)) (6.52)

Gdyby dla pewnego x0 ∈ H istnia lo rozwia
‘
zanie problemu pocza

‘
tkowego (6.33)

z tmax(x0) < ∞, to wobec w lasności funkcji α i Lematu 6.2.9 otrzymalibyśmy
α(‖x(t, x0)‖H) ր ∞, gdy t ր tmax(x0), co jest sprzeczne z (6.52). Z uzyskanej
sprzeczności wynika, że wszystkie rozwia

‘
zania sa

‘
nieograniczenie przed lużalne w pra-

wo. Obk ladaja
‘
c oszacowanie (6.52), ważne już teraz dla dowolnych x0 ∈ H, t ≥ 0,

obustronnie funkcja
‘
odwrotna

‘
do α i korzystaja

‘
c z cia

‘
g lości V otrzymamy stabilność

punktu równowagi 0 ∈ H i ograniczoność wszystkich rozwia
‘
zań. Można też zauważyć,

że rozwia
‘
zania systemu (6.33) generuja

‘
CSDS na H i dzie

‘
ki za lożeniu (H7) i cia

‘
g lości

V , stabilność punktu równowagi wynika wprost z charakteryzacji zbiorów stabilnych
w terminach funkcjona lów Lapunowa [15, 4.5 - 4.6, str. 85].

Dowód globalnej atraktywności punktu równowagi 0 ∈ H opiera sie
‘
na wykorzys-

taniu zasady inwariantności LaSalle’a 2.1.5, zgodnie z która
‘
, każda wzgle

‘
dnie zwarta

trajektoria zmierza do najwie
‘
kszego zbioru mocno–inwariantnego zawartego w zbiorze

{x0 ∈ H : V [x(t, x0)] = V (x0) ∀t ∈ IR}. Z jednej strony na mocy (H9) zbiór ten jest
równy {0}, z drugiej strony każda trajektoria systemu (6.33) jest wzgle

‘
dnie zwarta,

co wynika z (H8) i kryteriów Pazy’ego–Balla [108, Lemat 5.3, str. 244; zasta
‘
pienie

za lożenia zwartości pó lgrupy {S(t)}t≥0 generowanej przez A, ostateczna
‘

zwartościa
‘

wymaga jedynie nieznacznych modyfikacji w dowodzie i dlatego nie be
‘
dzie przed-

miotem osobnego dowodu] oraz Webba [142, Propozycja 3.2, str. 21].

Udowodniona GAS punktu równowagi 0 ∈ H jest absolutna
‘
w klasie M bowiem

F ∈ M by l ustalonym dowolnie operatorem z M. ⊓⊔
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Twierdzenie 6.2.14. Jeżeli w Twierdzeniu 6.2.11 w miejsce za lożenia (i) przyja
‘́
c

naste
‘
puja

‘
ce za lożenie:

(i’) M ⊂ {P : P jest operatorem lokalnie lipschitzowskim z H w U, który przekszta lca
każdy cia

‘
g s labo zbieżny w H w cia

‘
g silnie zbieżny w U oraz P (0) = 0}

to teze
‘
Twierdzenia 6.2.11 można wzmocnić naste

‘
puja

‘
co: 0 ∈ H jest GJAS punktem

równowagi systemu (6.33) dla dowolnego F ∈ M.

Dowód. Twierdzenie to podano w pracach [46, Twierdzenie 2], [47, Twierdzenie 2] bez
dowodu. Idea dowodu jest cze

‘́
sciowo oparta na metodzie Wexlera [148, str. 127 - 128],

[149, str. 976]. Ustalamy dowolnie F ∈ M. Za lożenia Twierdzenia 6.2.14 implikuja
‘

spe lnienie za lożeń Twierdzenia 6.2.11, ska
‘
d wynika GAS punktu równowagi 0 ∈ H.

Pozostaje pokazać jego globalna
‘
jednostajna

‘
atraktywność. Za lóżmy dla dowodu nie

wprost, że tak nie jest – zgodnie z definicja
‘
oznacza to, że istnieja

‘
liczby α > 0, ε > 0

takie, że dla każdego T > 0 mamy ‖x(t, x0)‖H ≥ ε dla pewnego t ∈ [0, T ] i pewnego
x0, ‖x0‖H ≤ α. W konsekwencji

∃α > 0 ∃ε > 0 ∃{τn}n∈IN, {xn0}n∈IN : τn > 0, lim
n→∞

τn = ∞,

‖xn0 ‖H ≥ α, ‖x(τn, x
n
0 )‖H ∀n ∈ IN

(6.53)

Ponieważ w przestrzeni Hilberta każdy ograniczony cia
‘
g zawiera podcia

‘
g s labo zbieżny

w H [144, Twierdzenie 4.25, str. 77], zatem istnieje podcia
‘
g {x̂n0}n∈IN cia

‘
gu {xn0}n∈IN,

s labo zbieżny w H do x̂0, ‖x0‖H ≤ α. Z (i’) wynika, że F jest w szczególności
s labo–cia

‘
gowo cia

‘
g ly, co wraz ze stabilnościa

‘
implikuje, na podstawie twierdzenia

o cia
‘
g lej zależności s labych rozwia

‘
zań od warunków pocza

‘
tkowych w s labej topologii

– twierdzenie Balla i Slemroda [7, str. 172 - 173], że

∀T > 0 : x(·, x̂n0 ) −→ x(·, x̂0) w C([0, T ],Hw) ,

gdzie Hw oznacza przestrzeń H z topologia
‘
s labej cia

‘
gowej zbieżności.

Jeżeli µ ∈ ML, to A + Bµ jest generatorem liniowej, C0–pó lgrupy {Sµ(t)}t≥0,
która jest EXS, przy czym dzie

‘
ki (i’) operator liniowy µ jest zwarty (pe lnocia

‘
g ly).

W konsekwencji operator G : H −→ U, G(x) = F (x)−µx także przeprowadza każdy
cia

‘
g s labo zbieżny w H w cia

‘
g silnie zbieżny w U i bn −→ 0 przy n → ∞ w C([0, T ])

dla dowolnego T > 0, gdzie

bn(t) = ‖B{G[x(t, x̂n0 )] −G[x(·, x̂0)]}‖H .

Z dowodu Twierdzenia 6.2.11 wiemy, że bn jest funkcja
‘
określona

‘
, ograniczona

‘
i cia

‘
g la

‘
na [0,∞) dla każdego n ∈ IN oraz bn(t) −→ 0 gdy t → ∞. Tak wie

‘
c z jednej strony

bn −→ 0 w L∞(0,∞), a z drugiej, korzystaja
‘
c znów z w lasności splotu [21, Propozycja

0.2.1, str. 4], w sposób podobny do zastosowanego przy heurezie (6.47), otrzymamy
oszacowanie

‖x(t, x̂n0 ) + x(t, x̂0)‖H ≤ a(t) ‖x̂n0 − x̂0‖H + (a ⋆ bn)(t) ≤
≤ 2αa(t) + ‖a(t)‖L1(0,∞) ‖bn‖L∞(0,∞) , a(t) = ‖Sµ(t)‖

L(H) ≤Mµe
−αt

(6.54)
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Z (6.54), x(τn, x̂0) −→ 0 przy n → ∞ (konsekwencja GAS) i nierówności trójka
‘
ta

wynika, że przez wzie
‘
cie dostatecznie dużego n ∈ IN wyrażenie ‖x(τn, x̂

n
0 )‖H może

być uczynione dowolnie ma lym, co jest sprzeczne z (6.53). Na mocy rozumowania
dowodowego nie wprost i faktu, że F ∈ M by l ustalony dowolnie, wnosimy, że punkt
równowagi 0 ∈ H jest GJAS, niezależnie od F ∈ M. ⊓⊔

Lemat 6.2.15. Jeżeli

R(Q) ⊂ D(A∗) (6.55)

to przy za lożeniu, że para (A,B) jest wyk ladniczo stabilizowalna, tzn. istnieje X ∈
L(H,U) takie, że pó lgrupa generowana przez A+BX jest EXS, mamy:

1◦. Za lożenie (εH3) w Twierdzeniu 6.2.11 jest spe lnione wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje ε > 0

F(x, u) ≥ ε ‖x‖2H + ε ‖u‖2U ∀(ω, x, u) ∈ IR ×D(A) × U, jωx = Ax+Bu (6.56)

gdzie F(x, u) jest cia
‘
g la

‘
forma

‘
kwadratowa

‘
na H × U (po kompleksyfikacji),

określona
‘
wzorem

F(x, u) = −
〈1

2
Q∗Ax, u

〉

U
−
〈1

2
A∗Qu, x

〉

H
+ 〈x,Mx〉H−

−〈Lu, x〉H − 〈L∗x, u〉U −
〈

u, [K − 1

2
(Q∗B +B∗Q)]u

〉

U

(6.57)

2◦. (6.56) jest warunkiem wystarczaja
‘
cym na to, aby system (6.49) posiada l roz-

wia
‘
zanie (H,G, V ), H ∈ L(H), G ∈ L(H,U), V ∈ L(U) (warunek wystarczaja

‘
cy

spe lnienia za lożenia (H3) w Twierdzeniu 6.2.13).

Dowód. (6.55) gwarantuje cia
‘
g lość formy kwadratowej F(x, u), dzie

‘
ki czemu tezy

1◦, 2◦ wynikaja
‘

z twierdzenia cze
‘
stotliwościowego Lichtarnikova–Jakubovic̆a [82,

Twierdzenie 3, str. 902]. ⊓⊔

Uwaga 6.2.16. W [82] powyższy lemat zosta l wykazany przy za lożeniu L2 – ste-
rowalności, a nie wyk ladniczej stabilizowalności pary (A,B), jednak w [85, str. 143]
udowodniono równoważność tych poje

‘
ć.

Jeżeli (6.55) nie zachodzi to Q∗A można być nawet niedomykalny i o rozwia
‘
zal-

ności systemów (6.36), (6.37), (6.38), (6.49) nic nie wiadomo. W praktyce możemy
pos lugiwać sie

‘
formalna

‘
procedura

‘
faktoryzacyjno -realizacyjna

‘
, która

‘
przedstawimy

na przyk ladzie systemu (6.49).

Jeżeli wspólna cze
‘́
sć zbioru rezolwentowego ρ(A) i osi urojonej jest ,,dostate-

cznie obszerna”, to k lada
‘
c w (6.57) x = (jωI − A)−1Bu otrzymamy cia

‘
g la

‘
forme

‘
kwadratowa

‘
na U. Szukamy teraz takiej funkcji ρ(A) ∋ s 7−→ Φ(s) ∈ L(U), że:
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F((jωI −A)−1Bu, u) = ‖Φ(jω)‖2U (6.58)

G(A− sI)−1B = V − Φ(s), V ∗V = K − 1

2
(Q∗B +B∗Q) (6.59)

Powyższa formalna procedura faktoryzacyjno -realizacyjna zosta la ścísle uzasadniona
jedynie dla szerokiej klasy systemów Lurie równoważnych problemowi lq – patrz [155],
[23] oraz [145].

Nadmieńmy jeszcze, że w szeregu prac uda lo sie
‘

uzyskać cze
‘
stotliwościowe wa-

runki stabilności nieskończenie–wymiarowych uk ladów Lurie z jedna
‘

nieliniowościa
‘

dlatego, że w niejawny sposób uzyskiwano spe lnienie warunku (6.55). Przyk ladowo
w artyku lach Wexlera [148], [149] spe lnienie (6.55) wynika z faktu, że autor operuje
tam produktowymi przestrzeniami stanu przez co Q i A maja

‘
blokowa

‘
strukture

‘
.

6.3. PRZYK LADY I PROBLEMY OTWARTE

6.3.1. Przyk lad 1. Obwód Braytona

Jest to system przedstawiony na rysunku 6.5.

����6R0- 6ss s6-s0 1 x sf [V (1; t)]-Ei(0; t) i(1; t)6BEZSTRATNA LINIATRANSMISYJNA LCv(1; t) s C1v(0; t) -
6
�����������@@@@@@@@@����������rCCCCCCCCCCCCr r
f i = E � vR0i� v� v

Rysunek6.5. Przyk lad Braytona. Po prawej stronie charakterystyka diody tunelowej

Można go opisać uk ladem równań







∂I(x, t)

∂t
= − 1

L

∂V (x, t)

∂x
, 0 ≤ x ≤ 1, t ∈ IR

∂V (x, t)

∂t
= − 1

C

∂I(x, t)

∂x
, 0 ≤ x ≤ 1, t ∈ IR

0 = V (x, t) + I(0, t)R0, t ∈ IR

C1
∂V (x, t)

∂t
= I(1, t) − g[V (1, t)], t ∈ IR







,
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gdzie g(y) = f(y+ v∗)− f(v∗), V = v− v∗, I = i− i∗, i∗ = f(v∗). W oryginalnym
przyk ladzie Braytona źród lo pra

‘
du reprezentuje diode

‘
tunelowa

‘
, o charakterystyce

przedstawionej na rysunku 6.5, gdzie objaśniono też znaczenie symboli v∗, i∗.
Po uwzgle

‘
dnieniu rozwia

‘
zań d’Alemberta dla bezstratnej linii transmisyjnej LC

I(x, t) =
1

2z

[

Φ(t− x

σ
) − Ψ(t+

x

σ
)
]

, V (x, t) =
1

2

[

Φ(t− x

σ
) − Ψ(t+

x

σ
)
]

,

otrzymujemy
Φ(t) = KΨ(t) ,

dV (1, t)

dt
=

1

C1
I(1, t) − 1

C1
g[V (1, t)] ,

gdzie: z =
√

L/C jest impedancja
‘
falowa

‘
linii, σ = 1/

√
LC – pre

‘
dkościa

‘
propagacji fali,

a K = (R0 − z)/(R0 + z) – wspó lczynnikiem odbicia. Podstawienie y(t) =
1

2
Ψ(t+

1

σ
)

redukuje ten system równań do jednego równania neutralnego

d

dt
[y(t) + Ky(t− r)] = − 1

zC1
y(t) +

K

zC1
y(t− r) − 1

C1
g[y(t) + Ky(t− r)] (6.60)

gdzie r = 2/σ.
Lopes [83] otrzyma l naste

‘
puja

‘
ce warunki stabilności. Jeżeli:

|K| < 1 (6.61)

inf
g(σ)

σ
> − 1 − |K|

z(1 + |K|) = k1 (k1 < 0), g(0) = 0 (6.62)

to punkt równowagi 0 systemu (6.60), traktowanego jako uk lad dynamiczny w przes-
trzeni stanu C[−r, 0] jest globalnie eksponencjalnie stabilny.

Po zapisaniu (6.60) w postaci







v̇(t) = − 1

zC1
v(t) +

2K

zC1
y(t− r) − 1

C1
g[v(t)]

v(t) = y(t) + Ky(t− r)






(6.63)

jest widoczne, że obwód Braytona może być też interpretowany jako abstrakcyjny
uk lad semiliniowy w przestrzeniach – stanu H = IM2 = IR ⊕ L2(−r, 0) i sterowań
U = IR z operatorami

A

[
v

ψ

]

=






− 1

zC1
v +

2K

zC1
ψ(−r)

ψ′




 ,

D(A) =

{[
v
ψ

]

∈ H : ψ ∈ W1,2(−r, 0), v = ψ(0) + Kψ(−r)
}

,
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Bu =




− 1

C1

0



u, F

[

v

ψ

]

= g(v) .

A jest generatorem infinitezymalnym liniowej C0–pó lgrupy na H – [42, str. 149], B ∈
L(U,H). Korzystaja

‘
c z warunków stabilności [42, Lemma 6.2.11, str. 151], w zasto-

sowaniu do uk ladu (6.63) z g(v) = µv można pokazać (np. dokonuja
‘
c wnioskowania

z rezultatów podanych w [42, str. 207]), że tak otrzymany system liniowy jest EXS

niezależnie od r, gdy zachodzi (6.61) oraz (6.62) (w (6.62) mamy inf
g(σ)

σ
= µ). Z tego

wzgle
‘
du, dla otrzymania możliwie naj lagodniejszych warunków stabilności systemu

(6.63) k ladziemy w Twierdzeniu 6.2.13:

M =

{

F

[
v
ψ

]

= g(v) : g ∈ W1,∞
loc (IR), g(0) = 0,

g(v)

v
> k1 ∀v 6= 0

}

,

M

[
v

ψ

]

=






k1
C1
v

0




 , Lu =






1

2C1

0




 u, K = 0

(tutaj K oznacza operator z L(U) opisany w Twierdzeniu 6.2.13). Z lokalnej lip-
schitzowskości g wynika lokalna lipschitzowskość F ∈ M, dzie

‘
ki czemu za lożenie (i)

Twierdzenia 6.2.13 jest spe lnione. Wprost z definicji wynika też spe lnienie (H2). Jeżeli

wzia
‘́
c Qu =

[
q
0

]

u, q ∈ IR to (H1) zachodzi, gdyż QF jest gradientem funkcjona lu

q

∫ v

0

g(ξ)dξ. W celu rozwia
‘
zania uk ladu (6.49) pos lużymy sie

‘
opisana

‘
uprzednio for-

malna
‘
procedura

‘
faktoryzacyjno -realizacyjna

‘
. Z (6.57) i (6.58) otrzymamy  latwo

F((jωI −A)−1Bu, u)

|u|2
= ReG(jω) + k1 |G(jω)|2 − ωq ImG(jω) ,

G(s) = L∗(A− sI)−1B =
z(1 + Ke−sr)

zsC1(1 + Ke−sr) + (1 − Ke−sr)
.

Sta
‘
d i z (6.59), dla q = 0, dostajemy

Φ(s) =
z(1 − |K|) |K|

1 + |K|
1 − e−sr

zsC1(1 + Ke−sr) + (1 − Ke−sr)
,

G

[
v
ψ

]

=

√

|K| (1 − |K|)
zC1(1 + |K|)v − (signK)

√

|K| (1 − K2)

zC1
ψ(−r), V = 0 ∈ IR

przy czym G jest funkcjona lem liniowym A – ograniczonym, ale G 6∈ L(H,U).
Metodami opisanymi szczegó lowo w [50, Rozdzia l II.2] znajdujemy
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H

[
v

ψ

]

=





0.5v

|K|
zC1

ψ





i bezpośrednim sprawdzeniem  latwo ustalić, że trójka (H,G, V ) jest istotnie rozwia
‘
-

zaniem systemu Lurie (6.49). Teraz widać, że (6.50) zachodzi z

α(r) = min

{
1

2
,
|K|
zC1

}

r2

(dla K = 0 system (6.63) jest skończenie–wymiarowym uk ladem Lurie, podpadaja
‘
-

cym pod Twierdzenie 6.1.5 i dlatego, bez straty ogólności rozważań można za lożyć,
że K 6= 0).

Pó lgrupa generowana przez A jest EXS, a operator

BF (x) =




− 1

C1
g(v)

0





ewidentnie jest zwarty, zatem za lożenie (H8) Twierdzenia 6.2.13 jest spe lnione. Po-
zostaje wykazać, że (H9) zachodzi. Korzystaja

‘
c z (6.41), (6.42) (z ε = 0) ustalamy,

że określone i ograniczone dla t ∈ IR rozwia
‘
zania systemu semiliniowego, na których

V jest sta ly pokrywaja
‘

sie
‘

z określonymi i ograniczonymi dla t ∈ IR trajektoriami

pó lgrupy liniowej

{[
v(t)
yt

]}

t≥0

, yt(θ) = y(t + θ), dla ustalonego θ ∈ [−r, 0], ge-

nerowanej przez A, dla których v(t) = G

[
v(t)
yt

]

= 0. Jedyna
‘

taka
‘

trajektoria
‘

jest

jednak trajektoria trywialnego rozwia
‘
zania zerowego. W ten sposób także za lożenie

(H9) jest spe lnione i na mocy tezy Twierdzenie 6.2.13 stwierdzamy, że warunek (6.61)
oraz

g(v)

v
> − 1 − |K|

z(1 + |K|) = k1, g(0) = 0 (6.64)

sa
‘
warunkami GAS badanego systemu traktowanego jako uk lad dynamiczny w prze-

strzeni stanu IM2. Zwróćmy uwage
‘
, że (6.64) jest warunkiem s labszym od (6.62),

bowiem dopuszcza on nieliniowości g o wykresach maja
‘
cych asymptote

‘
ukośna

‘
–

prosta
‘
o nachyleniu k1.

Grabowski [47, str. 290 - 291] pokaza l, że warunki Lopesa (6.61), (6.62) gwaran-
tuja

‘
globalna

‘
eksponencjalna

‘
stabilność zerowego punktu równowagi systemu (6.63),

także w przestrzeni stanu IM2. Dowód opiera sie
‘

na modyfikacji definicji klasy M
i operatorów M , L, H (operatory Q, K, V , G pozostaja

‘
niezmienione):

M =
{

F

[
v
ψ

]

= g(v) : g ∈ W1,∞
loc (IR), g(0) = 0 ,

g(v)

v
≥ k1

(

1 +
C1zrε

1 − K2

)−1

(−→ k1 gdy ε→ 0+) ∀v 6= 0
}

,
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M

[
v

ψ

]

=




− k1

C1
v + εv

0



 , Lu =





1

2C1
+

εzr

2(1 − K2)

0



 u ,

H

[
v

ψ(·)

]

=







v

2
+

zrεvC1

2(1 − K2)
[ |K|
zC1

+ ε

(
r

1 − K2 + (·)
)]

ψ(·)







.

Efektem tych modyfikacji jest pojawienie sie
‘
cz lonu −ε〈x, x〉H w prawej stronie pierw-

szego równania (6.49). W dowodzie Twierdzenia 6.2.13 zamiast (6.51) mamy teraz

V [x(t, x0)] − V (x0) ≤ −ε
∫ t

0

‖x(τ, x0)‖2H dτ .

Sta
‘
d, dla dowolnego, ustalonego x0 funkcja v(t) = V [x(t, x0)] jest cia

‘
g la, maleja

‘
ca,

a zatem prawie wsze
‘
dzie różniczkowalna i v̇(t) ≤ −ε ‖x(t, x0)‖2H dla prawie wszystkich

t ≥ 0. Z drugiej strony jest oczywiste istnienie sta lej γ > 0 takiej, że

γ ‖x‖2H ≤ V (x) = 〈x,Hx〉H ≤ ‖H‖
L(H) ‖x‖

2
H ∀x ∈ H .

Z nierówności tych  latwo otrzymuje sie
‘

globalna
‘
eksponencjalna

‘
stabilność zerowego

punktu równowagi, a ograniczenie na
g(v)

v
wyste

‘
puja

‘
ce w definicji zmodyfikowanej

klasy M jest równoważne warunkowi Lopesa (6.62).
Przedstawione wyniki można uogólnić na przypadek linii transmisyjnej RLCG

bez zniekszta lceń (R/L = G/C = α). W tym celu rozwia
‘
zania d’Alemberta należy

zmodyfikować w sposób opisany w pracy [48, wzory (51)].
Stosowanie Twierdzeń 6.2.11 i 6.2.14 prowadzi do zdecydowanie gorszych rezul-

tatów w porównaniu z wyżej otrzymanymi – por. [47].

6.3.2. Przyk lad 2. System klasy Gromowej–Pelewiny

Sa
‘

to uk lady sterowania lub ogólniej systemy ze sprze
‘
żeniem zwrotnym opisane

równaniem
ξ̇(t) = A0ξ(t) +B0ξ(t− r) + bf [cT ξ(t)] (6.65)

gdzie A0, B0 ∈ L(IRn), b, c ∈ IRn, f : IR −→ IR jest lokalnie lipschitzowska
‘

charak-
terystyka

‘
statyczna

‘
regulatora, f(0) = 0.

Cze
‘
stotliwościowe warunki wystarczajace GAS zerowego punktu równowagi

w przestrzeni stanu C([−r, 0], IRn) (typu twierdzeń Popova) przedyskutowano w mo-
nografii Ras̃vana [119, Rozdzia l 2], a pewne uproszczone kryteria, oparte na metodzie
funkcjona lów Lapunowa–Hale’a podano w [42, str. 115 - 118]. Twierdzenia 6.2.11 ÷
6.2.14 pozwalaja

‘
natomiast analizować GAS zerowego punktu równowagi w prze-

strzeni stanu IM2 = IRn ⊕ L2(−r, 0; IRn).
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Lemat 6.3.1. Jeżeli dla dowolnego µ > 0 system liniowy

ξ̇(t) = (A0 + µbcT )ξ(t) +B0ξ(t− r) (6.66)

ma zerowy punkt równowagi EXS oraz istnieje δ > 0 taka, że

Re[jωG(jω)] ≥ δ (6.67)

dla dowolnej ω ∈ IR, jω nie be
‘
da

‘
cej biegunem transmitancji cze

‘́
sci liniowej systemu

(6.65)
G(s) = cT (A0 + e−srB0 − sI)−1b ,

to punkt równowagi 0 jest GJAS, w przestrzeni stanu IM2, dla dowolnej lokalnie
lipschitzowskiej funkcji f , takiej, że

f(σ)

σ
> 0 ∀σ 6= 0, f(0) = 0 (6.68)

Dowód. Wyprowadzimy ten rezultat z Twierdzenia 6.2.14. W tym celu w Twierdzeniu
6.2.11 k ladziemy H = IM2, U = IR,

A

[
ξ
ψ

]

=

[
A0ξ +B0ψ(−r)

ψ′

]

,

D(A) =

{[
ξ
ψ

]

∈ H : ψ ∈ W1,2(−r, 0; IRn), ψ(0) = ξ

}

,

M =

{

F

[
ξ
ψ

]

= f(cT ξ) : f ∈ W1,∞
loc (IR), f(0) = 0,

f(σ)

σ
> 0 ∀σ 6= 0

}

,

Bu =

[
b
0

]

u, Qu =

[
c
0

]

u, M = 0 ∈ L(H), L = 0 ∈ L(H,U),K = 0 ∈ L(U) .

F ∈ M przeprowadza oczywíscie dowolny cia
‘
g s labo zbieżny w H w silnie zbieżny

w U, a operator QF jest gradientem funkcjona lu

[
ξ
ψ

]

7−→
∫ cT ξ

0

f(σ)dσ. Za lo-

żenia: (i’) w Twierdzeniu 6.2.14 oraz (H1), (H2), (H5), (H6) (otrzymuje sie
‘

je jak
w dowodzie Twierdzenia 6.1.5) w Twierdzeniu 6.2.11 sa

‘
spe lnione i pozostaje wykazać,

że także (εH3) zachodzi. W tym celu wprowadźmy do rozważań funkcjona l liniowy
C

C

[
ξ
ψ

]

= Q∗A

[
ξ
ψ

]

= cTA0ξ + cTB0ψ(−r), D(C) = D(A) (6.69)

Chociaż C jest niedomykalny i w konsekwencji forma kwadratowa (6.57) traci sens, to
jednak, wobec znikania operatorówM , L można jej nadać uogólniony sens, pos luguja

‘
c

sie
‘

przedstawieniem Diejc̆a [32, str. 46, wzór (1.5)]. Zauważmy, że C spe lnia warunek
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∫ ∞

0

‖CS(t)u0‖2Y dt ≤ γ ‖u0‖2H ∀u0 ∈ D(A) ,

dla pewnej liczby γ > 0. Teraz wszystkie za lożenia uogólnionego twierdzenia cze
‘
sto-

tliwościowego Lichtarnikova–Jakubovic̆a – patrz [32, Twierdzenie 1.1, str. 46] sa
‘
spe l-

nione i warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym zachodzenia (εH3) w Twierdzeniu

6.2.11 jest istnienie liczby δ > 0 takiej, że

F((jωI −A)−1Bu, u)

|u|2
= −cT b+ Re[cT (A0 + e−iωrB0)(A0 + e−iωrB0 − iωI)−1b] =

= Re[jωG(jω)] ≥ δ ∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A)

(przypomnijmy, że pó lgrupa generowana na H przezA jest ostatecznie zwarta i dlatego
co najwyżej skończenie wiele wartości w lasnych A może leżeć na osi urojonej). To
jednak jest zagwarantowane przez (6.67) i teza lematu wynika z Twierdzenia 6.2.14.

⊓⊔

6.3.2.1. Zastosowanie. Stabilność reaktora ja
‘
drowego. Uproszczonemu mode-

lowi dynamiki reaktora ja
‘
drowego, opisanemu w [43], odpowiada uk lad (6.65) z n = 2,

A0 =

[
0 0
0 −1

]

, B0 =

[
0 −a
0 0

]

, b =

[
−p

1

]

, c =

[
1
0

]

, f(σ) = eσ − 1 ,

przy czym p > |a| > 0. Nieliniowość spe lnia warunek sektorowy (6.68). Ponieważ

det[λI −A0 − µbcT − ejτB0] = λ2 + (1 + pµ)λ+ pµ+ aµejτ , τ ∈ [0, 2π]

wie
‘
c z jednej strony, biora

‘
c τ = 0 otrzymujemy Reσ[A0 + µbcT +B0] < 0 dla µ > 0,

a z drugiej strony, pos luguja
‘
c sie

‘
jedynka

‘
trygonometryczna

‘
, ustalamy, że λ = jω,

ω ∈ IR jest pierwiastkiem tego trójmianu, gdy

ω4 + ω2(1 + p2µ2) + (p2 − a2)µ2 = 0 .

Jednak, wobec dodatniości wspó lczynników ostatnie równanie nie posiada rzeczywis-
tych rozwia

‘
zań i na mocy kryterium Yoshizawy – patrz [42, Lemat 6.1.3, str. 114]

stwierdzamy, że uk lad (6.66) jest EXS niezależnie od r ≥ 0.
Uwzgle

‘
dniaja

‘
c, że

G(s) = cT (A0 + e−srB0 − sI)−1b =
p(s+ 1) + ae−sr

s(s+ 1)

otrzymujemy

Re[jωG(jω)] =
p+ a cosωr + pω2 − ωa sinωr

1 + ω2
=

=
(pω − a

2
sinωr)2 +

[

p− a sin2(
ωr

2
)
] [

p+ a cos2(
ωr

2
)
]

p(1 + ω2)
.
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Z nierówności p > |a| > 0 wynikaja
‘

nierówności p − a sin2(
ωr

2
) > 0 oraz p +

a cos2(
ωr

2
) > 0 i w konsekwencji Re[jωG(jω)] > 0 dla wszystkich ω ∈ IR, niezależnie

od r ≥ 0. Sta
‘
d, wobec

lim
|ω|→∞

Re[G(jω)] = p

dostajemy (6.67) niezależnie od r ≥ 0. Ostatecznie, z Lematu 6.3.1 wynika, że zerowy
punkt równowagi badanego systemu jest GJAS, niezależnie od r ≥ 0.

Dla porównania z pomoca
‘

uproszczonych funkcjona lów Lapunowa–Hale’a [42,
str. 119 - 123], otrzymano bardziej restryktywne wyniki dotycza

‘
ce GAS, niezależnie

od r ≥ 0, zerowego punktu równowagi w przestrzeni stanu C([−r, 0], IRn).

Lemat 6.3.1 stanowi uogólnienie, na system (6.65), dota
‘
d nie udowodnionej, zde-

generowanej wersji metody Popova z q = ∞ – obj. [119, Twierdzenie 7.4, str. 69
wraz z uwaga

‘
na str. 72]. Dla standardowej wersji metody Popova mamy q < ∞,

a warunki sektorowe nak ladane na f definiuja
‘

operatory M , L, K, przy czym co
najmniej jeden z operatorów M , L jest niezerowy. Teraz, dla uporania sie

‘
z proble-

mem niedomykalności operatora Q∗A = qC, C – zdefiniowany wzorem (6.69), przy
czym q 6= 0, przedstawienie Diejc̆a już nie wystarcza i otwartym pozostaje problem
otrzymania cze

‘
stotliwościowych warunków gwarantuja

‘
cych istnienie rozwia

‘
zań sys-

temu (6.36) lub (6.37) lub (6.38) lub (6.49). Sprawe
‘

dodatkowo komplikuje fakt, że
w pewnych przypadkach optymalne warunki absolutnej stabilności odpowiadaja

‘
s la-

bym nierównościom cze
‘
stotliwościowym.

Dla przyk ladu, system (6.65) z n = 1, A0, B0 ∈ IR, b = −1, c = 1 ma zerowy
punkt równowagi GAS, niezależnie od r ≥ 0, w przestrzeni stanu IM2, dla dowolnej
lokalnie lipschitzowskiej funkcji f , takiej, że

f(σ)

σ
> A0 + |B0| ∀σ 6= 0, f(0) = 0 (6.70)

W [42, str. 118] otrzymano taki sam rezultat dla przestrzeni stanu C[−r, 0], natomiast
wynik powyższy otrzymuje sie

‘
k lada

‘
c w Twierdzeniu 6.2.13:

M =

{

F

[
ξ
ψ

]

= f(ξ) : f ∈ W1,∞
loc (IR),

f(σ)

σ
> A0 + |B0| ∀σ 6= 0, f(0) = 0

}

,

M

[
ξ

ψ

]

=

[
(A0 + |B0|)ξ

0

]

, Lu =





1

2
0



u, K = 0 ∈ L(U), Qu =

[
q

0

]

u, q ∈ IR.

Jeżeli F ∈ M to QF jest gradientem funkcjona lu

[
ξ
ψ

]

7−→ q

∫ ξ

0

f(σ)dσ, a (6.35)

wynika z (6.70) i za lożenia (i) oraz (H1), (H2) Twierdzenia 6.2.13 sa
‘
spe lnione. Dla

q =
2

|B0|
uk lad równań Lurie (6.49) ma rozwia

‘
zanie:
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H

[

ξ

ψ

]

=







(−1

2
− A0

|B0|
)ξ

|B0|
2
ψ






, V u = −

√
2

|B0|

G

[

ξ

ψ

]

=
2A0 + |B0|
√

2 |B0|
ξ +

B0
√

2 |B0|
ψ(−r) ,

a zatem (H3) też zachodzi. Z (6.70) otrzymujemy oszacowanie

∫ ξ

0

f(σ)dσ ≥ (A0 + |B0|)ξ2
2

,

z którego  latwo wynika (6.50) z α(s) = min

{
1

2
,
|B0|

2

}

s2 (bez straty ogólności rozwa-

żań można zak ladać B0 6= 0, bo dla B0 = 0 mamy system bez opóźnienia i dowodzony
wynik jest wnioskiem z Twierdzenia 6.1.5/przypadek (II)). Tak wie

‘
c (H7) też zacho-

dzi. Spe lnienie (H8) jest konsekwencja
‘

ostatecznej zwartości (dla t ≥ r) pó lgrupy
generowanej przez A. Wreszcie V jest sta ly na takich ograniczonych i określonych
dla t ∈ IR trajektoriach pó lgrupy liniowej, generowanej przez A, na których ξ(t) = 0
dla każdego t ∈ IR, co jest możliwe oczywíscie tylko dla zerowego punktu równowagi.
Ostatecznie i za lożenie (H9) w Twierdzeniu 6.2.13 jest spe lnione, i nasz rezultat jest
konsekwencja

‘
tezy tego twierdzenia.

Zauważmy, że w rozpatrywanym przyk ladzie mamy

0 ≤ q ≤ 2

|B0|
⇐⇒ F((jωI −A)−1Bu, u)

|u|2
= ReG(jω) + (A0 + |B0|) |G(jω)|2 −

−ωq ImG(jω) =
|B0| −B0 cosωr + q(ω2 + ωB0 sinωr)

|A0 + e−jωrB0 − jω|2
=

=
q(ω +

B0

2
sinωr)2 + [|B0| −B0 cosωr][1 − q

4
(|B0| +B0 cosωr)]

|A0 + e−jωrB0 − jω|2
≥

≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω 6∈ σ(A) .

Jeżeli q = 0 to (6.55) jest trywialnie spe lnione, ale Lemat 6.2.15 nie rozstrzyga
problemu rozwia

‘
zalności uk ladu Lurie (6.49), bo dla przeliczalnie wielu ω realizowana

jest równość (przypadek taki odpowiada zdegenerowanemu twierdzeniu cze
‘
stotlio-

wściowemu Lichtarnikova–Jakubovic̆a). Jednak formalna procedura faktoryzacyjno -
realizacyjna oparta na wzorach (6.58), (6.59) pozwala jawnie otrzymać rozwia

‘
zanie

systemu (6.49).

Jeżeli q =
2

|B0|
to (6.55) nie jest spe lniony, a dla B0 > 0 równość jest realizowana

w punkcie ω = 0. Wzory (6.58), (6.59) daja
‘
wypisane uprzednio rozwia

‘
zanie (H,G, V )

systemu (6.49). Ani Lemat 6.2.15, ani wzmiankowany wynik Diejc̆a nie daja
‘

żadnej
odpowiedzi na pytanie o rozwia

‘
zalność uk ladu Lurie (6.49).
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6.3.3. Przyk lad 3. Jednowymiarowe, semiliniowe równania
fizyki matematycznej

6.3.3.1. Równania paraboliczne. Rozważać be
‘
dziemy uk lady fizyczne daja

‘
ce sie

‘
opisać semiliniowym równaniem parabolicznym

∂v(x, t)

∂t
=
∂2v(x, t)

∂x2
+ f [v(x, t)], 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0 (6.71)

warunkami brzegowymi typu Dirichleta:

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ≥ 0 (6.72)

okresowymi warunkami brzegowymi:

v(0, t) = v(1, t),
∂v(0, t)

∂t
=
∂v(1, t)

∂t
, t ≥ 0 (6.73)

lub warunkami brzegowymi typu Neumanna:

∂v(0, t)

∂t
= 0,

∂v(1, t)

∂t
= 0, t ≥ 0 (6.74)

Konkretnym przyk ladem – np. systemu (6.74), może być elektryczny opornik bala-
stowy (opornik drutowy zanurzony w ka

‘
pieli gazowej o sta lej temperaturze) opisany

w [12] i analizowany przez w [27]. W tym przypadku v(x, t) oznacza przestrzenny
rozk lad, w chwili t, różnicy temperatur opornika i ka

‘
pieli, a funkcja f ujmuje

zależność rezystancji materia lu oporowego od temperatury, przy za lożeniu sta lości
pra

‘
du przep lywaja

‘
cego przez opornik.

Lemat 6.3.2. Jeżeli f ∈ C1(IR), f ′ ∈ W1,∞
loc (IR), f(0) = 0 oraz

f(z)

z
≤
{

π2 − ε, w przypadku uk ladu (6.72)

−ε, w przypadkach uk ladów (6.73) i (6.74)

}

, ∀z 6= 0 (6.75)

gdzie ε jest dowolnie ma le, dodatnie to zerowy punkt równowagi jest GAS w prze-
strzeni stanu H, przy czym:

• w przypadku (6.72)

H = W1,2
0 (0, 1) = {v ∈ W1,2(0, 1) : v(0) = 0, v(1) = 0}

z iloczynem skalarnym

〈v1, v2〉W1,2
0

=

∫ 1

0

v′1(x)v′2(x)dx ,
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• w przypadku (6.73)

H =
{

v ∈ W1,2(0, 1) : v(0) − v(1) = 〈h, v〉W1,2 = 0, h(x) =
ex − e1−x

e+ 1

}

ze standardowym iloczynem skalarnym w W1,2(0, 1),

〈v1, v2〉W1,2 =

∫ 1

0

v1(x)v2(x)dx +

∫ 1

0

v′1(x)v′2(x)dx ,

ale zacieśnionym do (domknie
‘
tej) podprzestrzeni kerh∗,

• w przypadku (6.74) H = W1,2(0, 1) ze standardowym iloczynem skalarnym.

Dowód. Przypadek warunków brzegowych (6.72). W przestrzeni stanu H i przestrzeni
sterowań U = H daje sie

‘
zapisać system (6.72) w postaci abstrakcyjnego uk ladu

semiliniowego (6.33) z operatorami Av = v′′, D(A) = {v ∈ H : v′′ ∈ H}, B = I.
OperatorA jest domknie

‘
ty, ge

‘
sto zdefiniowany,A = A∗ ≤ 0 i ma ograniczony operator

odwrotny. Wie
‘
cej, A−1 = ÎÃ−1, gdzie Ã−1 ∈ L(H, DA), DA oznacza przestrzeń Hil-

berta D(A) z topologia
‘
wykresu A, a Î – kanoniczna

‘
injekcje

‘
z W3,2(0, 1) w W1,2(0, 1).

Z twierdzenia Agmona – patrz [108, Twierdzenie 1.1, str. 208] wynika, że Î jest ope-
ratorem zwartym. Tak wie

‘
c A−1 też jest zwarty i A ma zwarta

‘
rezolwente

‘
. Zatem

operator A ma baze
‘
ortonormalna

‘
z wektorów w lasnych, dzie

‘
ki czemu można ustalić,

że faktycznie A = A∗ ≤ λmax(A)I = −π2I. A generuje na H pó lgrupe
‘

analityczna
‘
,

a wie
‘
c i jednostajnie cia

‘
g la

‘
dla t > 0. Z rezultatu [108, Twierdzenie 3.3, str. 48] wynika,

że pó lgrupa ta jest zwarta dla t > 0, dzie
‘
ki czemu za lożenie (H8) w Twierdzeniu 6.2.13

jest spe lnione. Podstawiamy teraz w Twierdzeniu 6.2.13:

M =
{

F : (F (v))(x) = f [v(x)], f ∈ C1(IR), f ′ ∈ W1,∞
loc (IR), f(0) = 0 ,

f(z)

z
≤ π2 − ε, ε− dowolnie ma le dodatnie

}

,

Q = A−1, M = L = K = 0 ∈ L(H) .

Dla sprawdzenia inkluzji (i) w Twierdzeniu 6.2.13 należy wykazać lokalna
‘

lipschi-
tzowskość F ∈ M. Mamy zatem pokazać, że

∀r > 0 ∃q > 0 : ‖F (v1) − F (v2)‖H ≤ q ‖v1 − v2‖H ∀vi ∈ H, ‖vi‖H ≤ r, i = 1, 2 .

Ustalamy zatem dowolnie r > 0 i wybieramy dowolnie vi ∈ H, ‖vi‖H ≤ r, i = 1, 2.
Zachodzi naste

‘
puja

‘
ca implikacja:

v ∈ W1,2
0 (0, 1) =⇒ |v(x)| ≤ ‖v‖W1,2

0
∀x ∈ [0, 1] (6.76)
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Istotnie,

|v(x)| ≤
∣
∣
∣
∣

∫ x

0

v′(ξ)dξ

∣
∣
∣
∣
≤ ‖v′‖L1(0,1) ≤ ‖v′‖L2(0,1) = ‖v‖H .

Teraz mamy

‖F (v1) − F (v2)‖2H =

∫ 1

0

[{
f ′[v1(x)]v′1(x) − f ′[v1(x)]v′2(x)

}
+

+
{
f ′[v1(x)]v′2(x) − f ′[v2(x)]v′2(x)

}]2

dx ≤ 2

∫ 1

0

{
f ′[v1(x)]

}2[
v′1(x)−

−v′2(x)
]2
dx+ 2

∫ 1

0

[v′2(x)]2
{
f ′[v1(x)] − f ′[v2(x)]

}2
dx

(6.77)

Ponieważ f ∈ C1(IR), a na mocy (6.76) |v1(x)| ≤ r, wie
‘
c istnieje m > 0 takie, że

{f ′[v1(x)]}2 ≤ m2 dla wszystkich x ∈ [0, 1] i pierwsza ca lka w prawej stronie (6.77)

jest szacowana przez 2m2 ‖v1 − v2‖2H.
Korzystaja

‘
c z lokalnej lipschitzowskości f ′ stwierdzamy istnienie sta lej n > 0

takiej, że |f ′(z1) − f ′(z2)| ≤ n |z1 − z2| dla zi ∈ IR, |zi| ≤ r, i = 1, 2. Dzie
‘
ki temu

druga ca lka w prawej stronie (6.77) jest szacowana przez

2n2

∫ 1

0

[v′2(x)]2[v1(x) − v2(x)]2dx ≤ 2n2 ‖v2‖2H ‖v1 − v2‖2C[0,1] ≤

≤ 2n2 ‖v2‖2H ‖v1 − v2‖2H .

W ten sposób (6.77) implikuje nierówność Lipschitza za sta la
‘
Lipschitza

q =
√

2m2 + 2n2r2 .

Jeżeli F ∈ M to za lożenie (H2) w Twierdzeniu 6.2.13 jest trywialnie spe lnione
a weryfikacja (H1) polega na wykazaniu, że QF

(QF (v))(x) = (A−1F (v))(x) = −x
∫ 1

0

(1 − z)f [v(z)]dz +

∫ x

0

(x− z)f [v(z)]dz (6.78)

jest gradientem pewnego funkcjona lu klasy C1. Jeżeli taki funkcjona l istnieje to musi
być postaci

W (v) =

∫ 1

0

〈v,QF (sv)〉Hds =

∫ 1

0

∫ 1

0

v′(x)
d

dx
[(QF (v))′(x)]dxds .

Sta
‘
d, po uwzgle

‘
dnieniu (6.78), elementarnych przekszta lceniach i zastosowaniu twier-

dzenia Fubiniego–Tonelliego otrzymamy

W (v) = −
∫ 1

0

〈v, F (sv)〉L2(0,1)ds = −
∫ 1

0

∫ v(x)

0

f(z)dzdx (6.79)
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Pozostaje stwierdzić, że istotnie pochodna
‘
Frécheta funkcjona lu W jest QF . Uwzgle

‘
-

dniaja
‘
c (6.79) i (6.78) otrzymamy

1

‖h‖H
|W (v + h) −W (v) − 〈v,QF (v)〉H| =

=
1

‖h‖H

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

{
h(x)f [v(x)] −

∫ v(x)+h(x)

v(x)

f(z)dz
}
dx

∣
∣
∣
∣

=

=
1

‖h‖H

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

∫ h(x)

0

{f [ξ + v(x)] − f [v(x)]}dξdx
∣
∣
∣
∣
.

Stosuja
‘
c (6.76) raz do h a raz do v, otrzymamy ξ ∈ [0, h(x)] ⊂ [−‖h‖H , ‖h‖H],

|v(x)| ≤ ‖v‖H, ska
‘
d po uwzgle

‘
dnieniu, że f ∈ C1(IR) prawa strona jest szacowana od

góry przez

1

‖h‖H

∫ 1

0

∫ −‖h‖H

‖h‖H
max

|z|≤‖h‖H+‖v‖H
|f ′(z)| |ξ| dξdx = ‖v‖H max

|z|≤‖h‖H+‖v‖H
|f ′(z)| −→ 0 .

W analizowanym przyk ladzie A = A∗ < 0, R(Q) = D(A∗) a zatem warunek (6.55)
jest spe lniony. Podstawiaja

‘
c w (6.57) x = (jωI −A)−1u i uwzgle

‘
dniaja

‘
c tożsamość

1

2
(A+ jωI)−1 +

1

2
(A− jωI)−1 −A−1 = ω2(−A)−1(A+ jωI)−1(A− jωI)−1

w (6.58), otrzymujemy Φ(s) = ±s(−A)−
1
2 (A − sI)−1. Sta

‘
d, korzystaja

‘
c z (6.59)

określamy cze
‘́
sć rozwia

‘
zania systemu Lurie (6.49): V = ±(−A)−

1
2 , G = ∓(−A)

1
2 .

Podstawiaja
‘
c te operatory do drugiego równania (6.49) dostajemy H = (1/2)I (pier-

wsze równanie (6.49) jest też spe lnione). Zwróćmy uwage
‘

na fakt, że formalna pro-
cedura faktoryzacyjno -realizacyjna pozwoli la nam na zweryfikowanie za lożenia (H3)
w Twierdzeniu 6.2.13 przez jawne określenie dwu rozwia

‘
zań systemu (6.49) podczas,

gdy Lemat 6.2.15 nic nie daje, bo dla ω = 0 warunek (6.56) nie jest spe lniony.
Do dalszych rozważań potrzebna nam be

‘
dzie naste

‘
puja

‘
ca implikacja, której

naste
‘
pnik nazywany jest nierównościa

‘
Poincaré

v ∈ W1,2
0 (0, 1) =⇒ 1

π2
‖v‖2W1,2

0
≥ ‖v‖2L2(0,1) (6.80)

(6.80) wynika ze spektralnych w lasności nieograniczonego w L2(0, 1) operatora

Dv = v′′, D(D) = {v ∈ H2(0, 1) : v(0) = 0, v(1) = 0} .

D jest dyskretny, samosprze
‘
żony i λmax(D) = −π2, dzie

‘
ki czemu

‖v‖2H =
∥
∥(−D)

1
2 v
∥
∥
2

L2(0,1)
= 〈v,−Dv〉L2(0,1) ≥ π2 ‖v‖2L2(0,1) ∀v ∈ D(D)

z tym, że po przej́sciu do skrajnych stron ważność nierówności rozcia
‘
ga sie

‘
na H.
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Po uwzgle
‘
dnieniu (6.80) w przeca lkowanej, w granicach od 0 do 1, a wynikaja

‘
cej

z (6.75) nierówności

−
∫ v(x)

0

f(z)dz ≥ −π2 + ε

2
v2(x) ∀x ∈ [0, 1] ,

otrzymuje sie
‘
 latwo (6.50) z α(r) =

ε

2π2
r2 i za lożenie (H7) w Twierdzeniu 6.2.13 jest

spe lnione. Pozostaje wykazać, że także i za lożenie (H9) jest wype lnione. W tym celu
zauważmy, że z nierówności A ≤ −π2I wynika, że

−‖Gv + V F (v)‖2H = −
∥
∥(−A)

1
2 [v +A−1F (v)]

∥
∥
2

H
=

= 〈v +A−1F (v), A[v +A−1F (v)]〉H ≤ −π2
∥
∥v +A−1F (v)

∥
∥
2

H
∀v ∈ D(A) .

Poste
‘
puja

‘
c podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6.2.11  latwo dochodzimy do wnio-

sku, że funkcjona l Lapunowa V (v) = 〈v,Hv〉H + W (v) jest sta ly na tych s labych
rozwia

‘
zaniach systemu, które leża

‘
w zbiorze {v ∈ H : v + A−1F (v) = 0}. Ponieważ

R(A−1) = D(A) wie
‘
c zbiór ten jest równy zbiorowi {v ∈ D(A) : v + A−1F (v) = 0}.

Z twierdzenia Sobolewa o w lożeniu – patrz [108, Twierdzenie 1.2, str. 208] wynika, że
D(A) ⊂ W3,2(0, 1) ⊂ C2[0, 1] i badany zbiór pokrywa sie

‘
ze zbiorem rozwia

‘
zań klasy

C2 problemu brzegowego






v′′(x) + f [v(x)] = 0, 0 ≤ x ≤ 1
v(0) = 0
v(1) = 0






(6.81)

Mnożymy pierwsze równanie (6.81) obustronnie przez v(x), ca lkujemy obustronnie
w granicach od 0 do 1 z uwzgle

‘
dnieniem drugiego równania (6.81), a do otrzy-

manego zwia
‘
zku do la

‘
czamy nierówność Poincaré (6.80) i wniosek z nierówności (6.75).

W efekcie otrzymujemy cia
‘
g nierówności

(π2 − ε) ‖v‖2L2 ≥ 〈v, F (v)〉L2 = ‖v‖2H ≥ π2 ‖v‖2L2 .

Tylko v = 0 spe lnia ten zwia
‘
zek. Tak wie

‘
c jedynym s labym rozwia

‘
zaniem systemu, na

którym V jest sta ly, jest trywialne rozwia
‘
zanie zerowe. Za lożenie (H9) w Twierdzeniu

6.2.13 jest zatem także spe lnione i teza lematu, w przypadku (6.72) wynika z tezy
Twierdzenia 6.2.13.

Przypadki warunków brzegowych (6.73) i (6.74). Dowody przebiegaja
‘
wed lug tego

samego schematu, z tym, że niektóre obiekty, oprócz oczywíscie przestrzeni stanu H,
wstawiane do Twierdzenia 6.2.13 trzeba wybrać inaczej – i tak:

• dla systemu (6.73) bierzemy:

Av = v′′, D(A) = {v ∈ H : v′, v′′ ∈ H} ,
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M =
{

F : F (v)(x) = f [v(x)], f ∈ C1(IR), f ′ ∈ W1,∞
loc (IR), f(0) = 0 ,

f(z)

z
≤ −ε, ε− dowolnie ma le dodatnie

}

,

Q = (A− I)−1, H =
1

2
(A− I)−1A, V = (I −A)−

1
2 , G = (I −A)−

1
2A

(wypisano tylko jedno rozwia
‘
zanie), operatory B, M , L, K sa

‘
takie same jak

w przypadku systemu (6.72),

• dla systemu (6.74) bierzemy

Av = v′′, D(A) = {v ∈ H : v′, v′′ ∈ H, v′(0) = 0, v′(1) = 0} ,

a pozosta le obiekty M, B, Q, M , L, K, H , V , G sa
‘

brane jak w przypadku
systemu (6.73).

⊓⊔

Porównajmy otrzymane wyniki z istnieja
‘
cymi w literaturze. Dla systemu (6.72)

rezultaty sa
‘
nieznacznie lepsze niż wynik Walkera [141, Ćwiczenia 5.5, 5.7, str. 190 -

192], gdzie za lożono, że f ∈ C2(IR) i f ′′ jest ograniczona na IR. Znane jest też cze
‘́
sciowe

uogólnienie na przypadek wielowymiarowego obszaru przestrzennego – patrz [25].
Dla systemu (6.73), Pazy [108, Twierdzenie 2.7, str. 237] otrzyma l GAS w przes-

trzeni stanu
CP [0, 1] = {v ∈ C[0, 1] : v(0) = v(1)}

z norma
‘

przestrzeni C[0, 1] zacieśniona
‘
do tej podprzestrzeni i przy za lożeniu hölde-

rowskiej cia
‘
g lości f , zf(z) < 0 dla wszystkich z 6= 0, f(0) = 0. Warunki nak ladane na

f sa
‘
s labsze od naszych, z drugiej jednak strony zmierzanie do 0 w normie H implikuje

zmierzanie do 0 w normie CP [0, 1].
Chafee [26] wykaza l, że warunki: f ∈ C2(IR), zf(z) < 0 w otoczeniu z = 0,

f(0) = 0 gwarantuja
‘
AS zerowego punktu równowagi systemu (6.74) w przestrzeni

C1[0, 1].
Podstawa

‘
analizy systemu (6.72) by lo stwierdzenie generowania, przez s labe roz-

wia
‘
zania, lokalnego uk ladu dynamicznego na przestrzeni W1,2

0 (0, 1). Wykorzystuja
‘
c

fakt, że cze
‘́
sć liniowa jest generatorem infinitezymalnym liniowej pó lgrupy analitycz-

nej można, stosuja
‘
c teorie

‘
abstrakcyjnego uk ladu semiliniowego typu paraboliczne-

go przedstawiona
‘

w monografii Henry’ego [61], otrzymać to samo stwierdzenie przy
s labszych za lożeniach odnośnie regularności funkcji f (tylko lokalna lipschitzowskość
f). Przy tym, uogólniona

‘
w tym kierunku wersje

‘
Lematu 6.3.2, można wyprowadzić

z przedstawionego w tej monografii uogólnienia metody funkcjona lów Lapunowa.
Semiliniowe równanie paraboliczne (6.72) może być też rozpatrywane w prze-

strzeni L2(0, 1). W tym przypadku w (6.75) można wzia
‘́
c nawet ε = 0, jednak

z drugiej strony należy przyja
‘́
c pewne ograniczenia co do tempa wzrostu funkcji f .

Naj lagodniejsza
‘
postać warunku wzrostu f uzyska l Nakao [95].
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Dla nieliniowości monotonicznych można stosować też ,,subgradientowa
‘
” inter-

pretacje
‘

równań typu (6.71) – patrz [62].

6.3.3.2. Równania hiperboliczne. Rozważać be
‘
dziemy uk lady fizyczne daja

‘
ce sie

‘
opisać semiliniowym równaniem typu hiperbolicznego:







∂u(x, t)

∂t
= v(x, t)

∂v(x, t)

∂t
= −2αv(x, t) +

∂2u(x, t)

∂x2
+ f [u(x, t)]







, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0

z warunkami brzegowymi typu Dirichleta:

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0 (6.82)

lub typu Neumanna:

∂u(0, t)

∂x
= 0,

∂u(1, t)

∂x
= 0, t ≥ 0 (6.83)

Konkretne przyk lady systemów fizycznych, których dynamike
‘

można opisać równa-
niami tego typu podano w ksia

‘
żce Scotta [125].

Lemat 6.3.3. Jeżeli f ∈ W1,∞
loc (IR), f(0) = 0 oraz

f(z)

z
≤
{

π2 − ε, w przypadku (6.82)

−ε, w przypadku (6.83)

}

∀z 6= 0, ε dowolnie ma le, ε > 0

to zerowy punkt równowagi jest GAS w przestrzeni stanu H, gdzie:

• w przypadku (6.82) H = W1,2
0 (0, 1) × L2(0, 1) z iloczynem skalarnym

〈[
u1
v1

]

,

[
u2
v2

]〉

H

=

∫ 1

0

u′1(x)u′2(x)dx +

∫ 1

0

v1(x)v2(x)dx ;

• w przypadku (6.83) H = W1,2(0, 1) × L2(0, 1) z iloczynem skalarnym

〈[
u1
v1

]

,

[
u2
v2

]〉

H

=

∫ 1

0

u1(x)u2(x)dx+

∫ 1

0

u′1(x)u′2(x)dx+

∫ 1

0

v1(x)v2(x)dx.

Dowód. Ograniczymy sie
‘

do podania myśli przewodniej dowodu. Rezultat ten wy-
prowadza sie

‘
z Twierdzenia 6.2.13 podstawiaja

‘
c w nim
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• w przypadku (6.82):

A

[
u
v

]

=

[
0 I

−D −2αI

] [
u
v

]

, D(A) = D(D) × W1,2
0 (0, 1) ,

Dφ = φ′′, D(D) = {φ ∈ W2,2(0, 1) ∩ W1,2
0 (0, 1) : φ(0) = 0, φ(1) = 0} ,

Bξ =

[
0
I

]

ξ, ξ ∈ U = L2(0, 1) ,

M =

{

F : F

[
u
v

]

(x) = f [u(x)], f ∈ W1,∞
loc (IR),

f(0) = 0,
f(z)

z
≤ π2 − ε ∀z 6= 0, ε− dowolnie ma le dodatnie

}

,

Qξ =

[
D−1

0

]

ξ, M = 0 ∈ L(H), L = 0 ∈ L(U,H), K = 0 ∈ L(U) ,

H =
1

2
I ∈ L(H), G

[
u
v

]

= ±
√

2αv, V = 0 ∈ L(U) ,

• w przypadku (6.83):

A

[
u
v

]

=

[
0 I

−N −2αI

] [
u
v

]

, D(A) = D(N) × W1,2(0, 1) ,

Nφ = φ′′, D(N) = {φ ∈ W2,2(0, 1) : φ′(0) = 0, φ′(1) = 0} ,

Bξ =

[
0
I

]

ξ, ξ ∈ U = L2(0, 1) ,

M =

{

F : F

[
u
v

]

(x) = f [u(x)], f ∈ W1,∞
loc (IR) ,

f(0) = 0,
f(z)

z
≤ −ε ∀z 6= 0, ε− dowolnie ma le dodatnie

}

,

Qξ =

[
(N − I)−1

0

]

ξ, M = 0 ∈ L(H), L = 0 ∈ L(U,H), K = 0 ∈ L(U) ,

H

[
u
v

]

=






1

2
N(N − I)−1 0

0
1

2
I






[
u
v

]

∈ L(H) ,

G

[
u
v

]

= ±
√

2αv, V = 0 ∈ L(U) .

⊓⊔

Dla systemu (6.82) wersje
‘
Lematu 6.3.3, ale przy bardziej restryktywnych za loże-

niach nak ladanych na f otrzyma l Webb [143]. W przypadku systemu (6.83) rezultat
zbliżony do Lematu 6.3.3 może być wyprowadzony z wyników Marcatiego [87].
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6.3.4. Przyk lad 4. Generator na linii transmisyjnej RC

Przyk lad ten ukazuje perspektywy badań tych systemów, do których nie stosuja
‘

sie
‘

Twierdzenia 6.2.11 ÷ 6.2.14. Chodzi tu o systemy z nieliniowymi, brzegowymi sprze
‘
-

żeniami zwrotnymi. W ostatnich latach zaznaczy l sie
‘
wzrost liczby publikacji poświe

‘
-

conych zw laszcza problemowi dobrego postawienia tego typu problemów. Wymieńmy
tu prace [6], [100], [124], [78], [75], [76], [77], [157]. Badania te nie obejmuja

‘
jednak

swym zasie
‘
giem modelu matematycznego generatora na linii transmisyjnej RC, przed-

stawionego na rysunku 6.6.

fs s sR∂x R∂x

C∂x C∂x C∂x

R∂x

ss s s

6 6v(x) v(x+ ∂x)

-i(x) - -i(x+ ∂x) i = 0

Rysunek6.6. Generator z linia
‘

drabinkowa
‘

RC

Napie
‘
ciowo -napie

‘
ciowy blok nieliniowy o charakterystyce statycznej f jest reali-

zowany na wzmacniaczu operacyjnym, a zatem w najprostszym przypadku f odpowia-
da charakterystyce statycznej wzmacniacza z nasyceniem. Be

‘
dziemy jednak abstra-

hować od konkretnej postaci f , staraja
‘
c sie

‘
raczej określić warunki typu sektorowego

nak ladane na f a gwarantuja
‘
ce GAS zerowego punktu równowagi.

System opisuje sie
‘

naste
‘
puja

‘
cymi równaniami







∂v(x, t)

∂t
=

1

RC

∂2v(x, t)

∂x2
, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0

∂v(1, t)

∂x
= 0, t ≥ 0

v(0, t) = f [v(1, t)], t ≥ 0







(6.84)

Inżynierska aproksymacja systemu (6.84) polega na zasta
‘
pieniu linii transmisyj-

nej RC  lańcuchem n jednakowych ogniw RC o parametrach skupionych–rezystancji
R

n
i pojemności

C

n
, co prowadzi do modelu skończenie–wymiarowego, w którym bez

straty ogólności rozważań przyje
‘
to RC = 1

ẏ(t) = Ay(t) + bf [cT y(t)], A = n2A0 (6.85)
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gdzie:

A0 =










−2 1
1 −2

...
−2 1

1 −1










∈ L(IRn), b = n2b0, b0 =








1
0
...
0







, c =








0
...
0
1







∈ IRn .

Uk lad (6.85) jest zatem szczególnym przypadkiem uk ladu Lurie (6.21). Wielomian
charakterystyczny trójprzeka

‘
tniowej macierzy A0 wyraża sie

‘
wzorem

det(λI −A0) = (λ+ 1)Pn−1(λ) − Pn−2(λ) (6.86)

gdzie Pn jest wielomianem Czebyszewa drugiego rodzaju, stopnia n, określonym przez
formu ly rekurencyjne:

P0(λ) = 1, P1(λ) = λ+ 2, Pk(λ) = (λ+ 2)Pk−1(λ) − Pk−2(λ), k ≥ 2 (6.87)

W celu otrzymania jawnych wzorów na det(λI − A0) przedstawiamy Pk w postaci

Pk(λ) = ak(k)λk + . . .+ as(k)λs + . . .+ a0(k) (6.88)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (6.88) w (6.87) otrzymujemy wzory rekurencyjne na nieznane wspó l-

czynniki as(k), s = 0, 1, 2, . . . , k wielomianu Czebyszewa Pk

as(k) = 2as(k − 1) + as−1(k − 1) − as(k − 2) ,

as(0) =

{
1, s = 0
0, s ≥ 1

}

, as(1) =







2, s = 0
1, s = 1
0, s ≥ 2






.

Sta
‘
d

as(k) =

(
k + s+ 1

2s+ 1

)

, s = 0, 1, 2, . . . , k (6.89)

Ze wzorów (6.86) ÷ (6.89) znajdujemy ostateczna
‘
postać wielomianu charakterysty-

cznego macierzy A0

det(λI −A0) = Pn(λ) − Pn−1(λ) =

n∑

s=0

[(
n+ s+ 1

2s+ 1

)

−
(
n+ s

2s+ 1

)]

λs =

=

n∑

s=0

(
n+ 2s

s

)

λs

oraz transmitancje
‘

liniowej cze
‘́
sci systemu (6.85)
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G(λ) = cT (A− λI)−1b =
cT adj(A0 −

λ

n2
I)b0

det(A0 −
λ

n2
I)

=

=
−1

n∑

s=0

(
n+ s

2s

)(
λ

n2

)s −→ −1

cosh
√
λ

= G∞(λ) przy n→ ∞ .

Przedstawimy teraz trzy etapy badań stabilności systemu (6.85).

1◦. Obliczenia analityczne dla n ≤ 6. Na podstawie kryterium Michaj lowa–Leonarda
ustalamy, że

Reσ(A+ µbcT ) < 0 ∀µ ∈ (α(ω∗), 1) ,

gdzie ω∗ jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem wielomianu β, a wielomiany
α i β pochodza

‘
z rozk ladu

det(jωI −A) = α(ω) + jβ(ω) (6.90)

Dla k2 = 1 warunek cze
‘
stotliwościowy (6.16) jest równoważny istnieniu k1 < 1

i q ∈ IR takich, że

α2(ω) + β2(ω) − (1 + k1)α(ω) + k1 − ωqβ(ω) ≥ 0 ∀ω ≥ 0 (6.91)

Jeżeli k1 = α(ω∗) to warunkiem koniecznym zachodzenia (6.91) w otoczeniu
ω = ω∗ jest, aby

q =
α′(ω∗)(k1 − 1)

ω∗β′(ω∗)
(6.92)

Korzystaja
‘
c z przedstawienia (6.91) udaje sie

‘
dla n ≤ 6, k1 = α(ω∗), k2 = 1

i q określonego wzorem (6.92) uzyskać, przy pomocy obliczeń analitycznych,
stwierdzenie faktu zachodzenia warunku cze

‘
stotliwościowego (6.16).

2◦. Obliczenia numeryczne dla n = 20. Wynik etapu 1◦ upoważnia nas do sfor-
mu lowania tezy, że przy n ≥ 7, k1 = α(ω∗), k2 = 1 i q określonego wzorem
(6.92), zachodzi warunek cze

‘
stotliwościowy (6.16). W oparciu o reprezentacje

‘
(6.91) warunku (6.16) zosta l przeprowadzony test numeryczny dla n = 20, który
potwierdzi l sformu lowana

‘
teze

‘
, przy czym otrzymano: ω∗ = 18.933991, k1 =

−11.8057507, q = −0.6868943.

3◦. Obliczenia analityczno -numeryczne dla n = ∞. Dalsze, asymptotyczne, po-
twierdzenie sformu lowanej w 2◦ tezy o spe lnieniu nierówności cze

‘
stotliwościo-

wej (6.16) uzyskamy wykazuja
‘
c jej prawdziwość w granicy. Z (6.9) wynika, że

graniczna
‘
wersja

‘
rozk ladu (6.90) jest rozk lad

cosh
√

jω = α(ω) + jβ(ω) ,
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α(ω) = cosh

√
ω

2
cos

√
ω

2
, β(ω) = sinh

√
ω

2
sin

√
ω

2
, ω ≥ 0 .

Równanie charakterystyczne uk ladu zamknie
‘
tego, cosh

√
λ − µ = 0, ma pier-

wiastki leża
‘
ce w lewej pó lp laszczyźnie wtedy i tylko wtedy, gdy µ ∈ (α(ω∗), 1),

ω∗ jest najmniejszym dodatnim rozwia
‘
zaniem równania β(ω) = 0, a zatem

ω∗ = 2π2 ≈ 19.739209, α(ω∗) = − coshπ ≈ −11.591953 .

Potwierdza to wynik pracy [49]. Formu la (6.92) jest nadal ważna i daje q =

−1 + coshπ

2π2
≈ −0.6379158. Wiemy zatem, że nierówność (6.91) zachodzi

w otoczeniu ω = ω∗.  Latwo też sprawdzić, że jest spe lniona także dla ma lych
i dużych ω. Wystarczy zatem numerycznie zweryfikować (6.91) na ograniczo-
nym interwale zmienności ω ≥ 0, z którego usunie

‘
to otoczenia punktów ω = 0

i ω = 2π2, gdzie b le
‘
dy numeryczne mog lyby ewentualnie spowodować mylne

rozstrzygnie
‘
cie. Obliczenia numeryczne potwierdzaja

‘
fakt zachodzenia (6.91).

Tym samym, warunek cze
‘
stotliwościowy (6.16) jest spe lniony także i dla G∞

wstawionej w miejsce G i to przy optymalnych k1, k2.

Z przedstawionych obliczeń, wynikaja
‘
naste

‘
puja

‘
ce konkluzje:

• Wobec sterowalności pary (A, b) i obserwowalności pary (A, cT ), z Twierdzenia
6.1.5 wynika, że asymptotyczne (i jest prawdopodobne, że nawet wszystkie)
aproksymacje (6.85) sa

‘
uk ladami absolutnie stabilnymi w stożku Hurwitza,

z którego usunie
‘
to nieliniowości asymptotycznie ,,podchodza

‘
ce” do górnego brze-

gu stożka (przyje
‘
to tu najgorsza

‘
możliwość, że poprzednik implikacji (6.30) jest

spe lniony).

• Przedstawiony sposób aproksymacji polega w swej istocie na przybliżaniu wie-
lomianami funkcji charakterystycznej uk ladu otwartego cosh

√
λ, która jest

funkcja
‘

ca lkowita
‘
. W tym, jak sie

‘
wydaje, należy upatrywać przyczyny wol-

nej zbieżności: b la
‘
d wzgle

‘
dny wyznaczania wartości ω∗, k1 dla aproksymacji

n = 20 -wymiarowej waha sie
‘

od oko lo 2% w przypadku określania wartości k1
do oko lo 8% dla wartości q. Przemawia to za poszukiwaniem, z jednej strony,
szybciej zbieżnych aproksymacji, a z drugiej strony, bezpośrednich metod anali-
zy stabilności systemów nieskończenie wymiarowych z brzegowym sprze

‘
żeniem

zwrotnym.

Wada
‘

opisanej aproksymacji inżynierskiej jest brak formalnego, klarownego
zwia

‘
zku mie

‘
dzy systemem aproksymowanym (6.84) a jego aproksymata

‘
(6.85). Tej

wady nie ma metoda projekcyjna aproksymacji, która
‘

tutaj jedynie wste
‘
pnie naszki-

cujemy.
Zauważmy najpierw, że w przestrzeni H = L2(0, 1) system (6.84) można zapisać

w postaci abstrakcyjnego równania różniczkowego

v̇(t) = Av(t) ,
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gdzie:

Av = v′′, D(A) = {v ∈ H2(0, 1) : v′(1) = 0, v(0) = f [v(1)]} (6.93)

Przez wzie
‘
cie f = 0 z A powstaje liniowy, dyskretny (o zwartej rezolwencie), samo-

sprze
‘
żony operator A0,

A0v = v′′, D(A0) = {v ∈ H2(0, 1) : v′(1) = 0, v(0) = 0}

opisuja
‘
cy system otwarty. OperatorA0 posiada baze

‘
ortonormalna

‘
{en}n∈IN wektorów

w lasnych,

en(x) =
√

2 sin

[

(−1)n−1

(

n− 1

2

)

πx

]

, n ∈ IN, 0 ≤ x ≤ 1 ,

odpowiadaja
‘
cych wartościom w lasnym {λn}n∈IN,

λn = −
(

n− 1

2

)2

π2, n ∈ IN .

Przyporza
‘
dkowanie v 7−→ {yn}n∈IN, yn = 〈v, en〉H określa izomorfizm unitarny H na

ℓ2. Jeżeli w ∈ D(A) to

〈Aw, en〉H =

∫ 1

0

w′′(x)en(x)dx = w′(1)en(1) − w′(0)en(0) −
∫ 1

0

w′(x)en(x)dx =

= −w(1)e′n(1) + w(0)e′n(0) +

∫ 1

0

w(x)e′′n(x)dx =

= e′n(0)f [w(1)] + λn〈w, en〉H .

Wie
‘
cej, szereg

∞∑

n=1

〈w, en〉Hen(x) jest zbieżny nie tylko średniokwadratowo, ale też

jednostajnie, a ponieważ funkcjona l C[0, 1] ∋ w 7−→ w(1) jest liniowy i cia
‘
g ly,

wie
‘
c w(1) =

∞∑

n=1

〈w, en〉Hen(1) i ostatecznie otrzymujemy naste
‘
puja

‘
ca

‘
, równoważna

‘

reprezentacje
‘

systemu (6.93):

ẏn(t) = λnyn(t) + e′n(0)f

( ∞∑

n=1

en(1)yn(t)

)

, n ∈ IN (6.94)

Obcie
‘
cie systemu (6.94) do n pierwszych równań dostarcza aproksymacji uk ladu

(6.84). Transmitancja liniowej cze
‘́
sci systemu (6.94) wyraża sie

‘
wzorem

G(λ) =

∞∑

n=1

e′n(0)en(1)

λn − λ
=

−1

cosh
√
λ
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co wynika z rozwinie
‘
cia funkcji meromorficznej z 7−→ 1

cosh z
w szereg u lamków

prostych – [70, Problem 5.2.5].
W powyższych rozważaniach baza ortonormalna {en}n∈IN może być zasta

‘
piona

przez baze
‘

Riesza z wektorów w lasnych operatora sprze
‘
żonego do operatora liniowego

systemu zamknie
‘
tego powstaja

‘
cego z A przez podstawienie f(σ) = Kσ, |K| 6= 1.

Jawny wzór na wektory tej bazy można znaleźć w [49, Wzór (4.10), str. 326].
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7. DYSSYPATYWNOŚĆ
UK LADÓW DYNAMICZNYCH

W niniejszym rozdziale scharakteryzowano poje
‘
cia ograniczoności rozwia

‘
zań, sta-

bilności w sensie Lagrange’a, ostatecznej ograniczoności i dyssypatywności nielinio-
wych uk ladów autonomicznych. Podano warunki wystarczaja

‘
ce stabilności w sen-

sie Lagrange’a i dyssypatywności wyrażone w terminach funkcjona lów Lapunowa–
Yoshizawy. Szczegó lowe wyniki uzyskano dla oscylatorów Liénarda i systemów Lurie
sterowania. Rezultaty zilustrowano typowymi przyk ladami.

7.1. Lg–STABILNOŚĆ I DYSSYPATYWNOŚĆ

Rozważmy uk lad równań różniczkowych

ẋ(t) = f [x(t)], t ≥ 0 (7.1)

w którym f : IRn ∋ x 7−→ f(x) ∈ IRn jest funkcja
‘

cia
‘
g la

‘
i na tyle regularna

‘
, że

rozwia
‘
zania (7.1) generuja

‘
LCSDS na IRn.

Definicja 7.1.1. Rozwia
‘
zanie x(·, x0) uk ladu (7.1) nazywamy ograniczonym (O) wte-

dy i tylko wtedy, gdy istnieje R = R(x0) > 0 takie, że ‖x(t, x0)‖ ≤ R dla t ≥ 0. Jeżeli
wszystkie rozwia

‘
zania uk ladu (7.1) sa

‘
ograniczone to uk lad (7.1) nazywamy stabilnym

w sensie Lagrange’a (Lg–stabilnym).

Definicja 7.1.2. Jeżeli dla uk ladu (7.1)

∃ R > 0 : ∀x0 ∈ IRn ∃ T = T (x0) > 0 : ‖x(t, x0)‖ ≤ R ∀t ≥ T

to mówimy, że rozwia
‘
zania (7.1) sa

‘
ostatecznie ograniczone (OO) lub, że uk lad (7.1)

jest dyssypatywny.

Podstawowe wyniki dotycza
‘
ce Lg–stabilności i dyssypatywności uk ladu (7.1) u-

zyska l Yoshizawa [121, Twierdzenie 2.5.1 (warunek konieczny i wystarczaja
‘
cy Lg–

stabilności), Twierdzenia 2.5.4 i 2.4.2’ (warunek wystarczaja
‘
cy dyssypatywności)].

Uproszczone wersje tych rezultatów podali także LaSalle i Lefschetz [74, Twierdze-
nie 15 (warunek wystarczaja

‘
cy Lg–stabilności) i Twierdzenie 17 (warunek wystar-

czaja
‘
cy dyssypatywności)]. Cytowane niżej twierdzenie podaje maksymalnie upro-

szczone i jednocześnie dostatecznie ogólne, dla zastosowań, warunki wystarczaja
‘
ce

Lg–stabilności i dyssypatywności uk ladu (7.1).

Twierdzenie 7.1.3. Jeżeli istnieja
‘
: zwarty zbiór Ω ⊂ IRn oraz cia

‘
g ly, lokalnie lip-

schitzowski funkcjona l V : IRn −→ IR takie, że:
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lim
‖x‖→∞

V (x) −→ ∞ (7.2)

D+V (x) := lim sup
h→0+

1

h
{V [x+ hf(x)] − V (x)} ≤ 0 ∀x ∈ Ωc := IRn \Ω (7.3)

to system (7.1) jest Lg–stabilny. Jeżeli dodatkowo w zbiorze

E := {x ∈ Ωc : D+V (x) = 0} (7.4)

nie jest zlokalizowane żadne określone i ograniczone dla t ∈ IR rozwia
‘
zanie uk ladu

(7.1) to uk lad (7.1) jest dyssypatywny.

Dowód. Lg–stabilność. Za lożenie (7.2) gwarantuje zwartość wszystkich domknie
‘
tych

przekrojów funkcjona lu V . Niech l0 be
‘
dzie na tyle duża

‘
liczba

‘
, że Ω ⊂ {x ∈ IRn :

V (x) ≤ l0}. Z za lożenia (7.3) wynika teraz, że domknie
‘
te przekroje funkcjona lu V na

poziomach wie
‘
kszych od l0 sa

‘
zbiorami inwariantnymi wzgle

‘
dem strumienia LCSDS

generowanego przez rozwia
‘
zania systemu (7.1). W konsekwencji wszystkie rozwia

‘
zania

uk ladu (7.1) sa
‘
ograniczone, tzn. (7.1) jest Lg–stabilny, a nasz LCSDS jest w istocie

CSDS na IRn.
Dyssypatywność. Z Lg–stabilności uk ladu (7.1) i uogólnionej zasady inwariantno-

ści 2.1.5 wynika, że dla dowolnego x0 ∈ IRn zbiór graniczny Λ(x0) trajektorii Π(x0),
startuja

‘
cej z punktu x0, jest niepusty, zwarty, spójny i mocno–inwariantny. Pokażemy,

że
Λ(x0) ∩Ω 6= ∅ ∀x0 ∈ IRn (7.5)

Za lóżmy, dla dowodu nie wprost, że istnieje x0 ∈ IRn takie, że Λ(x0)∩Ω = ∅. Wtedy
Λ(x0) 6⊆ Ωc i z Twierdzenia 2.1.4 oraz pewnych oczywistych w lasności topologicznych
przestrzeni IRn wynika, że

∃ x∗ ∈ Π(x0) ∩Ωc : Π(x∗) ∪ Λ(x0) = Π(x∗) ⊂ Ωc .

Jeżeli przyja
‘́
c W = Ωc, Φ = V , x = x∗ to widać, że sa

‘
spe lnione za lożenia Twierdzenia

2.1.6, co pozwala ustalić, że D+V (x) = 0 na zbiorze Λ(x∗) = Λ(x0).
Wobec niepustości zwartości i mocnej–inwariantności zbioru Λ(x0) ⊂ Ωc stwier-

dzamy, że istnieje określone dla t ∈ IR, ograniczone rozwia
‘
zanie uk ladu (7.1) zlokali-

zowane w Ωc, na którym D+V (x) = 0, co jest sprzeczne z za lożonymi w lasnościami
zbioru (7.4). Sta

‘
d zachodzi (7.5). Wobec, zwartości i spójności Λ(x0) dla dowolnego

x0 ∈ IRn, zwartości zbioru Ω i (7.5) mamy

∃ R > 0 : Ω ∪
[ ⋃

x0∈IRn

Λ(x0)
]

⊂ K(0, R) .

Z cia
‘
g lości strumienia CSDS generowanego rozwia

‘
zaniem (7.1) i przycia

‘
gania tra-

jektorii przez ich zbiory graniczne wynika, że sfera S(0, R) może być osia
‘
gnie

‘
ta

z dowolnego warunku pocza
‘
tkowego x0 ∈ IRn w skończonym czasie T = T (x0) > 0,

a zatem wszystkie rozwia
‘
zania (7.1) sa

‘
OO. ⊓⊔
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7.2. DYSSYPATYWNOŚĆ UK LADU E.N. LORENZA

Uk ladem Lorenza [84] nazywać be
‘
dziemy uk lad równań różniczkowych







ẋ = −σx+ σy
ẏ = −xz + rx − y
ż = −bz + xy






, σ, r, b > 0 (7.6)

Dla funkcjona lu V

V (x, y, z) =
1

2

[
x2 + y2 + (z − σ − r)2

]

mamy:

V (x, y, z) −→ ∞ przy
√

x2 + y2 + z2 −→ ∞ ,

V̇ (x, y, z) = −
[

σx2 + y2 + b

(

z − r + σ

2

)2
]

+
(r + σ)2b

4
< 0 ∀(x, y, z) ∈ Ωc ,

gdzie

Ω =

{

(x, y, z) ∈ IR3 : σx2 + y2 + b

(

z − r + σ

2

)2

≤ (r + σ)2b

4

}

.

Na podstawie Twierdzenia 7.1.3 możemy stwierdzić, że (7.6) jest uk ladem dyssypa-
tywnym.

Dla dowolnego l ≥ max
(x,y,z)∈∂Ω

V (x, y, z) zbiór poziomicowy {(x, y, z) ∈ IR3 :

V (x, y, z) ≤ l} jest dodatnio–inwariantny. Wszystkie rozwia
‘
zania uk ladu (7.6) leża

‘
ostatecznie w dodatnio–inwariantnym zbiorze

S =

{

(x, y, z) ∈ IR3 :
x2 + y2 + (z − 2D)2

2
≤ max

(x,y,z)∈∂Ω
V (x, y, z) = max

i=1,2,3
Vi

}

,

gdzie:

V1 = V (0, 0, 0) = 2D2, D =
σ + r

2
,

V2 = V

(

∓ bD
√

σ(b − σ)
, 0,

D(2σ − b)

σ − b

)

=
D2b2

2σ(b− σ)
,

(wartość te
‘

bierze sie
‘

pod uwage
‘
tylko, gdy b ≥ 2σ),

V3 = V

(

0,∓bD
√
b− 2

b− 1
,
D(2 − b)

1 − b

)

=
D2b2

2(b− 1)

(wartość te
‘

bierze sie
‘

pod uwage
‘
tylko, gdy b ≥ 2).

W przypadku rozważanych w [84] danych liczbowych σ = 10, r = 28, b = 8/3
zbiór S jest kula

‘

S =

{

(x, y, z) ∈ IR3 : x2 + y2 + (z − 38)2 ≤
[

152√
15

]2

≈ 1540.2667

}

.
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7.3. DYSSYPATYWNOŚĆ UK LADU LIÉNARDA

Uk ladem Liénarda be
‘
dziemy nazywać uk lad postaci

{
ẋ = y
ẏ = −yf(x) − g(x)

}

(7.7)

f, g ∈ W1,∞
loc (IR), gdzie W1,∞

loc (IR) oznacza przestrzeń funkcji lokalnie lipschitzowskich
z IR w IR. Przyjmijmy naste

‘
puja

‘
ce oznaczenia:

F (x) =

∫ x

0

f(s)ds, G(x) =

∫ x

0

g(s)ds .

Uk lad (7.7) jest postacia
‘
normalna

‘
równania różniczkowego

ẍ+ f(x)ẋ + g(x) = 0 .

Bywa on także analizowany w postaci Ẋ = Y −F (X), Ẏ = −g(X), do której dochodzi
sie

‘
dzie

‘
ki diffeomorficznej transformacji X = x, Y = y + F (x).

Do otrzymania warunków dostatecznych dyssypatywności systemu (7.7) zastosu-
jemy zaproponowany w pracy [51] funkcjona l

V (x, y) = G(x) +
F 2(x)

2
+

∫ x

0

B(s)ds+
y2

2
+

∫ s

0

f(s)

[∫ s

0

A(τ)dτ

]

ds+

+yF (x) + y

∫ x

0

A(s)ds

(7.8)

Jeżeli A,B ∈ C(IR), gdzie C(IR) oznacza przestrzeń funkcji cia
‘
g lych z IR w IR, to V

jest klasy C1 i mamy

V̇ (x, y) = y2A(x) + yB(x) − g(x)F (x) − g(x)

∫ x

0

A(s)ds (7.9)

Weźmy teraz

A(x) =







0, jeśli |x| ≥ a

− ε

a
, jeśli |x| < a






, a > 0, ε > 0, B(x) ≡ 0 (7.10)

Wtedy

∫ x

0

A(s)ds =







ε, jeśli x ≤ −a
− ε

a
x, jeśli |x| ≤ a

−ε, jeśli x ≥ a







(7.11)

Dla niecia
‘
g lej funkcji A, w szczególności dla (7.10), wzór (7.9) traci sens. Ważność

formu ly (7.9) można utrzymać w mocy, zaste
‘
puja

‘
c V̇ (x, y) przez D+V (x, y). Istotnie,

172



7.3. DYSSYPATYWNOŚĆ UK LADU LIÉNARDA

D+V (x, y) = g(x)y + F (x)f(x)y + y[−yf − g(x)] + F (x)A(x)y+

+[−yf(x) − g(x)]F (x) + y2f(x) +D+

[

y

∫ x

0

A(s)ds

]

,

gdyż wszystkie sk ladniki V w (7.8) sa
‘
klasy C1 oprócz ostatniego, który jest lokalnie

lipschitzowski. Ponieważ

lim
h→0+

1

h

{
[

y + h
(
−yf(x) − g(x)

)]
∫ x+hy

0

A(s)ds− y

∫ x

0

A(s)ds

}

=

= lim
h→0+

{

[
−yf(x) − g(x)

]
∫ x+hy

0

A(s)ds+
y

h

[
∫ x+hy

0

A(s)ds −
∫ x

0

A(s)ds

]}

=

= [−yf(x) − g(x)]

∫ x

0

A(s)ds+

+







yA(x), jeśli |x| 6= a

0, jeśli

{

x = a, y ≥ 0

x = −a, y ≤ 0

}

− ε

a
y2 ≤ 0, jeśli

{

x = −a, y ≥ 0

x = a, y ≤ 0

}







,

wie
‘
c

D+

[

y

∫ x

0

A(s)ds

]

= [−yf(x) − g(x)]

∫ x

0

A(s)ds+

{

yA(x), jeśli |x| 6= a

0, jeśli |x| = a

}

.

Ostatecznie

D+V (x, y) = −g(x)F (x) + y2A(x) − g(x)

∫ x

0

A(s)ds .

Weźmy teraz

Ω =

{

(x, y) ∈ IR2 : |y| ≤
√

Mq

ε
, |x| ≤ a

}

,

gdzie

M = max
|x|≤a

[

−g(x)F (x) − g(x)

∫ x

0

A(s)ds

]

(funkcja w nawiasach [ ] jest cia
‘
g la i maksimum istnieje na mocy twierdzenia Weier-

strassa). Zachodza
‘
naste

‘
puja

‘
ce implikacje:

|x| < a, |y| >
√

Ma

ε
=⇒ D+V (x, y) ≤ − ε

a
y2 +M < 0 ,

|x| ≥ a =⇒ D+V (x, y) = g(x) signx[F (x) signx− ε] .
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Zatem dla zapewnienia D+V < 0 na Ωc wystarczy za lożyć, że

xg(x) > 0, gdy |x| ≥ a (7.12)

F (x) signx > ε, gdy |x| ≥ a (7.13)

Jest oczywiste, że w pewnych przypadkach w (7.12) i (7.13) można przyja
‘́
c s labe

nierówności, a za lożenia Twierdzenia 7.1.3 be
‘
da

‘
spe lnione.

Zapisujemy teraz V w postaci (|x| ≥ a)

V (x, y) =
1

2

[

y + F (x) +

∫ x

0

A(s)ds

]2

+G(x) − 1

2

[∫ x

0

A(s)ds

]2

−

−F (x)

∫ x

0

A(s)ds+

∫ x

0

f(s)

∫ s

0

A(τ)dτds =
1

2

[

y + F (x) +

∫ x

0

A(s)ds

]2

+

+G(x) − 1

2

[∫ x

0

A(s)ds

]2

−
∫ x

0

F (s)A(s)ds ≥ G(x) − 1

2

[∫ x

0

A(s)ds

]2

−

−
∫ x

0

F (s)A(s)ds = G(x) − ε2

2
+
ε

a

∫ a

0

F (s)ds .

Jeżeli
√

x2 + y2 −→ ∞ to także |x| → ∞ i wobec tego V (x, y) −→ ∞ przy za lożeniu,
że

lim
|x|→∞

G(x) = ∞ (7.14)

Ostatecznie, jeżeli spe lnione sa
‘
za lożenia (7.12), (7.13), (7.14) to prostoka

‘
t Ω i funk-

cjona l V z podstawieniem (7.10) i (7.11) w (7.8), spe lniaja
‘
za lożenia Twierdzenia 7.1.3

i system Liénarda (7.7) jest dyssypatywny.

Warunki (7.12) i (7.14) oznaczaja
‘
, że dla dostatecznie dużych |x| nieliniowość g

spe lnia uogólniony warunek Hurwitza, natomiast (7.13) oznacza, że dla dostatecznie
dużych |x|, F spe lnia wzmocniony, uogólniony warunek Hurwitza. Fizycznie (7.13)
oznacza, że średnie t lumienie w uk ladzie (7.7) nie jest zbyt ma le dla dostatecznie
dużych |x|.

Wyprowadzone wyżej warunki wystarczaja
‘
ce dyssypatywności (7.7) sa

‘
nieznacz-

nym uogólnieniem rezultatów LaSalle’a [74, str. 106]. Podobne wyniki podane sa
‘
także

w pracach Bhatii [121, str. 201 - 202] i Plissa [111, Twierdzenie 4.1, str. 61]. Pliss
podaje jeszcze ogólniejszy warunek wystarczaja

‘
cy dyssypatywności uk ladu (7.7) [111,

Twierdzenie 4.2, str. 68 - 69], ale dowód tego twierdzenia zawiera b la
‘
d – używa sie

‘

tam funkcjona lu (7.8) z A(x) = −1

2
f(x) i B(x) ≡ 0. Przyje

‘
te przez Plissa za lożenia

nie gwarantuja
‘
, nawet w przypadku R(x, y, t) ≡ 0, nierówności V̇ (x, y) ≤ 0 na zbiorze

|x| ≤ h1, |y| ≥ h2 – dla kontrprzyk ladu wystarczy rozpatrzyć funkcje f(x) = x2 − 1

3
,

g(x) = x i wtedy V̇ (x, y) ≥ 0 na osi 0y.
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Uwaga 7.3.1. Jeżeli uk lad (7.7) ma tylko jeden punkt równowagi (równoważnie g
ma jedno zero) to uzupe lniaja

‘
c warunki (7.12), (7.13) i (7.14) warunkiem gwarantu-

ja
‘
cym niestabilność pocza

‘
tku uk ladu i zapewniaja

‘
cym lokalne odpychanie rozwia

‘
zań

od punktu równowagi, otrzymamy na mocy twierdzenia Poincaré–Bendixsona [121,
Twierdzenie 2.7.6] warunek wystarczaja

‘
cy istnienia nietrywialnego rozwia

‘
zania okre-

sowego uk ladu (7.7). Przyk ladowo – warunki







xg(x) > 0 ∀x 6= 0, g(0) = 0

xF (x) < 0 dla ma lych |x| 6= 0

G(x) −→ ∞ przy |x| → ∞
F (x) signx > ε > 0 dla dużych |x|







(7.15)

gwarantuja
‘
istnienie co najmniej jednego cyklu granicznego w uk ladzie (7.7). Wynik

ten, znany jako twierdzenie Dragilewa [121, Twierdzenie 4.2.4], jest jednym z naj-
s labszych znanych warunków wystarczaja

‘
cych istnienia co najmniej jednego cyklu

granicznego w uk ladzie (7.7).

7.3.1. Przyk lad 1. Generator z mostkiem Wiena

Uk lad równań różniczkowych

{

ẋ1 = −αx1 − αx2 + αϕ(x2)

ẋ2 = −βx1 − 2βx2 + βϕ(x2)

}

, α, β > 0 (7.16)

gdzie

ϕ(σ) =







Kσ, |σ| ≤ M

K

M, σ >
M

K

−M, σ < −M
K







,

jest modelem matematycznym dynamiki uk ladu generatora z mostkiem Wiena. Trans-
formacja liniowa x = x2, y = αx2 − βx1 przeprowadza (7.16) w uk lad

{

ẋ = y − [(α+ 2β)x− βϕ(x)]

ẏ = −αβx

}

,

równoważny systemowi Liénarda (7.7) z

F (x) = (α + 2β)x− βϕ(x), g(x) = αβx, G(x) =
αβx2

2
.

Nieliniowość F przedstawiona zosta la na rysunku 7.1.
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-x0 @@@@@@@@@@@@@
@@@@@ �������������������������������
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Rysunek7.1. Wykres funkcji ϕ

Niezależnie od wartości α, β > 0 sa
‘
spe lnione warunki (7.12), (7.13), (7.14) i uk lad

(7.16) ma wszystkie rozwia
‘
zania OO. Jeśli K >

α+ 2β

β
(przedzia l (−∞,

2β + α

β
) jest

jednocześnie sektorem Hurwitza i sektorem ABSS w klasie W1,∞
loc (IR)) to spe lnione

sa
‘

warunki (7.15) i uk lad posiada co najmniej jeden cykl graniczny. W charakterze
zewne

‘
trznego brzegu obszaru pierścieniowego Bendixsona, w którym jest zlokali-

zowany cykl graniczny można wzia
‘́
c ∂P , gdzie

P = {(x1, x2) ∈ IR2 : |x1| ≤ 3M, |x2| ≤ 2M} .

Istotnie, wzd luż górnego boku prostoka
‘
ta P mamy

ẋ2 = −βx1 − 4βM + βM = −β(x1 + 3M) ≤ 0 ,

a wzd luż brzegu dolnego,

ẋ2 = −βx1 + 4βM − βM = −β(x1 − 3M) ≥ 0 .

Wzd luż lewego boku P mamy

ẋ1 = 3αM − αx2 + αϕ(x2) ≥ α[M + ϕ(x2)] ≥ 0 ,

a wzd luż boku prawego,

ẋ1 = −3αM − αx2 + αϕ(x2) ≤ −α[M − ϕ(x2)] ≤ 0 .

Zatem na ∂P trajektorie skierowane sa
‘
do wne

‘
trza P . Precyzyjne uzasadnienie wynika

z Lematu 2.2.1. W charakterze wewne
‘
trznego brzegu obszaru lokalizuja

‘
cego cykl
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graniczny można wzia
‘́
c brzeg estymaty obszaru atrakcji zerowego punktu równowagi

uk ladu powstaja
‘
cego z (7.16) przez rewersje

‘
czasu. Ponieważ uk lad po rewersji czasu

jest uk ladem Lurie (6.21) z:

n = 2, A =

[
α α
β 2β

]

, b =

[
−α
−β

]

, c =

[
0
1

]

, f(y) = ϕ(y) ,

wie
‘
c estymate

‘
obszaru atrakcji można wyznaczyć z pomoca

‘
Twierdzenia 6.1.5/przypa-

dek (II). Dla k1 =
α+ 2β

β
, q = 0 spe lnione sa

‘
warunki (6.18), (6.19), przy czym lewa

strona nierówności cze
‘
stotliwościowej (6.18) jest zerowa. Zgodnie z (6.29) g = 0 ∈ IR2.

Dla określenia H należy rozwia
‘
zać uk lad równań Lurie (6.25). Rozwia

‘
zaniem jest

H =







1

2α
− 1

2β

− 1

2β

α+ β

2β2







= HT > 0

i z (6.23) wyliczamy estymate
‘

obszaru atrakcji

Ω =

{

(x1, x2) ∈ IR2 :
1

2α
x21 −

1

β
x1x2 +

(
α+ β

2β2

)

x22 <
βM2

2(α+ 2β)2

}

.

Ostatecznie obszar pierścieniowy Bendixsona jest ograniczony od zewna
‘
trz przez ∂P ,

a od wewna
‘
trz przez ∂Ω.

Z rezultatów [121, Twierdzenia 4.2.1, str. 130] wynika, że istnieje dok ladnie jeden
asymptotycznie stabilny cykl graniczny.

7.3.2. Przyk lad 2. Uproszczony model b lony komórkowej

Rozważmy uk lad równań różniczkowych







u̇ = I + w − u3

3
+ u

ẇ = ρ[a− u− bw]






(7.17)

gdzie I ∈ IR oznacza sta ly pra
‘
d aplikowany przez b lone

‘
komórkowa

‘
(stymulus), w jest

wielkościa
‘
charakteryzuja

‘
ca

‘
przep lyw jonów Na+, K+ przez b lone

‘
, u oznacza różnice

‘
potencja lów pomie

‘
dzy wne

‘
trzem komórki a otoczenieniem (potencja l b lony). Ponadto

b, ρ ∈ (0, 1), 1− 2

3
b < a < 1. FitzHugh zaproponawa l (7.17) jako uproszczenie modelu

Hodgkina–Huxleya b lony komórkowej [39], [135].

Diffeomorficzna transformacja x = u, y = I + w − u3

3
+ u przeprowadza (7.17)

w uk ladu Liénarda (7.7) z:
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f(x) = −1 + x2 + ρb, F (x) = (−1 + ρb)x+
x3

3
,

g(x) = −ρbI − ρa+ x(ρ− ρb) + ρb
x3

3
,

G(x) = (−ρbI − ρa)x+ (ρ− ρb)
x2

2
+ ρb

x4

12
.

Spe lnione sa
‘
za lożenia (7.12), (7.13), (7.14) i uk lad (7.17) jest dyssypatywny. Ponieważ

dla każdego I ∈ IR uk lad (7.17) posiada dok ladnie jeden punkt równowagi (u0, w0),
stanowia

‘
cy rozwia

‘
zanie uk ladu równań







bI + a− u = b(
u3

3
− u)

a− u

b
= w







,

wie
‘
c na mocy Uwagi 7.3.1, warunek lokalnej niestabilności punktu (u0, w0), tzn. nie-

równość u20 − 1 + ρb < 0 jest warunkiem wystarczaja
‘
cym istnienia cyklu granicznego.

7.3.3. Przyk lad 3. Dynamika reakcji biochemicznej

Uk lad równań różniczkowych
{

Ẋ = A− (B + 1)X +X2Y

Ẏ = BX −X2Y, B > 1

}

(7.18)

jest modelem dynamiki pewnej reakcji biochemicznej [79], [136]. Różniczkuja
‘
c pierw-

sze równanie wzgle
‘
dem czasu, a naste

‘
pnie, ruguja

‘
c z tak otrzymanego równania dru-

giego rze
‘
du, wielkości Y , Ẏ , przy pomocy równań (7.18), otrzymamy równanie róż-

niczkowe drugiego rze
‘
du wzgle

‘
dem X . Ponzo i Wax [112] stwierdzili, że podstawienie

X =
A

1 + (B − 1)x
, t =

√
B − 1

A
τ

sprowadza to równanie do uk ladu Liénarda (7.7) z:

x > −λ = (1 −B)−1, µ = A−1(B − 1)3/2 ,

f(x) = µ
[

2x− 1 +
1

µ2(x+ λ)2

]

, F (x) = µx2 − µx+
x

µλ(x+ λ)
,

g(x) =
x

x+ λ
, G(x) = x− λ ln(x+ λ) .

Warunki (7.12), (7.13), (7.14) sa
‘

spe lnione i uk lad (7.18) jest dyssypatywny. Jeżeli

B−1 > A2 (warunek wystarczaja
‘
cy lokalnej niestabilności punktu równowagi (A,

A

B
)

uk ladu (7.18)), to sa
‘

spe lnione warunki (7.15) i uk lad posiada cykl graniczny. Dla
typowego zestawu parametrów A = 8.2, B = 77 wyste

‘
puje taka w laśnie sytuacja

[112].
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W niniejszym rozdziale be
‘
dziemy analizowali dyssypatywność uk ladu Lurie (2.39).

W szczególności udowodnimy twierdzenie podane w pracy [65] bez dowodu. Dowód
przypadku szczególnego można znaleźć w [63].

Twierdzenie 7.4.1. Niech be
‘
dzie spe lniony jest jeden z trzech podanych niżej zesta-

wów warunków.

(I)

Istnieja
‘
liczby k1, k2, q, ε ∈ IR, ε > 0 takie, że

(i) uk lad równań







ATH +HA− k1k2cc
T + εI = −ggT

Hb+
q

2
AT c+

k1 + k2
2

c = −γg

1 − qcT b = γ2







(7.19)

posiada rozwia
‘
zanie (H, g, γ), H = HT ∈ L(IRn), g ∈ IRn, γ ∈ IR,

(ii) lim inf
|σ|→∞

[

k2 −
F (σ)

σ

] [
F (σ)

σ
− k1

]

≥ 0 ,

(iii) Reλ(A+ kibc
T ) < 0 dla i = 1, 2 .

(II)

Istnieja
‘
liczby k1, q, ε ∈ IR, ε > 0 takie, że

(i) uk lad równań







ATH +HA− k1cc
T + εI = −ggT

Hb+
q

2
AT c+

1

2
c = −γg

−qcT b = γ2







(7.20)

posiada rozwia
‘
zanie (H, g, γ), H = HT ∈ L(IRn), g ∈ IRn, γ ∈ IR,

(ii) lim inf
|σ|→∞

[

k1 −
F (σ)

σ

]

≥ 0 ,

(iii) Reλ(A+ k1bc
T ) < 0 oraz Reλ(A+ µbcT ) < 0 gdy µ→ ∞.
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(III)

Istnieja
‘
liczby k2, q, ε ∈ IR, ε > 0 takie, że

(i) uk lad równań







ATH +HA+ k2cc
T + εI = −ggT

Hb+
q

2
AT c− 1

2
c = −γg

−qcT b = γ2







(7.21)

posiada rozwia
‘
zanie (H, g, γ), H = HT ∈ L(IRn), g ∈ IRn, γ ∈ IR,

(ii) lim inf
|σ|→∞

[

k2 −
F (σ)

σ

]

≥ 0 ,

(iii) Reλ(A+ k2bc
T ) < 0 oraz Reλ(A+ µbcT ) < 0 gdy µ→ −∞.

Wtedy system (2.39) jest dyssypatywny.

Dowód. Dowód podzielimy na cze
‘́
sci odpowiadaja

‘
ce trzem zestawom za lożeń twier-

dzenia.

(I)

Funkcjona l

V (x) = xTHx+ q

∫ cT x

0

F (ξ)dξ (7.22)

jest klasy C1, a jego pochodna
‘

wzd luż rozwia
‘
zań systemu (2.39) można przedstawić

w postaci

V̇ (x) =

[

x

F (cTx)

]T





ATH +HA Hb+
q

2
AT c

bTH +
q

2
cTA qcT b






[

x

F (cTx)

]

(7.23)

Dodaja
‘
c i odejmuja

‘
c w prawej stronie (7.23) wyrażenie

εxTx+
[
k2c

Tx− F (cTx)
] [

F (cTx) − k1c
Tx
]

i uwzgle
‘
dniaja

‘
c (7.19) otrzymujemy

V̇ (x) = −
[
gTx+ γF (cTx)

]2− ε ‖x‖2−
[
k2c

Tx− F (cTx)
] [

F (cTx) − k1c
Tx
]

(7.24)

Korzystaja
‘
c z zależności podanych w [86, Wzór (2.5), str. 13] ustalamy, że (ii) jest

równoważny warunkowi

180
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∀ε̄ < 0 ∃ δ̄ = δ̄(ε) > 0 :
[

k2 −
F (cTx)

cTx

][F (cTx)

cTx
− k1

]

≥ ε̄ gdy
∣
∣cTx

∣
∣ > δ̄ (7.25)

W szczególności dla ε̄ = − ε

2 ‖c‖2
z (7.25) otrzymujemy

∃ δ > 0 :
[
k2c

Tx− F (cTx)
] [

F (cTx) − k1c
Tx
]
≤ ε

2 ‖c‖2
xT ccTx ≤

≤ ε

2 ‖c‖2
λmax(ccT )xTx =

ε

2
‖c‖2 gdy

∣
∣cTx

∣
∣ > δ

(7.26)

Z drugiej strony

M := − min
|σ|≤δ

[k2σ − F (σ)] [F (σ) − k1σ] ≥

≥ − [k2σ − F (σ)] [F (σ) − k1σ]|σ=0 = F 2(0) ≥ 0
(7.27)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (7.26) i (7.27) w (7.24) dostajemy

V̇ (x) ≤







−ε
2
‖x‖2 , jeśli

∣
∣cTx

∣
∣ > δ

−ε ‖x‖2 +M, jeśli
∣
∣cTx

∣
∣ ≤ δ






,

a zatem
V̇ (x) < 0 ∀x ∈ Ωc = IRn \Ω (7.28)

gdzie

Ω :=
{
x ∈ IRn :

∣
∣cTx

∣
∣ ≤ δ

}⋂

K
(

0,
√

M/ε
)

(7.29)

Bezpośrednio z (7.29) wynika, że Ω jest zwartym podzbiorem IRn.
Z (iii) i z faktu, że zbiór tych liczb µ ∈ IR, dla których Reλ(A + µbcT ) < 0 jest

otwartym zbiorem w IR, wynika, że:

∃ ε0 > 0 : Reλ[A+ (k1 − ε0)bcT ] < 0, Reλ[A + (k2 + ε0)bcT ] < 0 (7.30)

Warunek (7.25) można zapisać równoważnie jako

∀ε < 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 :
k1 + k2 −

√

(k2 − k1)2 − 4ε

2
≤ F (σ)

σ
≤

≤ k1 + k2 +
√

(k2 − k1)2 − 4ε

2
, gdy |σ| > δ .

Sta
‘
d

∀ε < 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 : k1 −
√
−ε ≤ F (σ)

σ
≤ k2 +

√
−ε, gdy |σ| > δ (7.31)

W szczególności, podstawiaja
‘
c w (7.31) ε = −ε20 < 0, dostajemy
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∃ δ0 > 0 : k1 − ε ≤ F (σ)

σ
≤ k2 + ε, gdy |σ| > δ0 (7.32)

Jeżeli σ∗ jest globalnym minimum funkcji

Φ(δ) :=

∫ σ

0

[F (ξ) − (k1 − ε0)ξ] dξ

to |σ∗| ≤ δ0, Φ(σ∗) ≤ 0. Istotnie, Φ jest klasy C1 oraz Φ′(σ) = F (σ) − (k1 − ε0)σ,
a zatem Φ′(σ) ≥ 0 gdy σ > δ0 i Φ′(σ) ≤ 0 gdy σ < −δ0, na mocy (7.32). Tak wie

‘
c Φ jest

s labo maleja
‘
ca w przedziale (−∞,−δ0) i s labo rosna

‘
ca w przedziale (δ0,∞). Wobec

tego Φ posiada globalne minimum i to w przedziale [−δ0, δ0]. Oczywíscie Φ(σ∗) =
min
|σ|≤δ0

Φ(σ) ≤ Φ(0) = 0.

Analogicznie dowodzimy, że jeśli σ jest globalnym minimum funkcji

Ψ(σ) :=

∫ σ

0

[(k2 + ε) ξ − F (ξ)] dξ

to |σ| ≤ δ0, Ψ(σ) ≤ 0.
Dla F (σ) = (k1 − ε0)σ system (2.39) przechodzi w system liniowy

ẋ =
[
A+ (k1 − ε0)bcT

]
x ,

który na mocy (7.30) jest asymptotycznie stabilny. Wtedy także

V (x) = xT
[

H +
q(k1 − ε0)

2
ccT
]

x ,

V̇ (x) = −εxTx−
[
gTx+ γ(k1 − ε0)cTx

]2 − ε0(k2 − k1 + ε0)xT ccTx .

Oznacza to, że macierz H +
q(k1 − ε0)

2
ccT jest symetrycznym rozwia

‘
zaniem macie-

rzowego równania Lapunowa

[A+ (k1 − ε0)bcT ]TX +X
[
A+ (k1 − ε0)bc

T
]

=

= −εI − [g + γ(k1 − ε0)c] [g + γ(k1 − ε0)c]
T − ε0(k2 − k1 + ε0)ccT .

Wobec (7.30), z Twierdzenia 2.4.2 wynika, że jest to jedyne i dodatnio–określone

rozwia
‘
zanie tego równania, tzn. H +

q(k1 − ε0)

2
ccT > 0. W konsekwencji

λmin

(

H +
q(k1 − ε0)

2
ccT
)

> 0 (7.33)

Z kolei, jeśli F (σ) = (k2 + ε0)σ to, powtarzaja
‘
c powyższe rozumowanie z wykorzys-

taniem drugiego ze zwia
‘
zków (7.30), dostajemy

λmin

(

H +
q(k2 + ε0)

2
ccT
)

> 0 (7.34)
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1◦. q ≥ 0. Wtedy na mocy twierdzenia Rayleigha, w lasności funkcji Φ i (7.33)

V (x) = xT
[

H +
q(k1 − ε0)

2
ccT
]

x+ q

∫ cT x

0

[F (σ) − (k1 − ε0)σ] dσ =

= xT
[

H +
q(k1 − ε0)

2
ccT
]

x+ qΦ(cTx) ≥

≥ λmin

(

H +
q(k1 − ε0)

2
ccT
)

‖x‖2 + qΦ(σ∗) −→ ∞ przy ‖x‖ → ∞ .

2◦. q ≤ 0. Wtedy poste
‘
puja

‘
c analogicznie, ale z wykorzystaniem (7.34) zamiast

(7.33), dostaniemy

V (x) = xT
[

H +
q(k2 + ε0)

2
ccT
]

x− q

∫ cT x

0

[(k2 + ε0)σ − F (σ)] dσ =

= xT
[

H +
q(k2 + ε0)

2
ccT
]

x− qΨ(cTx) ≥

≥ λmin

(

H +
q(k2 + ε0)

2
ccT
)

‖x‖2 − qΨ(σ) −→ ∞ przy ‖x‖ → ∞ .

Reasumuja
‘
c oba powyższe przypadki, pokazalísmy, że

lim
‖x‖→∞

V (x) = ∞ (7.35)

Wobec (7.28) i (7.35) teza wynika z Twierdzenia 7.4.1.

(II)

W tym przypadku pochodna
‘
funkcjona lu (7.22) przedstawiamy w postaci

V̇ (x) =

=

[

x

F (cTx)

]T





ATH +HA− k1cc
T + εI Hb+

q

2
AT c+

1

2
c

bTH +
q

2
cTA+

1

2
cT qcT b






[

x

F (cTx)

]

−

−ε ‖x‖2 −
[
F (cTx)cTx− k1(cTx)2

]
=

= −
[
gTx+ γF (cTx)

]2 − ε ‖x‖2 −
[
F (cTx)cTx− k1(cTx)2

]
.

Dla otrzymania dowodu nierówności (7.28) należy w (7.25) zasta
‘
pić wyrażenie

[

k2 −
F (σ)

σ

] [
F (σ)

σ
− k1

]
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przez
[F (σ)

σ
− k1

]

, a w (7.26) i (7.27) [k2 − F (σ)] [F (σ) − k1] przez σF (σ) − k1σ
2.

Dla F (σ) = µσ system (2.39) przechodzi w system liniowy ẋ = [A + µbcT ]x,
asymptotycznie stabilny przy µ→ ∞, na mocy (iii). Wtedy także

V (x) = xT [H +
qµ

2
ccT ]x, V̇ (x) = −εxTx− [gTx+ γµcTx]2 − [µ− k1]xT ccTx .

Oznacza to, że macierz H +
qµ

2
ccT jest symetrycznym rozwia

‘
zaniem rówania La-

punowa

[A+ µbcT ]TX +X [A+ µbcT ] = −εI − [g + µγc][g + µγc]T − (µ− k1)ccT .

Używaja
‘
c (iii) i korzystaja

‘
c jeszcze raz z Twierdzenia 2.4.2 ustalamy, że H+

µq

2
ccT >

0 przy µ→ ∞, ska
‘
d 0 < cTHc+

µq

2
‖c‖4 przy µ→ ∞. Wyklucza to nierówność q < 0,

a zatem q ≥ 0. Teraz dowód zwia
‘
zku (7.35) redukuje sie

‘
do udowodnionej w cze

‘́
sci

(I) implikacji q ≥ 0 =⇒ V (x) −→ ∞ przy ‖x‖ → ∞. W dowodzie tej implikacji

używa sie
‘
tylko dolnych oszacowań na

F (σ)

σ
, a zatem jest on aktualny w rozważanym

przypadku.

(III)

Tym razem przedstawiamy V̇ (x) w postaci

V̇ (x) =

=

[

x

F (cTx)

]T





ATH +HA+ k2cc
T + εI Hb+

q

2
AT c− 1

2
c

bTH +
q

2
cTA− 1

2
cT qcT b






[

x

F (cTx)

]

−

−ε ‖x‖2 −
[
k2(cTx)2 − F (cTx)cTx

]
=

= −
[
gTx+ γF (cTx)

]2 − ε ‖x‖2 −
[
k2(cTx)2 − F (cTx)cTx

]
.

W (7.25) k ladziemy
[

k2−
F (σ)

σ

]

w miejsce
[

k2−
F (σ)

σ

][F (σ)

σ
−k1

]

, w (7.26) i (7.27)
[
k2σ

2 − σF (σ)
]

zamiast [k2σ − F (σ)] [F (σ) − k1σ]. W rezultacie otrzymujemy znów
(7.28). Dalej dowód przebiega jak w dowodzie cze

‘́
sci (II). Używaja

‘
c (iii) i rozumowa-

nia analogicznego do przytoczonego w cze
‘́
sci (II) ustalamy, że 0 < cTHc +

qµ

2
‖c‖4

przy µ → −∞, co eliminuje tym razem nierówność q > 0. Tak wie
‘
c q ≤ 0 i dowód

(7.35) redukuje sie
‘

do dowodu implikacji q ≤ 0 =⇒ V (x) → ∞ przy ‖x‖ → ∞ przed-

stawionego w cze
‘́
sci (I). Jest on aktualny, bo używa górnych oszacowań dla

F (σ)

σ
,

doste
‘
pnych w tym przypadku. ⊓⊔

Lemat 7.4.2. Za lóżmy, że para (A, b) jest sterowalna. Wówczas:
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(I)

Istnienie liczb k1, k2, q, ε ∈ IR, ε > 0 takich, że (7.19) posiada rozwia
‘
zanie jest

równoważne istnieniu liczb k1, k2, q, ε ∈ IR, ε > 0 takich, że

1 + (k1 + k2) ReG(jω) − ωq ImG(jω) + k1k2 |G(jω)|2 ≥

≥ εbT (AT + jωI)−1(A− jωI)−1b ω ∈ IR, jω 6∈ λ(A)
(7.36)

(II)

Istnienie liczb k1, q, ε ∈ IR, ε > 0 takich, że (7.20) ma rozwia
‘
zanie jest równoważne

istnieniu liczb k1, q, ε ∈ IR, ε > 0 takich, że

ReG(jω) − ωq ImG(jω) + k1 |G(jω)|2 ≥

≥ εbT (AT + jωI)−1(A− jωI)−1b ω ∈ IR, jω 6∈ λ(A)
(7.37)

(III)

Istnienie liczb k2, q, ε ∈ IR, ε > 0 takich, że (7.21) ma rozwia
‘
zanie jest równoważne

istnieniu liczb k2, q, ε ∈ IR, ε > 0 takich, że

−ReG(jω) − ωq ImG(jω) − k2 |G(jω)|2 ≥

≥ εbT (AT + jωI)−1(A− jωI)−1b ω ∈ IR, jω 6∈ λ(A)
(7.38)

Dowód. Teza lematu wynika bezpośrednio z Lematu 6.1.4 po podstawieniu: m = 1,
B = b, Q = qc oraz







M = k1k2cc
T − εI, L =

k1 + k2
2

c, K = 1 w przypadku (I)

M = k1cc
T − εI, L =

1

2
c, K = 0 w przypadku (II)

M = −k2ccT − εI, L = −1

2
c, K = 0 w przypadku (III)







.

⊓⊔

Sprawdzenie nierówności cze
‘
stotliwościowych (7.36), (7.37), (7.38) upraszcza sie

‘
istotnie, gdy A nie posiada wartości w lasnych na osi urojonej.

Lemat 7.4.3. Jeżeli para (A, b) jest sterowalna oraz λ(A) ∩ {s ∈ C : Re s = 0} = ∅
to:
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(I)

Warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby istnia ly liczby k1, k2, q, ε ∈ IR,

ε > 0 takie, że zachodzi (7.36) jest istnienie liczb k1, k2, q ∈ IR takich, że







Π(ω) > 0 ∀ω ∈ IR, gdy lim
ω2→∞

Π(ω) > 0

Π(ω) > 0 ∀ω ∈ IR, lim
ω2→∞

ω2Π(ω) > 0, gdy lim
ω2→∞

Π(ω) = 0






,

gdzie Π(ω) oznacza lewa
‘
strone

‘
nierówności (7.36).

(II)

Warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby istnia ly liczby k1, q, ε ∈ IR,

ε > 0 takie, że zachodzi (7.37) jest istnienie liczb k1, q ∈ IR takich, że







Π(ω) > 0 ∀ω ∈ IR, gdy lim
ω2→∞

Π(ω) > 0

Π(ω) > 0 ∀ω ∈ IR, lim
ω2→∞

ω2Π(ω) > 0, gdy lim
ω2→∞

Π(ω) = 0






,

gdzie teraz Π(ω) oznacza lewa
‘
strone

‘
nierówności (7.37).

(III)

Warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby istnia ly liczby k2, q, ε ∈ IR,

ε > 0 takie, że zachodzi (7.38) jest istnienie liczb k2, q ∈ IR takich, że







Π(ω) > 0 ∀ω ∈ IR, gdy lim
ω2→∞

Π(ω) > 0

Π(ω) > 0 ∀ω ∈ IR, lim
ω2→∞

ω2Π(ω) > 0, gdy lim
ω2→∞

Π(ω) = 0






,

gdzie tym razem Π(ω) oznacza lewa
‘
strone

‘
nierówności (7.38).

Dowód. Ustalmy najpierw pewne ogólne fakty. Zauważmy, że prawdziwe jest naste
‘
-

puja
‘
ce rozwinie

‘
cie

(sI −A)−1 =
∞∑

k=0

1

sk+1
Ak, |s| > ‖A‖ (7.39)

Sta
‘
d

G(jω) =
∞∑

k=1

(−1)k−1 c
TA2k−1b

ω2k
− j

∞∑

k=0

(−1)k
cTA2kb

ω2k+1
, |ω| > ‖A‖ (7.40)

Rozważmy funkcje
‘

IR ∋ ω 7−→ n(ω) zdefiniowana
‘
wzorem

n(ω) := bT (AT + jωI)−1(A− jωI)−1b (7.41)
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Bezpośrednio z za lożeń wynika, że

∃ m > 0 : 0 < n(ω) < m ∀ω ∈ IR (7.42)

Z (7.39) i (7.41) wynika, że

lim
ω2→∞

ω2n(ω) = ‖b‖2 > 0 (7.43)

Ponadto, niezależnie od konkretnej postaci Π(ω) można ustalić, używaja
‘
c (7.40), że

∃ lim
ω2→∞

Π(ω), lim
ω2→∞

Π(ω) = 0 =⇒ ∃ lim
ω2→∞

ω2Π(ω) (7.44)

Możemy teraz przysta
‘
pić do zasadniczego dowodu.

Za lóżmy, że Π(ω) ≥ εn(ω) > 0 dla wszystkich ω ∈ IR. Sta
‘
d na mocy (7.44)

istnieje lim
ω2→∞

Π(ω) ≥ 0. W ten sposób, jeśli lim
ω2→∞

Π(ω) > 0 to Π(ω) > 0 dla

wszystkich ω ∈ IR. Jeśli lim
ω2→∞

Π(ω) = 0 to z za lożenia wynika także, że ω2Π(ω) ≥
εω2n(ω) dla wszystkich ω ∈ IR. Przechodza

‘
c obustronnie do granic, co wolno zrobić na

mocy (7.44) i (7.43), dostajemy lim
ω2→∞

ω2Π(ω) > 0. Tak wie
‘
c, jeśli lim

ω2→∞
ω2Π(ω) = 0

to Π(ω) > 0 dla wszystkich ω ∈ IR oraz lim
ω2→∞

ω2Π(ω) > 0.

Wykażemy teraz wynikanie odwrotne.

1◦. lim
ω2→∞

ω2Π(ω) > 0 i Π(ω) > 0. Wtedy inf Π(ω) > 0 i wobec (7.42) istnieje na

tyle ma le ε > 0, aby

Π(ω) ≥ inf
ω2
Π(ω) ≥ εm ≥ ε sup

ω2

n(ω) ≥ εn(ω) ∀ω ∈ IR .

2◦. lim
ω2→∞

Π(ω) = 0, Π(ω) > 0 oraz lim
ω2→∞

ω2Π(ω) > 0. Wtedy istnieje granica

lim
ω2→∞

(1 + ω2)Π(ω) i jest dodatnia. Sta
‘
d inf

ω2
(1 + ω2)Π(ω) > 0. Z drugiej strony

na mocy (7.42) i (7.43) sup
ω2

(1 + ω2)n(ω) <∞.

Dzie
‘
ki tym faktom istnieje na tyle ma la ε > 0, że

(1 + ω2)Π(ω) ≥ inf
ω2

(1 + ω2)Π(ω) ≥ ε sup
ω2

(1 + ω2)n(ω) ≥ ε(1 + ω2)n(ω) ∀ω ∈ IR ,

a sta
‘
d Π(ω) ≥ εn(ω) dla wszystkich ω ∈ IR. ⊓⊔

Porównuja
‘
c otrzymane rezultaty z twierdzeniami dotycza

‘
cymi globalnej asymp-

totycznej stabilności punktu równowagi 0 w uk ladzie (2.39), przedyskutowanymi
w rozdziale 2.5, można zauważyć, że nieliniowość F jest ,,asymptotyczna” do sek-
tora Popova absolutnej stabilności. Przy tym sposób dochodzenia F do sektora
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wynikaja
‘
cego z warunków (ii) w Twierdzeniu 7.4.1 jest mniej ograniczaja

‘
cy niż

w pracach [137], [98], [99], [156].
Okazuje sie

‘
, że jeśli F spe lnia mocniejsze ża

‘
dania asymtotyczne to sektor Popova

może być zasta
‘
piony nawet przez sektor Hurwitza. W ten sposób dla uk ladów,

dla których sektory te sie
‘

nie pokrywaja
‘
, twierdzenie Popova nie daje warunku

koniecznego ograniczoności wszystkich rozwia
‘
zań.

Twierdzenie 7.4.4. Za lóżmy, że istnieje k ∈ IR takie, że:

Reλ(A + kbcT ) < 0 (7.45)

lim
|σ|→∞

F (σ)

σ
= k (7.46)

Wtedy system (2.39) jest dyssypatywny.

Dowód. Rozważmy forme
‘

kwadratowa
‘
V (x) = xTHx, gdzie H ∈ L(IRn), H =

HT > 0 jest jedynym, na mocy (7.45) i Twierdzenia 2.4.2, rozwia
‘
zaniem macierzowego

równania Lapunowa

(A+ kbcT )TH +H(A+ kbcT ) = −I .

Sta
‘
d wobec twierdzenia Rayleigha: V (x) −→ ∞ przy ‖x‖ → ∞. Ponadto

V̇ (x) = ẋTHx+ xTHẋ =
[
xTAT + FbT

]
Hx+ xTH [Ax+ Fb] =

= xT
[
(AT + kcbT )H +H(A+ kbcT )

]
x+ 2

[
F (cTx) − kcTx

]
bTHx =

= −‖x‖2 + 2
[
F (cTx) − kcTx

]
bTHx .

Warunek (7.46) można równoważnie zapisać jako

∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 :

∣
∣
∣
∣

F (σ) − kσ

σ

∣
∣
∣
∣
≤ ε, gdy |σ| > δ (7.47)

W szczególności dla ε =
1 − κ

2 ‖c‖ ‖Hb‖ > 0, gdzie 0 < κ < 1 na mocy (7.47)

∃ δ > 0 :

∣
∣
∣
∣

F (cTx) − kcTx

cTx

∣
∣
∣
∣
≤ 1 − κ

2 ‖c‖ ‖Hb‖ , gdy
∣
∣cTx

∣
∣ > δ (7.48)

Wprowadźmy do rozważań zbiór

Ω :=
{
x ∈ IRn :

∣
∣cTx

∣
∣ ≤ δ

}
∩K(0, 2 ‖Hb‖ max

|σ|≤δ
|F (σ) − kσ|) .

Ewidentnie jest to zwarty podzbiór IRn. Pokażemy, że

V̇ (x) < 0 ∀x ∈ Ωc = IRn \Ω .
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1◦.
∣
∣cTx

∣
∣ > δ. Wtedy, dzie

‘
ki (7.48),

V̇ (x) = −‖x‖2 + 2

[
F (cTx) − kcTx

cTx

]

xT cbTHx ≤

≤ −‖x‖2 + 2
1 − κ

2 ‖c‖ ‖Hb‖ ‖x‖2 ‖c‖ ‖Hb‖ = −κ ‖x‖2 < 0 .

2◦.
∣
∣cTx

∣
∣ ≤ δ i ‖x‖ > 2 ‖Hb‖ max

|σ|≤δ
|F (σ) − kσ|. Wtedy

V̇ (x) ≤ −‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖Hb‖ max
|σ|≤δ

|F (σ) − kσ| < 0 .

Teraz za lożenia Twierdzenia 7.4.1 sa
‘
spe lnione i z jego tezy wynika teza Twierdzenia

7.4.4. ⊓⊔

7.5. PRZYK LAD

Zastosujemy Twierdzenie 7.4.1 do uzyskania warunku wystarczaja
‘
cego dyssypatyw-

ności systemu







ẋ1 = −x1 + x2 − F (x1)

ẋ2 = −x1 + x3

ẋ3 = −x1 +
1

2
F (x1)







, F ∈ W1,∞
loc (IR) (7.49)

System (7.49) może być interpretowany jako uk lad Lurie (2.39) z:

n = 3, A =







−1 1 0

−1 0 1

−1 0 0






, b =







−1

0

1

2






, c =






1

0

0




 .

Ponieważ Reλ(A + µbcT ) < 0 dla µ ∈ (0, 2) wie
‘
c mamy do czynienia z przypadkiem

(I) Twierdzenia 7.4.1, a ponadto k1 > 0, k2 < 2.

Para (A, b) jest sterowalna i do weryfikacji za lożenia (I)/(i) w Twierdzeniu 7.4.1
może być zastosowany Lemat 7.4.2/(I). Zauważmy, że prostszy do weryfikacji Lemat
7.4.3 jest tu nieużyteczny, bo A ma wartości w lasne na osi urojonej, dok ladniej λ(A) =
{−j, j,−1}.
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Ponieważ

(A− sI)−1b =














s2 − 1

2
(s+ 1)(s2 + 1)

−3

2

(s+ 1)

(s+ 1)(s2 + 1)

−1

2

s2 + 3s+ 1

(s+ 1)(s2 + 1)














wie
‘
c zgodnie z (2.40) i (7.41):

G(s) =
s2 − 1

2
(s+ 1)(s2 + 1)

, n(ω) =

5

4
ω4 + 5ω2 +

11

4
(1 + ω2)(1 − ω2)2

.

Z drugiej strony

Π(ω) := 1 + (k1 + k2) ReG(jω) + k1k2 |G(jω)|2 − ωq ImG(jω) =

=
1

(1 − ω2)2(1 + ω2)

[

(1 + q)ω6 +
(

k1 + k2 + k1k2 −
q

2
− 1
)

ω4+

+

(

k1k2 −
k1 + k2

2
− q

2
− 1

)

ω2 +

(

1 − k1 + k2
2

+
k1k2

4

)]

.

Jeżeli q = −1 to warunkiem koniecznym i dostatecznym spe lnienia nierówności (7.36)
jest istnienie liczby ε > 0 takiej, że

(

−1

2
+ k1 + k2 + k1k2

)

ω4 +

(

−1

2
− k1 + k2

2
+ k1k2

)

ω2+

+

(

1 − k1 + k2
2

+
k1k2

4

)

≥ ε

(
5

4
ω4 + 5ω2 +

11

4

)

> 0 ∀ω ∈ IR

(7.50)

W szczególności dla k1 = α, k2 = 1+α, gdzie α jest ma la
‘
liczba

‘
dodatnia

‘
lewa strona

(7.50) przyjmuje postać trójmianu kwadratowego wzgle
‘
dem ω2

(

α2 + 3α+
1

2

)

ω4 +
(
α2 − 1

)
ω2 +

(
α2

4
− 3α

4
+

1

2

)

.

Prawa
‘
strone

‘
(7.50) można również zinterpretować jako trójmian kwadratowy wzgle

‘
-

dem ω2. Z dokonananego na rysunku 7.2 porównania tych trójmianów dla α = 0.03
i ε = 0.005 wynika, że nierówność (7.50) może być spe lniona przy dostatecznie ma lej
liczbie ε.

Z Twierdzenia 7.4.1/(I) wynika teraz, że system (7.49) jest dyssypatywny w klasie
lokalnie lipschitzowskich funkcji F spe lniaja

‘
cych warunek sektorowy

lim
|σ|→∞

inf

[

1 + α− F (y)

y

] [
F (y)

y
− α

]

≥ 0, α = 0.03 (7.51)
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Rysunek7.2. Graficzna weryfikacja nierów-
ności (7.50). L – wykres lewej strony dla α =
0.03, P – wykres prawej strony dla ε = 0.005
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Rysunek7.3. Graficzna weryfikacja warun-
ku sektorowego. 1 – pó lprosta o nachyleniu α
= 0.03, 2 – prosta o nachyleniu 1 + α

W przypadku omówiongo w rozdziale 4.4 kontrprzyk ladu Deweya i Jury’ego na
hipoteze

‘
Ajzermana nieliniowość F ma postać przedstawiona

‘
na rysunku 7.3 i wa-

runek (7.51) jest spe lniony, co dowodzi dyssypatywności systemu Deweya–Jury’ego.
Dyssypatywności systemu (7.49) z nieliniowościa

‘
φ przedstawiona

‘
na rysunku 7.3

można dowieść znacznie prościej. Nachylenie wykresu φ dla dostatecznie dużych |σ|
jest liczba

‘
z przedzia lu (0, 2), a zatem sa

‘
spe lnione warunki (7.45) i (7.46). Na mocy

Twierdzenia 7.4.4, system Deweya–Jury’ego jest dyssypatywny.
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8. STABILNOŚĆ DYSKRETNYCH
UK LADÓW DYNAMICZNYCH

8.1. WSTE
‘
P

W tym rozdziale podamy podstawowe poje
‘
cia i wyniki teorii dyskretnych uk ladów

dynamicznych w przestrzeniach metrycznych. Dla takich uk ladów zmienna czasowa
przyjmuje wartości ze zbioru ZZ

∗ := IN ∪ {0}. Szczegó lowo be
‘
dzie przedyskutowana

metoda funkcjona lów Lapunowa dla dyskretnych systemów dynamicznych w przes-
trzeni IRn. Wyniki stosuje sie

‘
do analizy stabilności dyskretnych uk ladów Lurie

sterowania. Dokonamy uogólnienia wielowymiarowego kryterium ko la.

8.2. DYSKRETNE UK LADY DYNAMICZNE

W ca lym niniejszym rozdziale X oznacza przestrzenia
‘
metryczna

‘
z metryka

‘
ρ.

Definicja 8.2.1. Jeśli S : X −→ X jest odwzorowaniem cia
‘
g lym to rodzine

‘
{Sk}k∈ZZ∗

iterat S nazywamy dyskretnym systemem dynamicznym (DSD) na X . Przestrzeń X
nazywamy przestrzenia

‘
stanu DSD, Skx – stanem w chwili k ∈ ZZ

∗ ewoluuja
‘
cym ze

stanu pocza
‘
tkowego x. Odwzorowanie S(·)x : ZZ∗ ∋ k 7−→ Skx ∈ X nazywamy ruchem

przez punkt x ∈ X .

Definicja 8.2.2. Niech {Sk}k∈ZZ∗ be
‘
dzie DSD na X , x ∈ X , A ⊂ X . Zbiór

Π(x) = {Skx : k ∈ ZZ
∗} =

⋃

k∈ZZ∗

Skx

nazywamy trajektoria
‘

punktu x (dok ladniej, trajektoria
‘
ruchu przez punkt x). Zbiór

Π(A) =
⋃

y∈AΠ(y) be
‘
dziemy nazywać trajektoria

‘
zbioru A, a zbiór

Λ(x) =
⋂

k∈ZZ∗

Π(Skx)

– zbiorem granicznym trajektorii punktu x.

Definicja 8.2.3. Niech {Sk}k∈ZZ∗ be
‘
dzie DSD na X . Ruch przez punkt x nazy-

wamy stacjonarnym jeśli Π(x) = {x}. W tym przypadku punkt x nazywamy punktem
równowagi. Ruch przez punkt x nazywamy okresowym, gdy

∃ K ∈ IN : Skx = Sk+Kx ∀k ∈ ZZ
∗ .

Ruch przez punkt x nazywamy stabilnym w sensie Lagrange’a (Lg–stabilnym), gdy
Π(x) jest zbiorem zwartym w X .
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8.2. DYSKRETNE UK LADY DYNAMICZNE

Definicja 8.2.4. {Sk}k∈ZZ∗ – DSD na X . Zbiór ∅ 6= W ⊂ X nazywamy inwariantnym
jeśli S(W ) ⊂W oraz mocno–inwariantnym, gdy S(W ) = W .

Lemat 8.2.5. W jest zbiorem mocno–inwariantnym wtedy i tylko wtedy, gdy W jest
zbiorem inwariantnym oraz dla każdego x ∈ W istnieje y ∈ W takie, że Sy = x.

Definicja 8.2.6. {Sk}k∈ZZ∗ – DSD na X . Punkt x ∈ X nazywamy punktem star-
towym, gdy równanie Sy = x nie posiada rozwia

‘
zań w X .

Jest oczywiste, że zbiór mocno–inwariantny nie zawiera punktów startowych.

Twierdzenie 8.2.7. {Sk}k∈ZZ∗ – DSD na X . Zachodza
‘
naste

‘
puja

‘
ce fakty:

(i) Π(x) – zbór inwariantny,

(ii) Π(x) – trajektoria ruchu stacjonarnego (punkt równowagi) lub trajektoria ruchu
okresowego =⇒ Π(x) – zwarty zbiór mocno–inwariantny,

(iii) W – zbiór inwariantny =⇒W – zbiór inwariantny,

(iv) Λ(x) = Λ(x),

(v) Π(x) = Π(x)
⋃
Λ(x),

(vi) Λ(x) = Λ(Skx) ∀k ∈ ZZ
∗,

(vii) Λ(x) – zbiór inwariantny.

Twierdzenie 8.2.8 (Zasada inwariantności LaSalle’a). Niech {Sk}k∈ZZ∗ be
‘
dzie

DSD na X . Jeżeli Π(x) jest zbiórem zwartym w X to Λ(x) 6= ∅, zbiór Λ(x) jest
zwarty w X , ρ(Skx, Λ(x)) −→ 0 przy k → ∞, a jeśli dodatkowo X jest przestrzenia

‘
metryczna

‘
zupe lna

‘
to Λ(x) jest zbiorem mocno–inwariantnym.

Definicja 8.2.9. {Sk}k∈ZZ∗ jest DSD na X . ∅ 6= M ⊂ X . Zbiór

A(M) := {y ∈ X : lim
k→∞

ρ(Sky,M) = 0}

nazywamy obszarem atrakcji zbioru M .

Definicja 8.2.10. {Sk}k∈ZZ∗ oznacza DSD na X . Zbiór X ⊃M 6= ∅ nazywamy atrak-
torem jeśli istnieje ε0 > 0 takie, że K(M, ε0) ⊂ A(M) oraz jednostajnym atraktorem,
gdy M jest atraktorem oraz

∀η > 0 ∃ k(η, ε0) ∈ IN : Skx ∈ K(M, η) dla k ≥ k, x ∈ K(M, ε0)

przy czym ε0 jest liczba
‘
wyste

‘
puja

‘
ca

‘
w definicji atraktora.
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8. STABILNOŚĆ DYSKRETNYCH UK LADÓW DYNAMICZNYCH

Lemat 8.2.11. Obszar atrakcji A(M) atraktora M jest zbiorem otwartym i inwa-
riantnym.

Definicja 8.2.12. Niech {Sk}k∈ZZ∗ be
‘
dzie DSD na X . Zbiór X ⊃M 6= ∅ nazywamy

stabilnym (S), jeśli

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : Π(K(M, δ)) ⊂ K(m, ε)

i niestabilnym (NS), gdy M nie jest stabilny. Zbiór X ⊃M 6= ∅ nazywamy asympto-
tycznie stabilnym (AS), jeśli M jest stabilny oraz M jest atraktorem. Zbiór M nazy-
wamy jednostajnie asymptotycznie stabilnym (JAS), gdy M jest stabilny oraz M jest
jednostajnym atraktorem.

8.2.1. Przyk lad dyskretnego systemu dynamicznego

Niech ε > 0, a f : IR2 ∋ x 7−→ f(x) ∈ IR2 be
‘
dzie funkcja

‘
cia

‘
g la

‘
. Rozważmy zbiór

Xε = {(x1, x2) ∈ IR2 : x1 = εk, x2 = εl, k, l ∈ ZZ} .

Zacieśniaja
‘
c metryke

‘
z IR2 do zbioru Xε nadajemy mu strukture

‘
przestrzeni me-

trycznej. Wprowadzamy wektory

r1 =

[
ε
0

]

= −r5, r2 =

[
ε
ε

]

= −r6, r3 =

[
0
ε

]

= −r7, r4 =

[
−ε
−ε

]

= −r8 ,

i z ich pomoca
‘
definiujemy odwzorowanie S : Xε −→ Xε,

S(x) =

{

x, gdy f(x) = 0

x+ r(x), gdy f(x) 6= 0

}

,

gdzie r(x) jest dowolnym z tych wektorów ri, i = 1, 2, . . . , 8, które realizuja
‘
maksimum

max
i∈{1,2,...,8}

〈 ri
‖ri‖

, f(x)
〉

.

Odwzorowanie S spe lnia globalny warunek Lipschitza ze sta la
‘
L = 2

√
2 + 1. Istotnie,

ρ(S(x1), S(x2)) = ρ(x1 + r(x1), x2 + r(x2)) = ‖x1 + r(x1) − x2 − r(x2)‖ ≤

≤ ‖x1 − x2‖ + ‖r(x1) − r(x2)‖ ≤
{

0, x1 = x2

ρ(x1, x2) + 2
√

2ε, x1 6= x2

}

≤

≤
{

0, x1 = x2

ρ(x1, x2) + 2
√

2ρ(x1, x2), x1 6= x2

}

= (2
√

2 + 1)ρ(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ Xε .
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8.2. DYSKRETNE UK LADY DYNAMICZNE

Sta
‘
d, zgodnie z definicja

‘
8.2.1, {Sk}k∈ZZ∗ określa DSD na Xε. Na rysunku 8.1 zo-

brazowano trajektorie zdefiniowanego wyżej dyskretnego systemu dynamicznego, we
fragmencie przestrzeni Xε, ε = 0.2 i dla funkcji

f(x) =

[

−x1 + x2 + x31 + x1x
2
2

−x1 − x2 + x32 − x21x2

]

.

ttttt
tttt

ttttt
tt t t t t t t t t tt ttttttttt

ttt t tttttttt tttttt ttttt
ttttttttttttt
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Rysunek8.1. Trajektorie przyk ladowego dyskretnego systemu dynamicznego

Równoważnie można też definiować r(x) w oparciu o tabele
‘

8.1.
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Tabela8.1. Tabela definiuja
‘
ca wartości funkcji r

Warunki dla f(x) =

[
f1(x)

f2(x)

]

r(x)

(
f2/f1

)
∈ (−

√
2 + 1,

√
2 − 1), f1 > 0 r1

(
f2/f1

)
∈ (

√
2 − 1,

√
2 + 1), f1 > 0, f2 > 0 r2

(
f2/f1

)
∈ (

√
2 + 1,∞] ∪ [−∞,−

√
2 − 1), f2 > 0 r3

(
f2/f1

)
∈ (−

√
2 − 1,−

√
2 + 1), f1 < 0, f2 > 0 r4

(
f2/f1

)
∈ (−

√
2 + 1,

√
2 − 1), f1 < 0 r5

(
f2/f1

)
∈ (−1 +

√
2,
√

2 + 1), f1 < 0, f2 < 0 r6
(
f2/f1

)
∈ (

√
2 + 1,∞] ∪ [−∞,−

√
2 − 1), f2 < 0 r7

(
f2/f1

)
∈ (−

√
2 − 1, 1 −

√
2), f1 > 0, f2 < 0 r8

8.3. STABILNOŚĆ PUNKTÓW RÓWNOWAGI
W PRZESTRZENI IRn

Niech Ω ⊆ IRn, a funkcja f : Ω ∋ x 7−→ f(x) ∈ Ω be
‘
dzie funkcja

‘
cia

‘
g la

‘
. Z definicji

8.2.1 wynika, że {fk}k∈ZZ∗ jest DSD na Ω (f0 = idΩ). Zauważmy, że ten DSD być
równoważnie zadany uk ladem równań różnicowych

{
x(k + 1) = f [x(k)]

x(0) = x0, x0 ∈ Ω

}

(8.1)

Punktami równowagi w takim DSD sa
‘

punkty sta le f . Niech x – punkt sta ly f .

Translacja z = x − x umożliwia zasta
‘
pienia DSD {fk}k∈ZZ∗ na Ω równoważnym

mu DSD {[f(· + x) − x]k}k∈ZZ∗ na zbiorze {z = x − x : x ∈ Ω}, w którym 0 jest
punktem równowagi. W zwia

‘
zku z tym bez straty ogólności rozważań przyjmuje sie

‘

w dalszym cia
‘
gu, że 0 jest punktem równowagi w DSD {fk}k∈ZZ∗ na Ω. Sformu lowane

tylko dla zbioru {0} warunki wystarczaja
‘
ce stabilności i asymptotycznej stabilności

z jednoczesnym oszacowaniem A({0}) daje sie
‘

natychmiast przerobić na analogiczne
warunki dla dowolnego punktu równowagi.

Twierdzenie 8.3.1. Za lóżmy, że Ω ⊆ IRn oraz istnieje r > 0 takie, że K(0, r) ⊂ Ω.
Niech f : Ω −→ Ω be

‘
dzie funkcja

‘
cia

‘
g la

‘
, f(0) = 0. Przyjmijmy, że funkcjona l V :

Ω −→ IR jest cia
‘
g ly i ma naste

‘
puja

‘
ce w lasności:

V (x) > 0 ∀x ∈ Ω \ {0}, V (0) = 0

∆V (x) := V [f(x)] − V (x) ≤ 0 ∀x ∈ Ω (8.2)

Wtedy w DSD {fk}k∈ZZ∗ , określonym na Ω, zbiór {0} jest S.
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8.3. STABILNOŚĆ PUNKTÓW RÓWNOWAGI W PRZESTRZENI IRn

Dowód. Cze
‘́
sć wste

‘
pna. Niech l > 0. Przez Ω∗

l oznaczmy zbiór poziomicowy {x ∈ Ω :
V (x) ≤ l}. Dzielimy przestrzeń topologiczna

‘
Ω∗

l na sk ladowe [35, str. 430]. Wśród
tych sk ladowych wyróżniamy zbiór Ωl, sk ladowa

‘
punktu 0 [35, str. 430]. Wykażemy

teraz, że Ωl jest zbiorem inwariantnym w DSD {fk}k∈ZZ∗ , tzn. f(Ωl) ⊂ Ωl. Zauważmy
najpierw, że z (8.2) wynika inkluzja f(Ωl) ⊂ Ω∗

l . Ponieważ Ωl jest zbiorem spójnym,
a f jest cia

‘
g la wie

‘
c f(Ωl) jest zbiorem spójnym [35, str. 425, Wniosek 3], co oznacza,

że f(Ωl) jest w ca lości zlokalizowany w jednej tylko sk ladowej zbioru Ω∗
l . Ponieważ

0 ∈ Ωl, wie
‘
c f(Ωl) leży w ca lości w tej sk ladowej zbioru Ω∗

l , w której leży punkt f(0).
Ponieważ jednak 0 jest punktem sta lym f wie

‘
c f(Ωl) ⊂ Ωl. Z Lematu 2.3.1 wynika,

że dla dostatecznie ma lych l > 0 zbiór Ωl jest zwarty.
Cze

‘́
sć zasadnicza. Mamy pokazać, że {0} jest zbiorem stabilnym, tzn.

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : Π(K(0, δ)) ⊂ K(0, ε) .

Wybieramy dowolnie ε > 0. Na mocy zwartości Ωl dla dostatecznie ma lych l > 0
istnieje takie l > 0, że Ωl ⊂ K(0, ε). Z definicji Ωl, cia

‘
g lości V i za lożeń o Ω wynika,

że {x ∈ Ωl : V (x) < l} jest zbiorem otwartym zawieraja
‘
cym pewna

‘
kule

‘
o środku

w 0. Tak wie
‘
c istnieje δ(ε) > 0 (zależność od ε wynika z faktu, że K(0, ε) ogranicza

Ωl) taka, że K(0, δ) ⊂ Ωl. Teraz mamy Π(K(0, δ)) ⊂ Π(Ωl) ⊂ Ωl ⊂ K(0, ε), a zatem
{0} jest zbiorem stabilnym. ⊓⊔

Definicja 8.3.2. Niech {fk}k∈ZZ∗ be
‘
dzie DSD na Ω, zdefiniowanym przez rozwia

‘
-

zania systemu (8.1). Funkcjona l V : Ω −→ IR nazywamy cia
‘
g lym funkcjona lem La-

punowa na zbiorze Γ ⊂ Ω jeśli

V jest cia
‘
g ly na Γ

∆V (x) = V [f(x)] − V (x) ≤ 0 ∀x ∈ Γ .

Uwaga 8.3.3. Z definicji 8.3.2 wynika, że funkcjona l V opisany w Twierdzeniu 8.3.1
jest funkcjona lem Lapunowa na zbiorze Ωl, a nawet na Ω∗

l – patrz dowód Twierdzenia
8.3.1.

Twierdzenie 8.3.4. Za lóżmy, że Ω ⊆ IRn, f : Ω −→ Ω jest funkcja
‘

cia
‘
g la

‘
oraz

istnieje V – funkcjona l Lapunowa na niepustym, zwartym, inwariantnym zbiorze Γ ⊂
Ω. Wtedy Γ ⊂ A(M), gdzie M jest najwie

‘
kszym, w sensie relacji inkluzji zbiorów,

zbiorem mocno–inwariantnym zawartym w zbiorze

E := {x ∈ Γ : ∆V (x) = 0} .

Dowód. Wybieramy dowolny x0 ∈ Γ . Funkcja ZZ
∗ ∋ k 7−→ V [fk(x0)] ∈ IR jest, wobec

∆V (x) ≤ 0, nierosna
‘
ca. Ponieważ V jest cia

‘
g la na zwartym zbiorze Γ wie

‘
c V jest, na

mocy twierdzenia Weierstrassa, ograniczona od do lu. Tak wie
‘
c istnieje granica
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lim
k→∞

V [fk(x0)] = c (8.3)

Rozważmy {fk}k∈ZZ∗ jako DSD na Γ , co jest możliwe dzie
‘
ki inwariantności zbioru Γ .

Ponieważ Π(x0) jest zbiorem zwartym wie
‘
c, na mocy Twierdzenia 8.2.8, Λ(x0) 6= ∅,

Λ(x0) jest zwarty i mocno–inwariantny oraz ρ(fk(x0), Λ(x0)) −→ 0 przy k → ∞.

Z definicji 8.2.2 wynika, że jeżeli y ∈ Λ(x0) 6= ∅ to y ∈ Π(fk(x0)) dla każdego k ∈ ZZ
∗.

Zatem y ∈ Π(x0) = {fk(x0)}k∈ZZ∗ . Wobec zwartości Π(x0) z cia
‘
gu {fk(x0)}k∈ZZ∗

można wybrać podcia
‘
g {fkm(x0)}km∈ZZ∗ zbieżny do punktu y. Teraz dzie

‘
ki cia

‘
g lości

V , z (8.3) wynika, że V (y) = c. Ponieważ y by l dowolnym punktem zbioru Λ(x0), wie
‘
c

V jest sta ly na ca lym zbiorze Λ(x0), a zatem ∆V (x) = 0 na Λ(x0). W konsekwencji
Λ(x0) ⊂ E. Λ(x0) jest wie

‘
c zbiorem mocno–inwariantnym zawartym w E, a zatem

Λ(x0) ⊂ M . Ponieważ x0 ∈ A(Λ(x0)), wie
‘
c x0 ∈ A(M). W ten sposób dowiedlísmy

implikacji x0 ∈ Γ =⇒ x0 ∈ A(M), z której wynika inkluzja Γ ⊂ A(M). ⊓⊔

Twierdzenie 8.3.5. Niech be
‘
da

‘
spe lnione wszystkie za lożenia Twierdzenia 8.3.1 oraz

dodatkowo funkcjona l V spe lnia jeszcze warunek

{0} jest najwie
‘
kszym zbiorem mocno–inwariantnym zlokalizowanym w E .

Wtedy {0} jest zbiorem AS oraz

A({0}) ⊃
⋃

l∈(0,L)

Ωl ,

gdzie Ωl jest sk ladowa
‘
punktu 0 zbioru Ω∗

l = {x ∈ Ω : V (x) ≤ l} traktowanego jako
przestrzeń topologiczna,

L = sup
0≤l≤l0, Ωl⊂Ω

l ,

l0 jest taka
‘

liczba
‘

dodatnia
‘
, że dla każdego l ∈ (0, l0) zbiór Ωl jest zwarty. Wie

‘
cej,

jeżeli Ω = IRn oraz V jest promieniowo-nieograniczony, tzn.

lim
‖x‖→∞

V (x) = ∞ (8.4)

to A({0}) = IRn.

Dowód. Z Twierdzenia 8.3.1 wynika, że {0} jest zbiorem stabilnym. W dowodzie
Twierdzenia 8.3.1 wykazalísmy, że każdego l ∈ (0, L) zbiór Ωl jest zwarty, nie-
pusty, inwariantny. V jest funkcjona lem Lapunowa na Ωl (por. Uwaga 8.3.3). K lada

‘
c

w Twierdzeniu 8.3.4 Γ = Ωl ustalamy, że Ωl ⊂ A(M), gdzie M – najwie
‘
kszy, w sensie

relacji inkluzji zbiorów, zbiór mocno–inwariantny zawarty w {x ∈ Ωl : ∆V (x) = 0}.
Ponieważ dla l ∈ (0, L) Ωl ⊂ Ω, wie

‘
c z warunku (8.4) wynika, że M = {0}, a za-

tem dla wszystkich l ∈ (0, L) mamy A({0}) ⊃ Ωl. Inkluzja implikuje stwierdzenie,
że {0} jest atraktorem, a ponieważ wiemy, że jest zbiorem stabilnym wie

‘
c {0} jest

asymptotycznie stabilny. Ponadto, A({0}) ⊃ ⋃l∈(0,L)Ωl.
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Jeżeli Ω = IRn to {fk}k∈ZZ∗ jest DSD na IRn, a V jest funkcjona lem Lapunowa
na IRn. Z promieniowej – nieograniczoności V wynika, że dla dowolnego l > 0 zbiór
Ωl jest zwarty oraz

⋃

l>0Ωl = IRn. ⊓⊔

Jako przyk lad wykorzystania tez Twierdzenia 8.3.5 zostanie podane twierdzenie
dotycza

‘
ce określenia podzbioru obszaru atrakcji zbioru {0} w uk ladzie Lurie sterowa-

nia z pewnym typem nieliniowości analitycznej. Twierdzenie to uogólnia Twierdzenie
5.1.1 na przypadek dyskretny.

Twierdzenie 8.3.6. Niech A be
‘
dzie macierza

‘
rzeczywista

‘
n×n -wymiarowa

‘
o widmie

w otwartym kole jednostkowym, tzn. |λ(A)| < 1. Przyjmijmy, że b, c ∈ IRn, przy
czym para (A, cT ) jest obserwowalna. Niech ponadto F : IR −→ IR be

‘
dzie funkcja

‘
analityczna

‘
, F (0) = F ′(0) = 0. Wtedy w DSD dyktowanym przez uk lad równań

różnicowych (dyskretny uk lad Lurie)

x(k + 1) = Ax(k) + bF [cTx(k)] (8.5)

zbiór {0} jest AS oraz

Ωa := {x ∈ IRn : xTHx < l} ⊂ A({0}) ,

gdzie H ∈ L(IRn), H = HT > 0 jest jedynym rozwia
‘
zaniem równania Lapunowa

ATHA−H = −ccT ,

l = min{

x∈IRn: 1−2

[
F (cT x)

xT ccT x

]

bTHAx−bT Hb

[
F (cT x)

cT x

]2
=0

}x
THx .

Dowód. Na mocy za lożeń o A i c istnieje dok ladnie jedna macierz H = HT > 0,
rozwia

‘
zanie równania Lapunowa. Teraz dla V (x) = xTHx mamy

∆V (x) =
[
xTAT + FbT

]
H [Ax+ bF ] − xTHx =

= xT
[
ATHA−H

]
x+ F 2bTHb+ 2bTHAxF =

= −xT ccTx
{

1 −
[
F (cTx)

cTx

]2

bTHb− 2bTHAx

[
F (cTx)

xT ccTx

]}

.

Na mocy za lożeń o F , wyrażenie w { } jest cia
‘
g le na IRn oraz dodatnie w pewnym

otoczeniu {0}. Otoczenie to oznaczymy przez Ω. Korzystaja
‘
c z obserwowalności pary

(A, cT ) można pokazać, że w zbiorze E = {x ∈ Ω : ∆V (x) = 0} = {x ∈ Ω : cTx = 0}
nie może zawierać sie

‘
żaden zbiór mocno–inwariantny be

‘
da

‘
cy istotnym nadzbiorem

{0}. Z Twierdzenia 8.3.5 wynika teraz teza Twierdzenia 8.3.6. ⊓⊔
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8.4. FORMY KWADRATOWE
JAKO FUNKCJONA LY LAPUNOWA

Rozważać be
‘
dziemy najpierw nieliniowy, dyskretny uk lad sterowania

x(k + 1) = Ax(k) +Bu[x(k)] (8.6)

A ∈ L(IRn), B ∈ L(IRm, IRn), x(k) ∈ IRn, u[x(k)] ∈ IRm dla każdego ustalonego
k ∈ ZZ

∗. Poniżej sformu lowane twierdzenie podaje warunek wystarczaja
‘
cy na to, aby

uk lad (8.6) dopuszcza l forme
‘

kwadratowa
‘

w charakterze funkcjona lu Lapunowa V ,
który spe lnia za lożenia Twierdzenia 8.3.5.

Twierdzenie 8.4.1. Niech sterowanie u(·) be
‘
dzie funkcja

‘
cia

‘
g la

‘
. Za lóżmy, że istnieja

‘

macierze K ∈ L(IRm), K = KT ≥ 0, M ∈ L(IRn), M = MT , L ∈ L(IRm, IRn), takie,
że:

(i)

[
x

u(x)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

u(x)

]

≥ 0 ∀x ∈ Ω ⊂ IRn ,

Ω – otwarte otoczenie 0,

(ii) uk lad równań Lurie







ATHA−H −M = −GGT

ATHB + L = −GV
K −BTHB = V TV







(8.7)

posiada rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem trójki (H,G, V ), H ∈ L(IRn), H = HT , G ∈

L(IRm, IRn), V ∈ L(IRm),

(iii) {0} jest najwie
‘
kszym w sensie relacji inkluzji zbiorów, zbiorem mocno–inwa-

riantnym zawartym w zbiorze

E =
{

x ∈ Ω :
∥
∥GTx+ V u(x)

∥
∥
2

+

[
x

u(x)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

u(x)

]

= 0
}

,

(iv)
∣
∣λ(A+BµT )

∣
∣ < 1 dla dowolnej macierzy µ ∈ L(IRm, IRn) takiej, że

−M + LµT + µL− µKµT ≥ 0 ,

x ≡ 0 jest jedynym rozwia
‘
zaniem uk ladu liniowego x(k + 1) = (A + BµT )x(k)

ca lkowicie zlokalizownym w zbiorze
{

x ∈ IRn :
∥
∥GTx+ V µTx

∥
∥
2

+ xT
[
−M + µLT + LµT − µKµT

]
x = 0

}

.
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‘

PARA
‘

(A,B)

Wtedy {0} jest zbiorem AS, a zbiór ΩΛ = {x ∈ IRn : xTHx < l}, gdzie l > 0 jest
takie, że ΩA ⊂ Ω, jest podzbiorem obszaru atrakcji A({0}).

Uwaga 8.4.2. Za lożenie (iv) może być odrzucone, jeżeli (ii) zasta
‘
pimy mocniejszym

warunkiem

(ii’) uk lad równań (8.7) posiada rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem trójki (H,G, V ), H ∈ L(IRn),

H = HT > 0, G ∈ L(IRm, IRn), V ∈ L(IRm).

Dowód Twierdzenia 8.4.1 przebiega wed lug schematu dowodu Twierdzenia 6.1.2
i dlatego nie be

‘
dzie tu przytaczany.

Uwaga 8.4.3. Jeżeli za lożenia Twierdzenia 8.4.1 sa
‘
spe lnione w przypadku Ω = IRn

to A({0}) = IRn, tzn. {0} jest zbiorem globalnie asymptotycznie stabilnym (GAS)
w DSD (8.6). Przypadek ten jest uogólnieniem kwadratowego kryterium Jakubovic̆a
[138] na uk lady dyskretne.

8.5. UK LAD RÓWNAŃ LURIE
ZE STEROWALNA

‘
PARA

‘
(A,B)

Lemat 8.5.1 (Popov). Przy za lożeniu sterowalności pary (A,B), naste
‘
puja

‘
ce wa-

runki sa
‘
równoważne:

(i) spe lniona jest nierówność cze
‘
stotliwościowa

Π(ejω) := K + LT (A− ejωI)−1B +BT (AT − e−jωI)−1L+

+BT (AT − e−jωI)−1M(A− ejωI)−1B ≥ 0 ∀ω ∈ [0, 2π], ejω 6∈ λ(A)
(8.8)

(ii) uk lad (8.7) posiada rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem trójki (H,G, V ), H ∈ L(IRn), H =

HT , G ∈ L(IRm, IRn), V ∈ L(IRm),

(iii) dla wielomianu π(ejω) i macierzy Π(ejω) istnieja
‘
faktoryzacje:

π(ejω) := det(AT − e−jωI) det(A− ejωI) detΠ(ejω) = ψ(e−jω)ψ(ejω) (8.9)

Π(ejω) = ΦT (e−jω)Φ(ejω) (8.10)

Φ(z) = V −GT (A− zI)−1B (8.11)

detΦ(z) = (−1)n
ψ(z)

det(A− zI)
(8.12)
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Dowód Lematu 8.5.1 można znaleźć w [113, Lemat 1, str. 687] lub [114].
W przypadku sterowalnej pary (A,B), Lemat 8.5.1 wyraża warunek konieczny i wy-
starczaja

‘
cy do spe lnienia za lożenia (ii) Twierdzenia 8.4.1. W tym przypadku fak-

toryzacje (8.9), (8.10), (8.11) i (8.12) moga
‘

być używane do rozwia
‘
zywania uk ladu

(8.7).
Jeśli (A,B) nie jest sterowalna to (8.8) jest tylko warunkiem koniecznym do

spe lnienia za lożenia (ii) w Twierdzeniu 8.4.1.

8.6. WIELOWYMIAROWE KRYTERIUM KO LA

W rozdziale tym zostanie zanalizowany dyskretny uk lad sterowania, stanowia
‘
cy

szczególny przypadek systemu (8.6),

x(k + 1) = {A+BK[x(k)]CT }x(k) (8.13)

gdzie A ∈ L(IRn), B ∈ L(IRm, IRn), C ∈ L(IRm, IRn), K(x) jest macierza
‘
diagonalna

‘
,

K(x) ∈ L(IRm), x(k) ∈ IRn dla ustalonego k ∈ ZZ
∗. Zak ladamy ponadto, że sterowanie

u(x) = K(x)CTx jest funkcja
‘
cia

‘
g la

‘
.

Twierdzenie 8.6.1. Rozpatrzmy uk lad (8.13), z macierzami A, B, C, K(·) określo-
nymi powyżej. Za lóżmy, że (A,B) jest sterowalna, (A,CT ) obserwowalna oraz istnieja

‘
diagonalne macierze K1, K2 ∈ L(IRm) takie, że:

K1 < K(x) < K2 ∀x ∈ Ω ⊂ IRn (8.14)

gdzie Ω jest pewnym otwartym otoczeniem 0,

2I +BT (AT − e−jωI)−1C(K1 +K2) + (K1 +K2)CT (A− ejωI)−1B+

2BT (AT − e−jωI)−1CK1K2C
T (A− ejωI)−1B ∀ω ∈ [0, 2π], ejω 6∈ λ(A)

(8.15)

∣
∣λ(A +BµCT

∣
∣ < 1 (8.16)

dla dowolnej macierzy diagonalnej µ ∈ L(IRm) takiej, że K1 < µ < K2. Wtedy {0}
jest zbiorem AS. Ponadto, zbiór ΩA = {x ∈ IRn : xTHx < l} jest podzbiorem
obszaru atrakcji A({0}), gdzie l jest taka

‘
liczba

‘
dodatnia

‘
, że ΩA ⊂ Ω, a macierz H

jest pierwszym elementem trójki (H,G, V ), H ∈ L(IRn), H = HT , G ∈ L(IRm, IRn),
V ∈ L(IRm), stanowia

‘
cej rozwia

‘
zanie uk ladu







ATHA−H − CK1K2C
T = −GGT

ATHB +
1

2
C(K1 +K2) = −GV

I −BTHB = V TV







.

Jeżeli Ω = IRn to {0} zbiór jest GAS.

Dowód. Teza wynika z zastosowania Twierdzenia 8.4.1 i Lematu 8.5.1. ⊓⊔
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8.7. PRZYK LADY

8.7.1. Przyk lad 1

Uk lad równań różnicowych

{
x1(i+ 1) = x1(i) − x2(i) + 2F (x2)

x2(i+ 1) = x1(i) − x2(i) + F (x2)

}

(8.17)

gdzie

F (y) =

{ √
y + 4 − 2, gdy y ≥ −4

−2, gdy y < −4

}

ma postać uk ladu (8.13), w którym n = 2, m = 1,

A =

[
1 −1
1 −1

]

, B = b =

[
2
1

]

, C = c =

[
0
1

]

, K(x) =

[
F (x2)

x2

]

.

Zastosujemy Twierdzenie 8.6.1 do analizy stabilności systemu (8.17). Para (A, b) jest
sterowalna, a para (A, cT ) – obserwowalna.

Spe lnienie warunku (8.14) be
‘
dzie mia lo miejsce, gdy be

‘
da

‘
istnia ly liczby y1 < 0,

y2 > 0 takie, że na przedziale (y1, y2), nieliniowość F mieścić sie
‘

be
‘
dzie w stożku

pomie
‘
dzy prostymi k1σ i k2y. Wtedy także Ω = {x ∈ IR2 : y1 < x2 < y2}. Liczby

k1, k2 należy określić z warunków (8.15), (8.16). Dla prostoty rachunków można dalej
przyja

‘́
c k1 = 0, k2 = k > 0, co jak sie

‘
dalej przekonamy w niczym nie zawe

‘
ża

rozważań. Da
‘
żyć be

‘
dziemy do uzyskania możliwie najwie

‘
kszej wartości k. Ponieważ

G(z) = cT (A− zI)−1b = −z−2 − z−1

wie
‘
c

1 + kReG(ejω) = −2k cos2 ω − k cosω + 1 + k = ϕ(cosω) ,

i po podstawieniu p = cosω stwierdzamy, że warunkiem koniecznym i dostatecznym
zachodzenia nierówności (8.15) jest, aby [−1, 1] ⊆ [p1, p2], gdzie p1, p2, p1 < p2 – zera

wielomianu ϕ(p). Ponieważ p1,2 =
1

4

[

−1 ∓
√

9 +
8

k

]

wie
‘
c najwie

‘
kszym możliwym

k > 0, przy którym ma to miejsce, jest k =
1

2
i wówczas

ϕ(cosω) =

(
3

2
+ cosω

)

(1 − cosω) ≥ 0 ∀ω ∈ [0, 2π] (8.18)

Wielomian charakterystyczny macierzy

A+ µbcT =

[

1 −1 + 2µ

1 −1 + µ

]
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jest postaci λ2−µλ−µ i ma zera w otwartym kole jednostkowym wtedy i tylko wtedy,

gdy µ ∈
(

−1,
1

2

)

, a zatem
∣
∣λ(A + µbcT )

∣
∣ < 1 dla µ ∈

(

0,
1

2

)

i warunek (8.16) jest

spe lniony.
Na rysunku 8.2 dokonano graficznej weryfikacji warunku (8.14).

-6 -4 -2 0 2 4 6
-3

-2

-1

0

1

2

3

y

F

Rysunek8.2. Graficzna weryfikacja warun-
ku (8.14): wykres funkcji F leży w stożku o-
graniczonym prostymi o nachyleniach 0 i 1/2

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x1

x
2

Rysunek8.3. Otrzymany podzbiór obszaru
atrakcji: 1 – estymata obszaru atrakcji, 2 –
prosta cTx = x2 = y1

Widzimy, że można przyja
‘́
c y1 = −4, y2 = ∞. Ostatecznie zbiór Ω ma postać pó l-

p laszczyzny {x ∈ IR2 : x2 > −4}. Należy teraz wyznaczyć rozwia
‘
zanie uk ladu równań

Lurie 





ATHA−H = −ggT

ATHb+
k

2
c = −gv

1 − bTHb = v2







(8.19)

Użyjemy w tym celu wzorów faktoryzacyjnych (8.9), (8.10), (8.11), (8.12). Zgodnie
z (8.11) (gT =

[
g1 g2

]
)

Φ(z) =
v det(A− zI) − gT adj(A− zI)b

det(A− zI)
= v + (2g1 + g2)z−1 + (g1 + g2)z−2 (8.20)

a sta
‘
d

ΦT (z−1) = Φ(z−1) = v + z(2g1 + g2) + (g1 + g2)z2 (8.21)
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Z drugiej strony (8.18) można zapisać naste
‘
puja

‘
co:

Π(ejω) =

(
3

2
+

1

2
ejω +

1

2
e−jω

)(

1 − 1

2
ejω − 1

2
e−jω

)

,

a zatem po podstawieniu z = ejω

Π(z) =

(
3

2
+

1

2
z +

1

2
z−1

)(

1 − 1

2
z − 1

2
z−1

)

(8.22)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c wzory (8.20), (8.21), (8.22) w równaniu (8.10) dostajemy tożsamość

[
vz2 + z(2g1 + g2) + (g1 + g2)

] [
v + z(2g1 + g2) + (g1 + g2)z2

]
≡

≡
(

1

2
z2 +

3

2
z +

1

2

)(

−1

2
z2 + z − 1

2

)
(8.23)

Z rozk ladów:

z2 + 3z + 1 = 2(az + b)(a+ bz) = 2abz2 + 2(a2 + b2)z + 2ab ,

−z2 + 2z − 1 = 2(Az +B)(A+Bz) = 2ABz2 + 2(A2 +B2)z + 2AB .

otrzymuje sie
‘

dwa uk lady równań:

{
2ab = 1

2
(
a2 + b2

)
= 3

}

,

{
2AB = −1

A2 +B2 = 1

}

.

Pierwszy z nich ma cztery rozwia
‘
zania:








−1 +
√

5

2
√

2

1 −
√

5

2
√

2







,








1 −
√

5

2
√

2

−1 +
√

5

2
√

2







,








−1 +
√

5

2
√

2

1 +
√

5

2
√

2







,








1 +
√

5

2
√

2

−1 +
√

5

2
√

2








,

a drugi – dwa rozwia
‘
zania:







1√
2

−1√
2






,







−1√
2

1√
2







.

Przyjmuja
‘
c do dalszych rachunków ostatnie pary rozwia

‘
zań otrzymujemy na pod-

stawie (8.23)

vz2 + z(2g1 + g2) + (g1 + g2) ≡
(

− 1√
2
z +

1√
2

)(1 +
√

5

2
√

2
z +

√
5 − 1

2
√

2

)

=

= −1 +
√

5

4
z2 +

1

2
z +

√
5 − 1

4
,
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ska
‘
d dostajemy

v = −
√

5 + 1

4
, gT =

[

3 −
√

5

4

√
5 − 2

2

]

.

Teraz droga
‘

rozwia
‘
zania macierzowego równania Lapunowa stanowia

‘
cego pierwsze

równanie uk ladu (8.19) znajdujemy

H =








5 − 2
√

5

4

3
√

5 − 7

4

3
√

5 − 7

4

21 − 9
√

5

8








= HT > 0 .

 Latwo sprawdzić, że pozosta le równania systemu (8.19) sa
‘
także spe lnione.

Z Twierdzenia 8.6.1 wynika, że zbiór {(0, 0)} jest AS, przy czym

ΩA =

{

x ∈ IR2 : xTHx < min
cTx=y1

xTHx =
y21

cTH−1c
= 2

(

1 − 1√
5

)}

jest podzbiorem obszaru atrakcji tego zbioru. Na rysunku 8.3, str. 204, przedstawiono
zbiór ΩA. Zauważmy, że ponieważ (−6,−4) jest punktem równowagi systemu (8.17),
pocza

‘
tek uk ladu nie może być GAS.

8.7.2. Przyk lad 2

Uk lad równań różnicowych

{

x1(i+ 1) = x2(i)

x2(i+ 1) = −0.1x1(i) + x2(i) + 0.1x21(i)

}

(8.24)

może być interpretowany jako system (8.13), w którym n = 2, m = 1,

A =

[
0.0 1

−0.1 1

]

, B = b =

[
0.0
0.1

]

, C = c =

[
1
0

]

, K(x) = [x1] .

Zastosujemy Twierdzenie 8.6.1 do analizy tak interpretowanego uk ladu (8.24). Para
(A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) obserwowalna.

Warunek (8.14) jest spe lniony wtedy i tylko wtedy, gdy

Ω =
{
x ∈ IR2 : k1 < x1 < k2

}

i wobec tego, aby zbiór ten by l otwartym otoczeniem 0 ∈ IR2 musi być k1 < 0, k2 > 0.
U latwienie weryfikacji warunków (8.15) i (8.16) osia

‘
gniemy przyjmuja

‘
c k1 = −k,

k2 = k > 0. Nierówność cze
‘
stotliwościowa (8.15) przyjmie teraz postać
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1 − k2
∣
∣G(ejω)

∣
∣
2 ≥ 0 ∀ω ∈ [0, 2π], G(z) = cT (A− zI)−1b =

−0.1

z2 − z + 0.1
.

Da
‘
żyć be

‘
dziemy do uzyskania możliwie najwie

‘
kszego k > 0, przy którym nierówność

ta be
‘
dzie spe lniona, gdyż wówczas zbiórΩ = {x ∈ IR2 : |x1| < k} be

‘
dzie maksymalnie

obszerny.

1 − k2
∣
∣G(ejω)

∣
∣
2

= 1 − 0.01k2

0.4 cos2 ω − 2.2 cosω + 1.81
=

=
0.4 cos2 ω − 2.2 cosω + 1.81 − 0.01k2

0.4 cos2 ω − 2.2 cosω + 1.81
= ϕ(cosω) .

Po podstawieniu p = cosω stwierdzamy, że warunkiem koniecznym i dostatecznym
zachodzenia nierówności (8.15) jest, aby przedzia l [−1, 1] zawiera l sie

‘
w obszarze,

w którym trójmian kwadratowy 0.4p2 − 2.2p + 1.81 − 0.01k2 przyjmuje nieujemne
wartości. Sta

‘
d najwie

‘
kszym możliwym k > 0, przy którym ma to miejsce, jest k = 1

i wówczas

ϕ(cosω) =
0.4 cos2 ω − 2.2 cosω + 1.80

0.4 cos2 ω − 2.2 cosω + 1.81
≥ 0 ∀ω ∈ [0, 2π] (8.25)

Wielomian charakterystyczny macierzy A+ µbcT =

[
0 1

−0.1 + 0.1µ 1

]

jest postaci

λ2 − λ+ 0.1− 0.1µ. Ma on zera w otwartym kole jednostkowym wtedy i tylko wtedy,
gdy µ ∈ (−9, 1), a zatem

∣
∣λ(A+ µbcT

∣
∣ < 1 ∀µ ∈ (−1, 1) ,

i warunek (8.16) jest spe lniony. Ostatecznie zbiór Ω jest pasem {x ∈ IR2 : |x1| < 1}.
Należy teraz wyznaczyć rozwia

‘
zanie uk ladu równań Lurie







ATHA−H + k2ccT = −ggT

ATHb = −gv
1 − bTHb = v2







(8.26)

Użyjemy w tym celu wzorów faktoryzacyjnych (8.9), (8.10), (8.11) i (8.12). Równanie
(8.11) przyjmie postać

Φ(z) =
v det(A− zI) − gT adj(A− zI)b

det(A− zI)
=
vz2 + z(0.1g2 − v) + 0.1(g1 + v)

z2 − z + 0.1
(8.27)

a sta
‘
d

ΦT (z−1) = Φ(z−1) =
z2(0.1v + 0.1g1) + z(0.1g2 − v) + v

1 − z + 0.1z2
(8.28)

Z drugiej strony (8.25) można zapisać naste
‘
puja

‘
co:
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Π(ejω) =
(ejω + e−jω − 2)(ejω + e−jω − 9)

10(e2jω − e−jω + 0.1)(e−2jω − e−jω + 0.1)
,

a zatem

Π(z) =
(z + z−1 − 2)(z + z−1 − 9)

10(z2 − z + 0.1)(z−2 − z−1 + 0.1)
=

(−z2 + 2z − 1)(−z2 + 9z − 1)

10(z2 − z + 0.1)(0.1z2 − z + 1)
(8.29)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c wzory (8.27), (8.28), (8.29) w (8.10) otrzymujemy tożsamość

[
vz2 + z(0.1g2 − v) + 0.1(g1 + v)

] [
0.1z2(v + g1) + z(0.1g2 − v) + v

]
≡

≡ 1

10

(
−z2 + 2z − 1

) (
−z2 + 9z − 1

) (8.30)

Dokonuja
‘
c rozk ladów:

−z2 + 9z − 1 = 2(Az +B)(A+Bz) = 2ABz2 + 2(A2 +B2)z + 2AB ,

−z2 + 2z − 1 = 5(az + b)(a+ bz) = 5abz2 + 5(a2 + b2)z + 5ab

otrzymujemy dwa uk lady równań:

{
2AB = −1

2
(
A2 +B2

)
= 9

}

,

{
5ab = −1

5
(
a2 + b2

)
= 2

}

.

Pierwszy ma rozwia
‘
zania:








√
11 +

√
7

2
√

2√
7 −

√
11

2
√

2







,








√
11 −

√
7

2
√

2

−
√

7 −
√

11

2
√

2







,








√
7 −

√
11

2
√

2√
7 +

√
11

2
√

2







,








−
√

11 +
√

7

2
√

2√
11 −

√
7

2
√

2








,

a drugi – ma dwa rozwia
‘
zania:







1√
5

−1√
5






,







−1√
5

1√
5







.

Przyjmuja
‘
c do dalszych rachunków pierwsze pary rozwia

‘
zań otrzymujemy na pod-

stawie (8.30)

vz2 + z(0.1g2 − v) + 0.1(g1 + v) ≡ 1

2
√

10
(z − 1)

[(√
11 +

√
7
)

z +
√

11 −
√

7
]

=

=

√
11 +

√
7

2
√

10
z2 −

√
11√
10
z +

√
11 −

√
7

2
√

10
,
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ska
‘
d

v =

√
11 +

√
7

2
√

10
, gT =

[
9
√

11 − 11
√

7

2
√

10

√
70 −

√
110

2

]

(8.31)

Podstawiaja
‘
c (8.31) i k = 1 w (8.26) znajdujemy

H =

[

45 − 5
√

77 5
√

77 − 45

5
√

77 − 45 55 − 5
√

77

]

= HT > 0 .

Z Twierdzenia 8.6.1 wynika, że zbiór {(0, 0)} jest AS, a ponadto

ΩA =

{

x ∈ IR2 : xTHx < min
cT x=k

xTHx =
k2 adjH

cT adjHc
= 5 − 5

√

7

11

}

=

=

{

x ∈ IR2 : (45 − 5
√

77)x21 + (10
√

77 − 90)x1x2 + (55 − 5
√

77)x22 < 5 − 5

√

7

11

}

jest podzbiorem obszaru atrakcji tego zbioru.
Przedstawiony wyżej sposób interpretacji uk ladu (8.24), jako systemu postaci

(8.13), nie jest jedynym możliwym. Rozpatrzmy inny ,,skrajny” sposób interpretacji
(8.24) jako systemu (8.13):

A =

[
0 1
0 1

]

, B = b =

[
0

−1

]

, C = c =

[
1
0

]

, K(x) = [0.1 − 0.1x1] .

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) jest obserwowalna.
Warunek (8.14) jest spe lniony wtedy i tylko wtedy, gdy

Ω =
{
x ∈ IR2 : k1 < 0.1 − 0.1x1 < k2

}

i wobec tego musi być k1 < 0.1, k2 > 0.1, aby zbiór ten by l otwartym otocze-
niem 0 ∈ IR2. U latwienie weryfikacji warunków (8.15), (8.16) osia

‘
gniemy przyjmuja

‘
c

a priori k1 = 0, k2 = k, przy czym powinno być k > 0.1. Nierówność cze
‘
stotliwościowa

(8.15) przyjmuje teraz postać

1 + kReG(ejω) ≥ 0 ∀ω ∈ [0, 2π], ejω 6∈ λ(A) ,

gdzie

G(z) = cT (A− zI)−1b =
1

z(z − 1)
.

Da
‘
żyć be

‘
dziemy do uzyskania możliwie najwie

‘
kszego k > 0.1, przy którym nierówność

ta be
‘
dzie spe lniona, gdyż wówczas zbiór Ω = {x ∈ IR2 : 0 < 0.1 − 0.1x1 < k} be

‘
dzie

maksymalnie obszerny. Dla ω 6= 0, 2π mamy

1 +kReG(ejω) =
2k cos2 ω − (k + 2) cosω + (2 − k)

2(1 − cosω)
= −k cosω− k

2
+ 1 = ϕ(cosω) .
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Po podstawieniu p = cosω stwierdzamy, że warunkiem koniecznym i dostatecznym
zachodzenia nierówności (8.15) jest, aby przedzia l [−1, 1] zawiera l sie

‘
w obszarze,

w którym funkcja afiniczna −kp− k

2
+ 1 przyjmuje nieujemne wartości. Najwie

‘
kszym

możliwym k > 0.1, przy którym ma to miejsce, jest k =
2

3
. Wtedy

ϕ(cosω) =
2

3
(1 − cosω) ≥ 0 ∀ω ∈ (0, 2π) (8.32)

Wielomian charakterystyczny macierzyA+µbcT =

[
0 1

−µ 1

]

jest postaci λ2−λ+µ.

Ma on zera w otwartym kole jednostkowym wtedy i tylko wtedy, gdy µ ∈ (0, 1),
a zatem

∣
∣λ(A + µbcT )

∣
∣ < 1 ∀µ ∈

(

0,
2

3

)

,

i warunek (8.16) jest spe lniony. Przy okazji okaza lo sie
‘
, że wybór k1 = 0 by l optymalny

w tym sensie, że nie można zmniejszyć k1 bez naruszenia warunku (8.16). Ostatecznie

zbiór Ω jest pasem {x ∈ IR2 : −17

3
< x1 < 1}.

Należy teraz wyznaczyć rozwia
‘
zanie uk ladu równań Lurie







ATHA−A = −ggT

ATHb+
k

2
c = −gv

1 − bTHb = v2







(8.33)

Użyjemy w tym celu wzorów faktoryzacyjnych (8.9), (8.10), (8.11) i (8.12). Wzór
(8.11) przyjmie postać

Φ(z) =
v det(A− zI) − gT adj(A− zI)b

det(A− zI)
=
vz2 + (−g2 − v)z − g1

z2 − z
(8.34)

a sta
‘
d

ΦT (z−1) = Φ(z) =
−g1z2 − z(v + g2) + v

1 − z
(8.35)

Z drugiej strony (8.32) można zapisać naste
‘
puja

‘
co:

Π(ejω) =
1

3

(e2jω − ejω)2(e−2jω − e−jω)2

(e2jω − ejω)(e−2jω − e−jω)
,

a zatem

Π(z) =
1

3

(z2 − z)2(z−2 − z−1)2

(z2 − z)(z−2 − z−1)
=

1

3

(z − 1)2(1 − z)2

(z2 − z)(1 − z)
(8.36)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c wzory (8.34), (8.35), (8.36) w (8.10) otrzymujemy tożsamość
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[
vz2 − z(g2 + v) − g1

] [
−g1z2 − z(v + g2) + v

]
≡ 1

3
(z − 1)2(1 − z)2 .

Otrzymujemy sta
‘
d natychmiastowo tożsamość

vz2 − z(g2 + v) − g1 =
z2√

3
− 2√

3
z +

1√
3
,

z której wynika, że:

v =
1√
3
, gT =

[

− 1√
3

1√
3

]

.

Po podstawieniu tych danych i k =
2√
3

do (8.33) z  latwościa
‘
znajdujemy

H =






1

3
−1

3

−1

3

2

3




 = HT > 0 .

Z Twierdzenia 8.6.1 wynika, że zbiór {(0, 0)} jest AS stabilny, a ponadto

ΩA1 =
{

x ∈ IR2 : xTHx < min
cTx=x1=

−17
3 ,cT x=1

xTHx =
detH

cT adjHc
=

1

6

}

=

=
{

x ∈ IR2 : 2x21 − 4x1x2 + 4x22 < 1
}

jest podzbiorem obszaru atrakcji tego zbioru.
Twierdzenie 8.3.6 może być także użyte do oszacowania zbioru A({0}). W tym

celu należy system (8.24) zinterpretować jako uk lad dyskretny uk lad Lurie (8.5) z:

n = 2, A =

[
0.0 1

−0.1 1

]

, B = b =

[
0
1

]

, C = c =

[
1
0

]

, F (y) = 0.1y2 .

Mamy teraz: |λ(A)| < 1, (A, cT ) – para obserwowalna, F (0) = F ′(0) = 0, a za-
tem sa

‘
spe lnione za lożenia Twierdzenia 8.3.6. Rozwia

‘
zanie macierzowego równania

Lapunowa ATHA−H = −ccT ma postać

H =
100

189

[

2 −1

−1 11

]

= HT > 0 .

 Latwo stwierdzamy, że

{

x ∈ IR2 : 1 − 2

[
F (cTx)

xT ccTx

]

bTHAx− bTHb

[
F (cTx)

cTx

]2

= 0
}

=

=
{

x ∈ IR2 : 189 + 22x1 − 200x2 − 11x21 = 0
}

.
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Celem wyznaczenia obszaru atrakcji asymptotycznie stabilnego zbioru {(0, 0)}, należy
wyliczyć

l = min
{x∈IR2: 189+22x1−200x2−11x2

1=0}

(
2x21 − 2x1x2 + 11x22

)
= 9.7726339 .

Optimum jest osia
‘
gane w punkcie (−0.25354113, 0.9135749). Ostatecznie

ΩA2 = {x ∈ IR2 : 2x21 − 2x1x2 + 11x22 < 9.7726339}
jest podzbiorem obszaru atrakcji zbioru {(0, 0)}. Zauważmy, że punkt (1, 1) jest punk-
tem równowagi i dlatego pocza

‘
tek uk ladu nie może być GAS.

Na rysunku 8.4 dokonano porównania estymat obszaru atrakcji w postaci zbiorów
ΩA, ΩA1 , ΩA2 – wyznaczonych wyżej z pe lnym zbiorem A({(0, 0)}) przytaczanym za
praca

‘
[92].

-6 -4 -2 0 2 4 6
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

x1

x2

3

42

1

Rysunek8.4. Porównanie estymat obszaru atrakcji dla systemu (8.24): 1 – dok ladny obszar
atrakcji A({0}), 2 – estymata ΩA, 3 – estymata ΩA1 , 4 – estymata ΩA2

8.7.3. Przyk lad 3

Rozważmy impulsowy uk lad regulacji automatycznej przedstawiony na rysunku 8.5.
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��
��

-

6

t−y
REGULATOR

MODULATOR

SZEROKOŚCI

IMPULSÓW

-u

OBIEKT

LINIOWY

SYSTEM

DYNAMICZNY

- -y

−
+

r = 0

Rysunek8.5. Schemat blokowy impulsowego uk ladu regulacji automatycznej

Rysunek 8.6 objaśnia logike
‘
dzia lania tego typu regulatora.

0 1 2 3 4 5 6 7
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

y, 
u

Rysunek8.6. Dzia lanie regulatora: linia cia
‘
g la – sterowanie u, linia przerywana – uchyb y

Niech k ∈ ZZ
∗ be

‘
dzie zmienna

‘
indeksuja

‘
ca

‘
kolejne impulsy. Wtedy regulator opisany

jest równaniem

u(t) =

{

Msign [y(kT )], gdy kT ≤ t ≤ kT + τ [y(kT )]

0, gdy kT + τ [y(kT )] < t < kT + T

}

(8.37)

z funkcja
‘
τ zdefiniowana

‘
naste

‘
puja

‘
co:

τ(y) =

{

T, gdy |y| ≥ T/β

β |y| , gdy |y| ≤ T/β

}

, T, β > 0 .
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Obiekt opisany jest uk ladem równań stanu
{

˙̂x = A1x̂+ b1u

y = cT1 x̂

}

(8.38)

Podstawiaja
‘
c t0 = kT , t = kT + τ [y(kT )] w formule wariacji sta lych dla (8.38),

x̂(t; t0, x̂(t0), u) = e(t−t0)A1 x̂(t0) +

∫ t

t0

e(t−s)A1b1u(s)ds (8.39)

dostajemy

x̂(kT + τ) = eτA1

{

x̂(kT ) +

[∫ τ

0

e−pA1dp

]

b1Msign y(kT )

}

(8.40)

Teraz podstawiaja
‘
c t0 = kT + τ [y(kT )], t = kT + T w (8.39) i uwzgle

‘
dniaja

‘
c (8.40)

otrzymujemy

x̂(kT + T ) = eTA1 x̂(kT ) + eTA1

[∫ τ

0

e−pA1dp

]

b1Msign
[
cT1 x̂(kT )

]
(8.41)

Uk lad (8.41) może być interpretowany jako system (8.13), w którym:

x(k) = x̂(kT ), A = eTA1 , B = I, C =
[
c c . . . c
︸ ︷︷ ︸

n kolumn

]
(8.42)

a K(x) jest macierza
‘
diagonalna

‘
utworzona

‘
ze sk ladowych wektora

M
∣
∣cT1 x

∣
∣
eTA1

[∫ τ(cT1 x)

0

e−pA1dp
]

b1 .

W dalszym cia
‘
gu rozważony zostanie przypadek jednowymiarowego systemu

(8.38) z A1 = −a, b1 = −1, c1 = b, a, b > 0. Mamy wtedy:

A = e−aT , B = 1, C = b, K(x̂) =
M

b |x̂| ae
−aT

[

eaτ(bx̂) − 1
]

(8.43)

a system (8.41) przyjmie postać

x̂(kT + T ) = e−aT x̂(kT ) − Me−aT

a

{

eaτ [bx̂(kT )] − 1
}

sign x̂(kT ) (8.44)

Nietrudno zauważyć, że 0 jest jedynym punktem równowagi systemu (8.44). Wobec
(8.42), nierówność cze

‘
stotliwościowa (8.15) przyjmuje postać

1 +
K1 +K2

2

b

e−aT − ejωT
+
K1 +K2

2

b

e−aT − e−jωT
+

+
b

e−aT − e−jωT
K1K2

b

e−aT − ejωT
≥ 0 ∀ ω ∈

[
0,

2π

T

]
.
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Jeżeli w nierówności cze
‘
stotliwościowej przyja

‘́
c K1 =

−1 − e−aT

b
, K2 =

1 − e−aT

b
,

to jej lewa strona jest tożsamościowo równa zeru, a wie
‘
c zachodzi (8.15). Za lożenie

(8.14) be
‘
dzie teraz spe lnione, gdy w pewnym otwartym otoczeniu 0 be

‘
da

‘
zachodzi ly

nierówności

K1 =
−1 − e−aT

b
< K(x̂) = −Me−aT

ab |x̂|
[

eaτ(bx̂) − 1
]

<
1 − e−aT

b
= K2 .

Jest to równoważne ża
‘
daniu, aby na pewnym otwartym otoczeniu zera zachodzi la

nierówność
h(y) := eaτ(y) − 1 <

a

Mb

(
eaT + 1

)
|y| , y 6= 0 (8.45)

Dyskusja nierówności (8.45) prowadzi do poniższych konkluzji.

1◦. Jeżeli Mbβ <
δ(eδ + 1)

eδ − 1
, δ = aT to zbiór {0} w systemie (8.44) jest GAS.

2◦. Jeżeli Mbβ ∈
[

δ
eδ + 1

eδ − 1
, eδ + 1

)

, δ = aT (zauważmy, że
δ(eδ + 1)

eδ − 1
< eδ + 1 dla

dowolnej dodatniej liczby δ co wynika z elementarnej nierówności 1 + δ < eδ

zachodza
‘
cej również dla dowolnej dodatniej liczby δ) to zbiór {0} w systemie

(8.44) jest AS, a jego obszar atrakcji jest przedzia lem A({0}) = (−y∗/b, y∗/b),
gdzie y∗ jest najmniejszym, dodatnim rozwia

‘
zaniem równania

eaτ(y) − 1 =
a

Mb

(
eaT + 1

)
y .

3◦. Jeżeli Mbβ ≥ eδ + 1, δ = aT to za lożenie (8.14) nie jest spe lnione.
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Rysunek8.7. Dyskusja graficzna warunków stabilności
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Rysunek 8.7 ilustruje powyższa
‘

dyskusje
‘

dla M = T = a = β = δ = 1 oraz
b = 2 (przypadek 1◦), b = 3 (przypadek 2◦) i b = 4 (przypadek 3◦). Dla
b = 3 obszarem atrakcji zerowego punktu równowagi jest przedzia l A({0}) =
(−0.13832297, 0.13832297). Rozwia

‘
zania startuja

‘
ce spoza zbioru A({0}) zmierzaja

‘
do

trajektorii rozwia
‘
zania okresowego

x̂(k) = (−1)k
e− 1

e+ 1
(8.46)

Na rysunku 8.8 przedstawiono trajektorie uk ladu (8.43) dla M = T = a = β = δ = 1
i b = 3.
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Rysunek8.8. Rozwia
‘
zania uk ladu (8.43) dla różnych warunków pocza

‘
tkowych

Rozwia
‘
zanie startuja

‘
ce z warunku pocza

‘
tkowego x(0) = 0.13 ∈ A({0}) jest oznaczone

,,∗”, a rozwia
‘
zanie startuja

‘
ce z x(0) = 0.14 ∈ IR \ A({0}) jest oznaczone ,,o”. Da

‘
ży

ono do trajektorii rozwia
‘
zania okresowego (8.46), zobrazowanego cia

‘
giem punktów.

Przyk lady wielowymiarowe wymagaja
‘
pomocy komputera. Zosta ly one nieco ina-

czej omówione w pracy [91]. Twierdzenie 8.6.1 jest ogólniejsze od używanego tamże
twierdzenia dotycza

‘
cego globalnej asymptotycznej stabilności rozpatrywanego uk ladu

regulacji automatycznej, co umożliwia uogólnienie rezutatów pracy [91]. Nie trzeba
też przeprowadzać procedury przesuwania biegunów systemu, koniecznej w przypadku
stosowania wyników pracy [91].
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9.1. TEORIA CRANDALLA–LIGGETTA–MIYADERY

Niech H be
‘
dzie rzeczywista

‘
przestrzenia

‘
Hilberta z iloczynem skalarnym 〈·, ·〉.

Definicja 9.1.1. Zbiór (relacje
‘
) A ⊂ H × H nazywamy operatorem wielowartościo-

wym. Zbiory:

Ax = {y ∈ H : (x, y) ∈ A} ,

D(A) = {x ∈ H : Ax 6= ∅} = {x ∈ H : ∃y ∈ H : (x, y) ∈ A} ,

R(A) =
⋃

x∈D(A)

Ax = {y ∈ H : ∃x ∈ H : (x, y) ∈ A}

nazywamy odpowiednio: wartościa
‘
A w punkcie x, dziedzina

‘
operatora A, zbiorem

wartości A.

Definicja 9.1.2 (Dzia lania na operatorach wielowartościowych). Niech A,
B be

‘
da

‘
operatorami wielowartościowymi, λ ∈ IR. Suma

‘
A + B operatorów A, B

nazywamy operator wielowartościowy:

A+B = {(x, y + z) : y ∈ Ax, z ∈ Bx}, D(A+B) = D(A) ∩D(B) .

Iloczynem A przez liczbe
‘
λ nazywamy operator wielowartościowy

λA = {(x, λy) : y ∈ Ax} .

Operator wielowartościowy

A−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ A}, D(A−1) = R(A)

nazywamy odwrotnościa
‘

operatora A.

Kluczowym, poje
‘
ciem teorii Crandalla–Liggetta–Miyadery jest poje

‘
cie operatora

dyssypatywnego.

Definicja 9.1.3. Operator wielowartościowy A nazywamy dyssypatywnym jeśli:

∀xi ∈ D(A), ∀yi ∈ Axi, i = 1, 2 〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≤ 0 .

Dyssypatywność operatora A nie jest poje
‘
ciem topologicznym i zależy od wyboru

iloczynu skalarnego 〈·, ·〉 w H.

Definicja 9.1.4. Niech C ⊂ H. Jednoparametrowa
‘

rodzine
‘
{S(t)}t≥0 odwzorowań

S(t) : C ∋ x 7−→ S(t)x ∈ C, spe lniaja
‘
ca

‘
warunki:
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(i) S(t+ τ) = S(t)S(τ) dla wszystkich τ, t ≥ 0,

(ii) lim
t→0+

S(t)x = S(0)x = x dla każdego x ∈ C

nazywamy semigrupa
‘

(pó lgrupa
‘
) na C.

Jeżeli dodatkowo S(t)(·) spe lnia warunek

(iii) istnieje ω ∈ IR taka, że ‖S(t)x − S(t)y‖ ≤ eωt ‖x− y‖ dla wszystkich x, y ∈ C
i każdego t ≥ 0

to semigrupe
‘
{S(t)}t≥0 nazywamy semigrupa

‘
ω–quasikontrakcji na C.

G lównym wynikiem teorii jest naste
‘
puja

‘
cy rezultat [29], [31].

Twierdzenie 9.1.5 (Crandall–Liggett). Niech A be
‘
dzie operatorem wielowar-

tościowym w przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym 〈·, ·〉. Przypuśćmy, że:

(i) istnieje ω ∈ IR, dla której −(A+ ωI) jest operatorem dyssypatywnym,

(ii) istnieje λ0 > 0 taka, że D(A) ⊂ R(I + λA) dla dowolnej λ ∈ (0, λ0).

Wtedy eksponencjalna formu la Hille’a

S(t)x := lim
n→∞

(

I +
t

n
A
)−n

x, x ∈ D(A), t ≥ 0

poprawnie definiuje semigrupe
‘
ω–quasikontrakcji na D(A). Istnieje ε0 > 0 takie, że

dla dowolnego ε ∈ (0, ε0) i dowolnego x ∈ D(A) problem pocza
‘
tkowy







1

ε
[xε(t) − xε(t− ε)] +Axε(t) ∋ 0, t ≥ ε

xε(t) = x, ε > t ≥ 0







posiada dok ladnie jedno rozwia
‘
zanie xε(·) określone na [0,∞) i xε(t) ∈ D(A) dla

dowolnego t ≥ 0. Wie
‘
cej, dla każdego ustalonego x ∈ D(A) mamy

lim
εց0

xε(t) = S(t)x

niemal jednostajnie wzgle
‘
dem t ≥ 0.

Propozycja 9.1.6. Przy za lożeniach i oznaczeniach jak w Twierdzeniu 9.1.5 trójka(

D(A), IR∗, Π
)

, gdzie:

Π(t, x) := S(t)x = lim
n→∞

(

I +
t

n
A
)−n

x, x ∈ D(A), t ∈ IR∗

definiuje CSDS na przestrzeni D(A) z metryka
‘
ρ, indukowana

‘
iloczynem skalarnym

w H, zacieśniona
‘
do D(A).
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Dowód. Na mocy Twierdzenia 9.1.5 odwzorowanie Π jest poprawnie określone. Dla
dowodu cia

‘
g lościΠ w punkcie (t, x) wybieramy cia

‘
g {(tn, xn)}n∈IN, (tn, xn) −→ (t, x).

Wtedy oczywíscie tn −→ t, xn −→ x. Dzie
‘
ki aksjomatowi (iii) w Definicji 9.1.4 mamy

‖Π(tn, xn) −Π(t, x)‖ = ‖[S(tn)xn − S(tn)x] + [S(tn)x− S(t)x]‖ ≤
≤ eωtn ‖xn − x‖ + ‖S(tn)x− S(t)x‖

(9.1)

Cia
‘
g {eωtn}n∈IN jest ograniczony, jako cia

‘
g zbieżny (dzie

‘
ki cia

‘
g lości funkcji u 7−→

eωu). Pierwszy cz lon w prawej stronie nierówności (9.1) zmierza do zera, a wobec
wynikaja

‘
cej z definicji 9.1.4, cia

‘
g lości funkcji t 7−→ S(t)x także i drugi cz lon w prawej

stronie nierówności (9.1) zmierza do zera. W ten sposób pokazalísmy, że

lim
n→∞

‖Π(tn, xn −Π(t, x)‖ = 0 ,

a zatem odwzorowanie Π jest cia
‘
g le w punkcie (t, x).

Ponieważ

Π(0, x) = S(0)x = x ∀x ∈ D(A)

wie
‘
c odwzorowanie Π spe lnia aksjomat identyczności.

Aksjomat pó lgrupy zachodzi także, gdyż

Π(t,Π(s, x)) = S(t)S(s)x = S(t+ s)x = Π(t+ s, x) ∀x ∈ D(A), ∀ t, s ∈ IR∗ .

⊓⊔

Definicja 9.1.7. Niech H be
‘
dzie rzeczywista

‘
przestrzenia

‘
Hilberta z iloczynem ska-

larnym 〈·, ·〉, a A ⊂ H × H operatorem wielowartościowym. Rozważmy abstrakcyjny
problem pocza

‘
tkowy (AVIP) dla równania różniczkowego z operatorem A,







dx

dt
+Ax ∋ 0, t > 0

x(0) = x0 ∈ D(A)






(9.2)

Funkcje
‘
x : [0, T ] ∋ t 7−→ x(t) ∈ H nazywamy mocnym rozwia

‘
zaniem AIVP (9.2) na

[0, T ), T ∈ (0,∞] jeśli:

(i) x jest lipschitzowsko cia
‘
g la na [0, T ), przy czym warunek Lipschitza dla x jest

spe lniony na dowolnym zwartym podzbiorze przedzia lu [0, T ),

(ii) x jest mocno–różniczkowalna prawie wsze
‘
dzie na (0, T ),

(iii) x(t) ∈ D(A) dla prawie wszystkich t ∈ (0, T ),

(iv) x(0) = x0 i x spe lnia pierwsze równanie uk ladu (9.2) prawie wsze
‘
dzie na (0, T ).
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Definicja 9.1.8. Operator wielowartościowyA nazywamy domknie
‘
tym jeśli zachodzi

naste
‘
puja

‘
ca implikacja:

[xn ∈ D(A), yn ∈ Axn : xn −→ x, yn −→ y] =⇒ (x, y) ∈ A .

Kolejne twierdzenie charakteryzuje zwia
‘
zek pó lgrup ω–quasikontrakcji z AIVP

(9.2). Dowody można znaleźć w [29], [93].

Twierdzenie 9.1.9 (Crandalla–Miyadery). Niech be
‘
da

‘
spe lnione wszystkie za-

 lożenia Twierdzenia 9.1.5. Za lóżmy dodatkowo, że A jest domknie
‘
ty. Wtedy:

x : [0,∞) ∋ t 7−→ x(t) = lim
n→∞

(

I +
t

n
A
)−n

x0, x0 ∈ D(A)

jest mocnym rozwia
‘
zaniem AIVP na [0,∞).

Znaczenie teorii Crandalla–Liggetta–Miyadery polega na tym, że z jednej strony
jest ona uogólnieniem teorii liniowych C0–pó lgrup, a z drugiej stony pokazuje, że do
analizy rozwia

‘
zań abstrakcyjnego problemu pocza

‘
tkowego (9.2) przydatne sa

‘
metody

teorii cia
‘
g lych uk ladów semidynamicznych.

9.2. UK LADY LURIE Z PRZEKAŹNIKIEM

W zagadnieniach sterowania czasowo–suboptymalnego spotyka sie
‘

uk lady Lurie







ẋ = Ax+ ub

y = dTx

u = sign y







(9.3)

A ∈ L(IRn), b, d ∈ IRn, b 6= 0, d 6= 0 z nieliniowościa
‘
typu przekaźnikowego

sign y :=







−1, gdy y < 0
σ ∈ [−1, 1], gdy y = 0
1, gdy y > 0






(9.4)

Analiza dynamiczna tej klasy nieliniowych wymaga rozważenia problemu pocza
‘
tko-

wego
{

ẋ(t) = Ax(t) + b sign[dTx(t)], t ≥ 0

x(0) = x0

}

(9.5)

W miejsce funkcji sign(·) definiowanej formu la
‘

(9.4) wprowadzamy operator wielo-

wartościowy sign(·) w IR2,
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sign y :=







−1, gdy y < 0
[−1, 1] , gdy y = 0

1, gdy y > 0






(9.6)

Odwzorowanie IR ∋ y 7−→ sign y ∈ T , gdzie

T = {Z ⊂ IR : Z 6= ∅, Z jest zbiorem zwartym i wypuk lym} .

Odwzorowanie to jest cia
‘
g le, jeżeli w T wprowadzić topologie

‘
indukowana

‘
przez

metryke
‘

Hausdorffa [35, str. 363].
Każde mocne rozwia

‘
zanie problemu pocza

‘
tkowego

{
ẋ(t) +Bx(t) ∋ 0, t ≥ 0

x(0) = x0

}

(9.7)

gdzie B jest operatorem wielowartościowym,

B ⊂ IRn × IRn, Bx = −Ax− b sign(dTx), D(B) = IRn (9.8)

jest rozwia
‘
zaniem w sensie Filippova [128] problemu pocza

‘
tkowego (9.5) i na odwrót.

Z pomoca
‘

teorii Crandalla–Liggetta–Miyadery ustalimy fakt generacji CSDS
przez rozwia

‘
zania uk ladu (9.7), (9.8). Naste

‘
pnie zastosujemy teorie

‘
CSDS dla zbada-

nia stabilności tego uk ladu.

9.3. W LASNOŚCI OPERATORA B

9.3.1. Dyssypatywność operatora −(B + ωI)

Określimy warunki dyssypatywności operatora −(B + ωI). Niech xi ∈ D(B) = IRn,
i = 1, 2, yi ∈ −Bxi, i = 1, 2. Ponieważ

yi ∈ −Bxi ⇐⇒ yi = Axi + εib, εi ∈ sign (dTxi), i = 1, 2 ,

a dowolny iloczyn skalarny w IRn jest postaci

〈x, y〉 = xTHy, H ∈ L(IRn), H = HT > 0 (9.9)

wie
‘
c

(y1 − y2)TH0(x1 − x2) = (Ax1 + ε1b −Ax2 − ε2b)
TH0(x1 − x2) =

=
1

2
(x1 − x2)T (ATH0 +H0A)(x1 − x2) + (ε1 − ε2)bTH0(x1 − x2) .

Jeżeli równanie
H0b+ d = 0 (9.10)
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posiada rozwia
‘
zanie H0 ∈ L(IRn), H0 = HT

0 > 0 to wobec tego, że operator wielowar-
tościowy −sign (·) jest dyssypatywny wzgle

‘
dem standardowego iloczynu skalarnego

w IR, mamy

(y1 − y2)TH0(x1 − x2) ≤ 1

2
λmax(ATH0 +H0A)(x1 − x2)T (x1 − x2) ,

gdzie λmax(ATH0 +H0A) oznacza najwie
‘
ksza

‘
wartość w lasna

‘
macierzy ATH0+H0A.

Korzystaja
‘
c z nierówności Rayleigha

λmin(H0)uTu ≤ uTH0u ∀u ∈ IRn ,

przy czym λmin(H0) oznacza najmniejsza
‘
wartość w lasna

‘
macierzy H0, otrzymujemy

(y1 − y2)TH0(x1 − x2) ≤ ω ‖x1 − x2‖2 ,

gdzie

ω =







λmax

(
ATH0 +H0A

)

2λmin(H0)
≥ 0, gdy λmax

(
ATH0 +H0A

)
≥ 0

λmax

(
ATH0 +H0A

)

2λmax(H0)
≤ 0, gdy λmax

(
ATH0 +H0A

)
≤ 0







(9.11)

Zgodnie z definicja
‘

9.1.3 operator −(B + ωI) jest dyssypatywny wzgle
‘
dem iloczynu

skalarnego (9.9) jeśli równanie (9.10) posiada rozwia
‘
zanie H0 ∈ L(IRn), H0 > 0.

Warunek konieczny i dostateczny istnienia takiego rozwia
‘
zania podaje poniższy lemat.

Lemat 9.3.1. Nierówność
dT b < 0 (9.12)

jest warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby równanie (9.10) posiada lo

rozwia
‘
zanie H0 ∈ L(IRn), H0 = HT

0 > 0.

Dowód. Konieczność. Niech H ∈ L(IRn), H0 = HT
0 > 0 be

‘
dzie rozwia

‘
zaniem równa-

nia (9.10). Wtedy H0b = −d, a sta
‘
d ponieważ b 6= 0 mamy 0 < bTH0b = −dT b.

Dostateczność. Zak ladamy, że (9.12) zachodzi. Wykorzystamy naste
‘
puja

‘
cy wynik

[88, Lemat 4],

Lemat 9.3.2 (Meyer). Jeżeli γ ≥ 0, Reλ(P ) < 0 oraz

γ + 2 RehT (P − ıωT )−1q > 0 ∀ω ∈ IR ,

to istnieja
‘
H0, Q ∈ L(IRn), H0 = HT

0 > 0, Q = QT > 0 oraz g ∈ IRn takie, że

{
PTH0 +H0P = −ggT −Q

H0q + h = −√
γg

}

.
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Podstawmy w lemacie P = −I, γ = 0, h = d, q = b. Wówczas z jednej strony
Reλ(P ) < 0, a z drugiej strony na mocy (9.12)

γ + 2 RehT (P − ıωI)−1q = 2 Re dT (−I − ıωI)−1b = −2dT b
1

1 + ω2
> 0 ∀ω ∈ IR .

Z tezy lematu Meyera wynika istnienie H0, Q ∈ L(IRn), H0 = HT
0 > 0, Q = QT > 0

oraz g ∈ IRn takich, że

2H0 = ggT + Q, H0b+ d = 0 ,

co w szczególności oznacza, że (9.10) posiada poża
‘
dane rozwia

‘
zanie. ⊓⊔

Zauważmy, że lim
s→∞

G(s) = −dT b, gdzie

G(s) = dT (A− sI)−1b (9.13)

jest transmitancja
‘
cze

‘́
sci liniowej uk ladu (9.3).

Uwaga 9.3.3. Nierówność (9.12) jest warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym wys-

te
‘
powania ruchów ślizgowych w uk ladzie rzeczywistym, którego wyidealizowanym

modelem matematycznym jest (9.3), tj. w uk ladzie z przekaźnikiem wykazuja
‘
cym

niewielka
‘

histereze
‘
. Ruchy ślizgowe, o ile wyste

‘
puja

‘
, sa

‘
zlokalizowane w zbiorze

SM =
{
x ∈ IRn :

∣
∣dTAx

∣
∣ <

∣
∣dT b

∣
∣ , dTx = 0

}
.

9.3.2. Domknie
‘
tość operatora B

Wykażemy, że operator (9.8) jest domknie
‘
ty. Niech xn −→ x oraz yn ∈ Bxn =

−Axn − bsign (dTxn), yn −→ y. Zachodza
‘
naste

‘
puja

‘
ce przypadki:

1◦. x ∈ {u : dTu > 0}.

Wówczas dla prawie wszystkich n mamy xn ∈ {u : dTu > 0}, sta
‘
d

yn = −Axn − b
↓ ↓
y = −Ax− bsign (dTx) =⇒ [x, y] ∈ B .

2◦. x ∈ {u : dTu < 0}.

Wówczas dla prawie wszystkich n mamy xn ∈ {u : dTu < 0}, sta
‘
d
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yn = −Axn + b
↓ ↓
y = −Ax− bsign (dTx) =⇒ [x, y] ∈ B .

3◦. x ∈ {u : dTu = 0}.

Ze wzgle
‘
du na to, że cia

‘
g yn jest zbieżny, musi zachodzić jedna z trzech

możliwości:

(a) xn ∈ {u : dTu > 0} dla prawie wszystkich n,

(b) xn ∈ {u : dTu < 0} dla prawie wszystkich n,

(c) xn ∈ {u : dTu = 0} dla prawie wszystkich n.

Zbiory:

graph h+(u) =

{
+1, gdy u ≥ 0
−1, gdy u < 0

}

,

graph h−(u) =

{
+1, gdy u > 0
−1, gdy u ≤ 0

}

sa
‘

wykresami funkcji prawo -lewostronnie cia
‘
g lej, określonej na IR i zawieraja

‘
sie

‘
w zbiorze sign (·) zdefiniowanym w (9.6), sta

‘
d:

Ad (a)

yn = −Axn − bh+
(
dTxn

)

↓ ↓
y = −Ax− b ∈ −Ax− bsign (dTx) =⇒ [x, y] ∈ B ,

Ad (b)

yn = −Axn − bh−(dTx)
↓ ↓
y = −Ax− b ∈ −Ax− bsign (dTx) =⇒ [x, y] ∈ B ,

Ad (c) yn = −Axn − εnb, εn ∈ [−1, 1], εn −→ ε. Oczywíscie musi być ε ∈
[−1, 1], a sta

‘
d

yn = −Axn − εnb
↓ ↓
y = −Ax− εb ∈ −Ax− bsign (dTx) =⇒ [x, y] ∈ B .

Ostatecznie pokazalísmy, że zachodzi implikacja

xn −→ x, yn ∈ Bxn, yn −→ y =⇒ [x, y] ∈ B ,

a zatem zgodnie z definicja
‘
9.1.8 operator B jest domknie

‘
ty.
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9.3.3. Surjektywność operatora I + λB

Pokażemy, że dla dostatecznie ma lej λ > 0 zachodzi

R(I + λB) = IRn (9.14)

Dla dowodu ustalmy dowolnie y ∈ IRn. Należy wykazać, że przy dostatecznie ma lej
λ > 0 przynależność y ∈ (I + λB)x posiada rozwia

‘
zanie. Liczba λ ma być niezależna

od y. Z definicji zbiorów (I +λB)x, Bx wynika, że jest to równoważne wykazaniu, że
przy dostatecznie ma lej λ > 0, niezależnej od y, uk lad

{
y = (I − λA)x − λbu

u ∈ sign (dTx)

}

(9.15)

posiada rozwia
‘
zanie wzgle

‘
dem (x, u). Jeżeli λ ∈

(
0, ‖A‖−1

)
to istnieje (I − λA)−1

i z pierwszego równania uk ladu (9.15) dostajemy

x = (I − λA)−1(y + λbu) (9.16)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c ten wynik w drugim równaniu uk ladu (9.15) otrzymujemy przy-

należność

u ∈ sign
[
dT (I − λA)−1y + λdT (I − λA)−1bu

]
(9.17)

1◦. dT (I − λA)−1b = 0. Przynależność (9.17) posiada wówczas rozwia
‘
zanie

u∗ ∈ sign
[
dT (I − λA)−1y

]
.

2◦. dT (I − λA)−1b 6= 0. Podstawienie

v = dT (I − λA)−1y −G(λ−1) ,

gdzie G oznacza transmitancje
‘

liniowej cze
‘́
sci systemu i wyraża sie

‘
wzorem

(9.13), sprowadza przynależność (9.17) do postaci

dT (I − λA)−1y − v

G(λ−1)
∈ sign v (9.18)

Wykresem lewej strony (9.18) jest niepozioma prosta posiadaja
‘
ca punkt wspólny

z operatorem wielowartościowym sign (·), sta
‘
d przynależność (9.18) ma rozwia

‘
-

zanie. Zatem przynależność (9.17) także posiada rozwia
‘
zanie u∗.

Podstawia
‘
ja
‘
c u∗ do (9.16) otrzymujemy element x∗. Para (u∗, x∗) jest rozwia

‘
zaniem

uk ladu (9.15), co dowodzi, że zachodzi (9.14).
Wnioskiem z rozważań udokumentowanych w Rozdziale 9.3, Propozycji 9.1.6

i Twierdzenia 9.1.9 jest kolejny wynik.
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Twierdzenie 9.3.4. Jeżeli dT b < 0 to dla dowolnego x0 ∈ IRn problem pocza
‘
tkowy

(9.7), (9.8) posiada dok ladnie jedno mocne rozwia
‘
zanie x(·, x0), równoważnie, x(·, x0)

jest jedynym rozwia
‘
zaniem problemu (9.5), (9.6) w sensie Filippova. Wie

‘
cej, zachodzi

oszacowanie
∥
∥x(t, x10) − x(t, x20)

∥
∥ ≤ eωt

∥
∥x10 − x20

∥
∥ ∀x10, x20 ∈ IRn, ∀t ≥ 0 (9.19)

gdzie ‖x‖ =
√

xTH0x, H0 ∈ L(IRn), H0 = HT
0 > 0 jest rozwia

‘
zaniem równania

(9.10), ω wyraża sie
‘

wzorem (9.11). Trójka (IRn, IR∗, Π), Π(t, x0) := x(t, x0) jest
CSDS–em na przestrzeni IRn.

9.4. ZACHOWANIE SIE
‘
TRAJEKTORII

UK LADU (9.7), (9.8)

9.4.1. Trajektorie startuja
‘
ce z hiperp laszczyzny prze la

‘
czeń

Zachowanie sie
‘

trajektorii uk ladu (9.7), (9.8) startuja
‘
cych z hiperp laszczyzny prze la

‘
-

czeń dTx = 0 jest opisane w poniższym twierdzeniu.

Twierdzenie 9.4.1. Przyjmijmy za lożenia i oznaczenia jak w Twierdzeniu 9.3.4.
Jeżeli

x0 ∈ SM = {w ∈ IRn : dTw = 0,
∣
∣dTAw

∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣}

to rozwia
‘
zanie x(·, x0) porusza sie

‘
w hiperp laszczyźnie Π = {w ∈ IRn : dTw = 0}, aż

do osia
‘
gnie

‘
cia zbioru {w ∈ IRn : dTw = 0,

∣
∣dTAw

∣
∣ =

∣
∣dT b

∣
∣}. Niech przedzia l [0, T ],

T ∈ [0,∞], oznacza maksymalny przedzia l, dla którego zachodzi implikacja

t ∈ [0, T ] =⇒ x(t, x0) ∈ SM .

Wtedy

u =
−dTAx(t, x0)

dT b
∀t ∈ [0, T ]

oraz
ẋ(t, x0) = Âx(t, x0)

prawie wsze
‘
dzie na [0, T ], gdy T <∞, prawie wsze

‘
dzie na zwartych podzbiorach IR∗,

gdy T = ∞.
Jeżeli

x0 ∈ S1 = {w ∈ IRn : dTw = 0, dTAw >
∣
∣dT b

∣
∣}

to przy sterowaniu u = 1 rozwia
‘
zanie x(·, x0) wchodzi do zbioru

Π+ = {w ∈ IRn : dTw > 0}

i na przedziale (0, δ), gdzie δ – dostatecznie ma la, dodatnia, pozostaje w zbiorze Π+.
Niech (0, T ) oznacza maksymalny przedzia l, dla którego zachodzi implikacja
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t ∈ (0, T ) =⇒ x(t, x0) ∈ Π+ .

Wtedy ẋ(t, x0) = Ax(t, x0) + b prawie wsze
‘
dzie na zwartych podzbiorach przedzia lu

(0, T ).
Jeżeli

x0 ∈ S2 = {w ∈ IRn : dTw = 0, −dTAw >
∣
∣dT b

∣
∣}

to przy sterowaniu u = −1 rozwia
‘
zanie x(·, x0) wchodzi do zbioru

Π− = {w ∈ IRn : dTw < 0}

i na przedziale (0, δ), gdzie δ – dostatecznie ma la, dodatnia, pozostaje w zbiorze Π−.
Niech (0, T ) oznacza maksymalny przedzia l, dla którego zachodzi implikacja

t ∈ (0, T ) =⇒ x(t, x0) ∈ Π− .

Wtedy ẋ(t, x0) = Ax(t, x0) − b prawie wsze
‘
dzie na zwartych podzbiorach przedzia lu

(0, T ).

Dowód. Przeprowadzimy dyskusje
‘

uk ladu (9.15) przy za lożeniach: (9.12),

0 < λ < ‖A‖−1

[

1 +
2 ‖d‖ ‖b‖
|dT b|

]−1

(9.20)

i
dT y = 0 (9.21)

Zauważmy najpierw, że wobec d 6= 0 na podstawie wzorów (9.21), (9.15) otrzymujemy

dTx = λ[dTAx+ udT b] (9.22)

Pod dzia laniem transformacji

[
x
v

]

=

[
I 0

dTA dT b

] [
x
u

]

,

której odwrotnościa
‘
jest

[
x
u

]

=

[
I 0

− 1

dT b
dTA

1

dT b

][
x
v

]

uk lad (9.15) przyjmuje postać







y = (I − λÂ)x− λv

dT b
b

v − dTAx

dT b
∈ sign v







(9.23)
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gdzie

Â =

[

I − 1

dT b
bdT

]

A (9.24)

Ponadto sign dTx = sign
(
dTAx+ udT b

)
= sign v.

Macierz (I − λÂ) jest odwracalna, co wynika z oszacowania

λ < ‖A‖−1

[

1 +
2 ‖d‖ ‖b‖
|dT b|

]−1

< ‖A‖−1

[

1 +
‖d‖ ‖b‖
|dT b|

]−1

≤
∥
∥
∥Â
∥
∥
∥

−1

.

Zatem uk lad (9.23) można sprowadzić do postaci







y = (I − λÂ)x− λv

dT b
b

1

dT b
v

[

1 − λ

dT b
dTA(I − λÂ)−1b

]

− 1

dT b
dTA(I − λÂ)−1y ∈ sign v







(9.25)

Przy ustalonej λ, spe lniaja
‘
cej (9.20), wykresem lewej strony drugiego równania

uk ladu (9.25) jest prosta, przechodza
‘
ca przez punkt

(

0,− 1

dT b
dTA(I − λÂ)−1y

)

.

Wspó lczynnik kierunkowy tej prostej jest ujemny, gdyż

1 − λ

dT b
dTA(I − λÂ)−1b > 0 (9.26)

Dla dowodu (9.26) dokonujemy oszacowania

∣
∣
∣
∣

λ

dT b
dTA(I − λÂ)−1b

∣
∣
∣
∣
≤ λ

|dT b| ‖A‖ ‖d‖ ‖b‖
∥
∥
∥(I − λÂ)−1

∥
∥
∥ .

Jak wiemy λ
∥
∥
∥Â
∥
∥
∥ < 1, ska

‘
d

∣
∣
∣
∣

λ

dT b
dTA(I − λÂ)−1b

∣
∣
∣
∣
≤ ‖d‖ ‖b‖

|dT b|
λ ‖A‖

1 − λ
∥
∥
∥Â
∥
∥
∥

≤ ‖d‖ ‖b‖
|dT b|

λ ‖A‖

1 − λ

∣
∣dT b

∣
∣+ ‖d‖ ‖b‖
|dT b| ‖A‖

<

‖d‖ ‖b‖
|dT b| ‖A‖ 1

‖A‖
∣
∣dT b

∣
∣+ ‖d‖ ‖b‖
|dT b|

1 −
∣
∣dT b

∣
∣+ ‖d‖ ‖b‖
|dT b| ‖A‖ 1

‖A‖
∣
∣dT b

∣
∣+ 2 ‖d‖ ‖b‖
|dT b|

= 1

i w konsekwencji nierówność (9.26) jest spe lniona. Na rysunku 9.1 dokonano graficznej
dyskusji drugiego równania uk ladu (9.25).
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Rysunek9.1. Dyskusja graficzna drugiego równania uk ladu (9.25)

1◦. Prosta – wykres lewej strony drugiego równania uk ladu (9.25) przecina wielo-
znaczna

‘
cze

‘́
sć sign (·), co zachodzi, gdy

∣
∣
∣dTA(I − λÂ)−1y

∣
∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣ (9.27)

Szukanymi rozwia
‘
zaniami uk ladów (9.25), (9.15) sa

‘
zatem:

v = 0, x = (I − λÂ)−1y, u = −d
TAx

dT b
(9.28)

Ze wzoru na u i zależności (9.22) wynikaja
‘
naste

‘
puja

‘
ce w lasności otrzymanego

rozwia
‘
zania:

dTx = 0,
∣
∣dTAx

∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣ (9.29)

2◦. Prosta – wykres lewej strony drugiego równania uk ladu (9.25) przecina segment
wykresu sign (·) nad dodatnimi wartościami v, co zachodzi, gdy

dTA(I − λÂ)−1y >
∣
∣dT b

∣
∣ (9.30)

Wtedy sign v = 1, a sta
‘
d:

v = dTAx+ dT b, u = 1, x = (I − λA)−1(y + λb) (9.31)

Rozwia
‘
zanie to posiada naste

‘
puja

‘
ce w lasności:

dTx > 0, y = (I − λA)x − λb (9.32)
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3◦. Prosta – wykres lewej strony drugiego równania uk ladu (9.25) przecina segment
wykresu sign (·) nad ujemnymi wartościami v, co zachodzi, gdy

−dTA(I − λÂ)−1y >
∣
∣dT b

∣
∣ (9.33)

Wtedy sign v = −1 i w konsekwencji:

v = dTAx− dT b, u = −1, x = (I − λA)−1(y − λb) (9.34)

Dla tego rozwia
‘
zania:

dTx < 0, y = (I − λA)x + λb (9.35)

Z rezultatów Rozdzia lu 9.3 i Twierdzenia 9.1.5 wynika, że przy warunkach:

0 < λ < ‖A‖−1
, λω < 1, dT b < 0 (9.36)

problem pocza
‘
tkowy

{
xλ(t) − xλ(t− λ)

λ
+Bxλ(t) ∋ 0, t ≥ λ

xλ(t) = x0, 0 ≤ t < λ

}

(9.37)

posiada przy dowolnym x0 ∈ IRn dok ladnie jedno rozwia
‘
zanie xλ(·, x0) określone na

IR∗, co wie
‘
cej

lim
λց0

xλ(t, x0) = x(t, x0)

niemal jednostajnie wzgle
‘
dem t ∈ IR∗. Rozwia

‘
zanie xλ(·, x0) można otrzymać metoda

‘
kroków. Po uwzgle

‘
dnieniu (9.8) w (9.37) otrzymamy xλ(t, x0) = x0, 0 ≤ t < λ,

podczas gdy xλ(t, x0) dla λ ≤ t < 2λ jest rozwia
‘
zaniem uk ladu

{
(I − λA)xλ(t, x0) − λub = x0

u ∈ sign dTx

}

.

Jest to uk lad postaci (9.15) z x zasta
‘
pionym przez xλ(t, x0) i y zasta

‘
pionym przez x0.

Teza dowodzonego twierdzenia dotyczy rozwia
‘
zań startuja

‘
cych z hiperp laszczyzny

Π , a zatem dTx0 = 0. Ponieważ dT b < 0 wie
‘
c zmniejszaja

‘
c, w razie potrzeby,

λ tak, aby jednocześnie zachodzi ly nierówności (9.36) i (9.20), możemy skorzystać
z przeprowadzonej uprzednio dyskusji rozwia

‘
zalności uk ladu (9.15).

1◦. Nierówności (9.27) odpowiada warunek
∣
∣
∣dTA(I − λÂ)−1x0

∣
∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣. W tym

przypadku, zgodnie z (9.28), dla t ∈ [λ, 2λ) mamy:

xλ(t, x0) − xλ(t− λ, x0)

λ
= Âxλ(t, x0), u = −d

TAxλ
dT b
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oraz, dzie
‘
ki (9.29),

dTxλ(t, x0) = 0,
∣
∣dTAxλ(t, x0)

∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣ (9.38)

Traktuja
‘
c, zgodnie z idea

‘
metody kroków, xλ(λ, x0) jako nowy warunek pocza

‘
t-

kowy widzimy, że dTxλ(λ, x0) = 0. Teraz może zachodzić albo drugi z warunków
(9.38), z x0 zasta

‘
pionym przez xλ(λ, x0), a wtedy w drugim kroku rozwia

‘
zanie

xλ(·, x0) spe lnia identyczne zwia
‘
zki co w pierwszym kroku, albo zachodzi któraś

z nierówności uje
‘
tych w dalej opisanych przypadkach 2◦, 3◦, a wtedy rozwia

‘
zanie

xλ(·, x0) w drugim kroku spe lnia zwia
‘
zki odpowiadaja

‘
ce przypadkowi 2◦ lub

przypadkowi 3◦ poniżej. Jeżeli rozwia
‘
zanie xλ(·, x0) przez k kroków (k ≥ 1)

podlega przypadkowi 1◦, to analogicznie, jak dla drugiego kroku można ustalić,
któremu przypadkowi podlega rozwia

‘
zanie w (k + 1) kroku.

2◦. Nierówności (9.30) odpowiada warunek dTA(I−λÂ)−1x0 >
∣
∣dT b

∣
∣. W tym przy-

padku, zgodnie z (9.31), dla t ∈ [λ, 2λ) mamy:

xλ(t, x0) − xλ(t− λ, x0)

λ
= Axλ(t, x0) + b, u = 1

oraz, dzie
‘
ki (9.32), dTxλ(t, x0) > 0. W kolejnym kroku rozwia

‘
zanie xλ(·, x0)

zachowuje sie
‘

identyczne jak rozwia
‘
zanie startuja

‘
ce z Π+.

3◦. Nierówności (9.33) odpowiada warunek −dTA(I − λÂ)−1x0 >
∣
∣dT b

∣
∣. W tym

przypadku, zgodnie z (9.34), dla t ∈ [λ, 2λ) mamy:

xλ(t, x0) − xλ(t− λ, x0)

λ
= Axλ(t, x0) − b, u = −1

oraz, dzie
‘
ki (9.35),

dTxλ(t, x0) < 0 (9.39)

W kolejnym kroku rozwia
‘
zanie xλ(·, x0) zachowuje sie

‘
identyczne jak rozwia

‘
zanie

startuja
‘
ce z Π−.

Teze
‘

twierdzenia otrzymamy po przej́sciu granicznym λց 0. ⊓⊔

Z tezy Twierdzenia 9.4.1 wynika, że korzystnie jest zdefiniować funkcje
‘

F(w) =







Aw + b, gdy dTw > 0 lub

{
dTw = 0
dTAw > |dT b|

}

Âw, gdy

{
dTw = 0
dTAw ≤ |dT b|

}

Aw − b, gdy dTw < 0 lub

{
dTw = 0
−dTAw > |dT b|

}







(9.40)
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Definicja 9.4.2. Funkcje
‘
f : IRn ∋ x 7−→ f(x) ∈ IRn nazywamy lokalnie ograniczona

‘
jeśli dla każdego zbioru Z ⊂ IRn istnieje M = M(Z) > 0 takie, że ‖f(x)‖ ≤ M dla
dowolego x ∈ Z.

Funkcja F nie jest cia
‘
g la, ale jest lokalnie ograniczona.

9.4.2. Punkty osobliwe

Twierdzenie 9.4.3. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby uk lad (9.7),
(9.8) posiada l skończona

‘
liczbe

‘
punktów równowagi jest, aby

dT adjAb 6= 0 (9.41)

Wie
‘
cej, jeżeli

detA = 0 lub

{
detA 6= 0

dTA−1b > 0

}

to tylko pocza
‘
tek uk ladu jest punktem równowagi, a jeżeli

{
detA 6= 0

dTA−1b < 0

}

to punktami równowagi sa
‘
: 0, ±A−1b.

Dowód. Punkty osobliwe (stacjonarne) sa
‘

zwia
‘
zaniami przynależności 0 ∈ Bx lub,

równoważnie, rozwia
‘
zaniami uk ladu







[
A b
dT 0

] [
x
u

]

=

[
0
y

]

u ∈ sign y







(9.42)

Uk lad ten posiada skończona
‘
liczbe

‘
rozwia

‘
zań wtedy i tylko wtedy, gdy

det

[
A b
dT 0

]

= −dT adjAb 6= 0 ,

co dowodzi (9.41). Przy spe lnionym warunku (9.41), z pierwszego równania uk ladu
(9.42) otrzymamy

u =
y detA

−dT adjAb
.

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c ten wynik w drugim równaniu uk ladu (9.42) dostajemy przynależność

y detA

−dT adjAb
∈ sign y (9.43)
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1◦. detA = 0.

Wtedy u = 0 i y = 0 jest jedynym rozwia
‘
zaniem (9.43). Pierwsze równanie

uk ladu (9.42) jest jednorodne, a ponieważ przy za lożeniu (9.41) ma jednoznaczne
rozwia

‘
zanie, wie

‘
c x = 0.

2◦. detA 6= 0.

Przynależność (9.43) przyjmuje równoważna
‘
postać

y

−dTA−1b
∈ sign y (9.44)

Dyskusji rozwia
‘
zalności (9.44) najlepiej jest dokonać graficznie w sposób nieco

podobny do przedstawionego na rysunku 9.1. Możliwe sa
‘
dwa podprzypadki:

(a) dTA−1b > 0 .

Wtedy y = 0 jest jedynym rozwia
‘
zaniem (9.44). Pierwsze równanie uk ladu

(9.42) znów jest jednorodne, a ponieważ (9.41) zachodzi, wie
‘
c x = 0, u = 0

jest jego jedynym rozwia
‘
zaniem.

(b) dTA−1b < 0 .

Wtedy albo y = 0, co prowadzi do rozwia
‘
zania x = 0, u = 0 pierwszego

równania uk ladu (9.42), albo u = ±1 i pierwsze równanie uk ladu (9.42)
daje x = ±A−1b.

⊓⊔

9.5. WYZNACZANIE OBSZARU ATRAKCJI
PUNKTU RÓWNOWAGI

Jak wynika z Twierdzenia 9.3.4 analiza w lasności dynamicznych szerokiej klasy
uk ladów Lurie z przekaźnikiem może być oparta na metodach teorii CSDS–ów.
Poniższy lemat jest wersja

‘
uogólnionego twierdzenia LaSalle’a dla rozpatrywanej klasy

uk ladów Lurie.

9.5.1. Wersja twierdzenia LaSalle’a

Lemat 9.5.1. Rozważmy problem pocza
‘
tkowy (9.7), (9.8) z wielowartościowym op-

eratorem B spe lniaja
‘
cym nierówność (9.12). Niech x(·, x0) nadal oznacza rozwia

‘
-

zanie problemu pocza
‘
tkowego (9.7), (9.8), którego istnienie jest zagwarantowane

Twierdzeniem 9.3.4. Przypuśćmy, że istnieja
‘
: cia

‘
g ly, lokalnie lipschitzowski funkcjona l

V : Ω ∋ u 7−→ V (u) ∈ IR, gdzie Ω jest otwartym podzbiorem IRn, 0 ∈ Ω, V (0) = 0,
V (x) > 0 dla dowolnego x ∈ Ω, x 6= 0 i liczba k ∈ IR takie, że:
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(i) k ∈ (0, l0), gdzie l0 > 0 oznacza taka
‘
liczbe

‘
, że dla dowolnego l ∈ (0, l0) przekrój

Ω∗
l := {u ∈ Ω : V (u) ≤ l} funkcjona lu V , posiada zwarta

‘
sk ladowa

‘
Ωl,

otaczaja
‘
ca

‘
pocza

‘
tek uk ladu, taka

‘
, że Ωl ∩Ω∗

l ⊂ Ωl = Φ∗ (istnienie liczby l0 jest
zagwarantowane Lematem 2.3.1),

(ii)

lim sup
h→0+

V (w + hF(w)) − V (w)

h
≤ 0 ∀w ∈ Ωk ,

przy czym F jest funkcja
‘
zdefiniowana

‘
wzorem (9.40), a Ωk jest sk ladowa

‘
zwarta

‘
zawieraja

‘
ca

‘
pocza

‘
tek uk ladu przekroju Ω∗

k = {u ∈ Ω : V (u) ≤ k}.

Jeżeli {0} jest najwie
‘
kszym w sensie relacji inkluzji zbiorów, zbiorem mocno–inwa-

riantnym, zawartym w zbiorze

E :=

{

u ∈ Ωk : lim sup
h→0+

V (w + hF(w)) − V (w)

h
= 0

}

,

to pocza
‘
tek uk ladu jest atraktorem, tzn. w jego obszar atrakcji A({0}) da sie

‘
wpisać

otwarte otoczenie 0, oraz Ωk ⊆ A({0}).

Dowód. Na wste
‘
pie zauważmy, że wobec tego, że F jest lokalnie ograniczona granica

w (ii) istnieje. Ωk jest zbiorem niepustym i zwartym. Wykażemy, że Ωk jest zbiorem
inwariantnym. Dla dowodu definiujemy

Ω0
k := {u ∈ Ω : V (u) < k} ∩Ωk

i be
‘
dziemy dowodzić, że Ω0

k jest zbiorem inwariantnym, tzn. zachodzi implikacja

x0 ∈ Ω0
k =⇒ x(t, x0) ∈ Ω0

k ∀t > 0 (9.45)

Przypuśćmy, że (9.45) nie zachodzi. Wtedy istnieje czas T > 0 taki, że:

x(t, x0) ∈ Ω0
k ∀t ∈ [0, T ) (9.46)

x(T, x0) ∈ ∂Ω0
k .

Niech Φ(t) := V [x(t, x0)] dla tych t ≥ 0, dla których x(t, x0) ∈ Ω. Ponieważ
x(·, x0) jest absolutnie cia

‘
g le wie

‘
c Φ(·) jest absolutnie cia

‘
g la i prawie wsze

‘
dzie posiada

pochodna
‘

lim sup
h→0+

1

h
[Φ(t+ h) − Φ(t)] .

Z Twierdzenia 9.4.1 wynika, że dla prawie wszystkich t ∈ IR∗ i infinitezymalnego h
mamy

x(t+ h, x0) = x(t, x0) + hẋ(t, x0) + o(h) = x(t, x0) + hF((t, x0)) + o(h) .
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Sta
‘
d

lim sup
h→0+

Φ(t+ h) − Φ(t)

h
= lim sup

h→0+

V (x(t+ h, x0)) − V (x(t, x0))

h
=

= lim sup
h→0+

V [x(t + h, x0) + hF(x(t, x0)) + o(h)] − V [x(t, x0)]

h

(9.47)

dla prawie wszystkich t ∈ [0, T ). Z lokalnej lipschitzowskości V wynika jednak, że
istnieje taka L > 0, że

−L ‖o(h)‖ ≤ V [(x(t + h, x0)) + hF(x(t, x0)) + o(h)]−
−V [x(t, x0) + hF(x(t, x0))] ≤ L ‖o(h)‖ ,

a zatem

V [(x(t + h, x0)) + hF(x(t, x0)] − V [x(t, x0)] − L ‖o(h)‖
h

≤

≤ V [(x(t+ h, x0)) + hF(x(t, x0) + o(h)] − V [x(t, x0)]

h
≤

≤ V [(x(t+ h, x0)) + hF(x(t, x0)] + L ‖o(h)‖ − V [x(t, x0)]

h

(9.48)

dla prawie wszystkich t ∈ [0, T ) i infinitezymalnego h > 0. Ostatecznie z (9.47), (9.48)
dostajemy

lim sup
h→0+

1

h
[Φ(t+ h) − Φ(t)] =

= lim sup
h→0+

1

h
{V [x(t + h, x0) + hF(x(t, x0)) + o(h)] − V [x(t, x0)]}

(9.49)

dla prawie wszystkich t ∈ [0, T ). Teraz z (9.49), za lożenia (ii) i (9.46) dostajemy

lim sup
h→0+

1

h
[Φ(t+ h) − Φ(t)] ≤ 0

dla prawie wszystkich t ∈ [0, T ). Z [86, Twierdzenie 1.5, str. 174] wynika, że Φ jest
funkcja

‘
maleja

‘
ca

‘
na [0, T ), a wie

‘
c

Φ(t) = V [x(t, x0)] ≤ Φ(0) = V (x0) < k, ∀t ∈ [0, T ) (9.50)

Sta
‘
d i z cia

‘
g lości V [x(·, x0)] w punkcie t = T otrzymamy

k = V [x(T, x0)] = lim
t→T+

V [x(t, x0)] = lim
t→T−

V [x(t, x0)] ≤ V (x0) < k .

Z uzyskanej sprzeczności, wynika że Ω0
k jest inwariantny, a sta

‘
d zbiór Ωk = Ω0

k też
jest inwariantny i ważność nierówności (9.50) rozcia

‘
ga sie

‘
na IR∗.
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Z dotychczasowych rozważań i definicji zbioru E wynika, że

E = {x0 ∈ Ωk : V [x(t, x0)] = V (x0) = const, ∀t ∈ IR∗} .

Spe lnione sa
‘
za lożenia uogólnionego twierdzenia LaSalle’a 2.1.6. Z tezy tego twierdze-

nia wynika teza dowodzonego lematu. ⊓⊔

Lemat 9.5.1 stanowi poprawe
‘

nieprecyzyjnego rezultatu Weissenbergera [146,
Twierdzenie 1]. Niemniej jednak, jak wykażemy dalej, metody numeryczne podane
w [146], [147] jako praktyczne sposoby otrzymania aproksymacji obszaru atrakcji
zbioru {0} pozostaja

‘
w mocy.

9.5.2. W lasności przekrojów pewnej klasy funkcjona lów

Lemat 9.5.2. Rozważmy funkcjona l

V (x) = xTHx+
∣
∣dTx

∣
∣ (9.51)

przy czym H ∈ L(IRn), H = HT i d spe lniaja
‘
zwia

‘
zek

{
u ∈ IRn : uTHu ≤ 0

}
∩
{
u ∈ IRn : dTu = 0

}
= {0} (9.52)

a w przypadku detH = 0 dodatkowo zak lada sie
‘
, że

adjHd 6= 0 (9.53)

Niech Ω := {u ∈ IRn :
∣
∣dTu

∣
∣ < α},

α :=







∞, gdy
detH

dT adjHd
≥ 0

−d
T adjHd

detH
, gdy

detH

dT adjHd
< 0







.

Wtedy V (x) > 0 dla dowolnego x ∈ Ω, x 6= 0 oraz dla każdego l ∈ [0, l0),

l0 =







dT adjHd

4 detH
, gdy

detH

dT adjHd
< 0

∞, gdy
detH

dT adjHd
≥ 0







przekrój Ω∗
l = {u ∈ Ω : V (u) ≤ l} funkcjona lu V posiada zwarta

‘
sk ladowa

‘
Ωl zawie-

raja
‘
ca

‘
pocza

‘
tek uk ladu. Podana liczba l0 jest najwie

‘
ksza

‘
z możliwych, przy których

przekroje funkcjona lu V maja
‘
opisana

‘
w lasność.

Dowód. Formalnie definiujemy funkcje
‘
ϕ
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ϕ : IR∗ ∋ k 7−→ ϕ(k) := min
dTx=k

V (x) = k + min
dT x=k

xTHx ∈ IR .

Dla dowodu poprawności określenia funkcji ϕ wystarczy pokazać, że ostatni problem
minimalizacyjny posiada rozwia

‘
zanie. Stosuja

‘
c metode

‘
mnożników Lagrange’a, budu-

jemy odpowiadaja
‘
cy mu lagrangian L(x, λ) = xTHx − λ(dTx − k). Dowolny punkt

stacjonarny (x∗, λ∗) jest rozwia
‘
zaniem równania ∇L = 0 ∈ IRn+1, ska

‘
d otrzymujemy

[
2H −d
dT 0

] [
x∗

λ∗

]

=

[
0
k

]

(9.54)

Warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby uk lad (9.54) posiada l jedyne

rozwia
‘
zanie jest aby

det

[
2H −d
dT 0

]

= 2n−1dT adjHd 6= 0 (9.55)

Przypuśćmy, że (9.55) nie zachodzi, tzn.

dT adjHd = 0 (9.56)

Rozpatrzmy wektor w = adjHd i zauważmy, że

wTHw = dT (adjH)H(adjH)d = detHdT adjHd (9.57)

Na mocy (9.56) mamy

dTw = dT adjHd = 0 (9.58)

a sta
‘
d i z (9.57) wynika, że

wTHw = 0 (9.59)

Wobec (9.58) i (9.59) mamy

w ∈ {u ∈ IRn : uTHu ≤ 0} ∩ {u ∈ IRn : dTu = 0} = {0} ,

a sta
‘
d

w = 0 (9.60)

Możliwe sa
‘
dwa przypadki:

1◦. detH = 0. W tym przypadku z (9.53) wynika, że w 6= 0, co jest sprzeczne
z (9.60).

2◦. detH 6= 0. W tym przypadku z (9.60) i (9.53) wynika, iż d jest rozwia
‘
zaniem

równania adjHy = 0. Ponieważ det adjH = (detH)n−1 6= 0, co oznacza, że
równanie to posiada zerowe rozwia

‘
zanie. Zatem d = 0, co sprzeczne jest z za lo-

żeniem generalnym d 6= 0.
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Z obu uzyskanych sprzeczności wynika, że zachodzi (9.55).
Pokażemy, że rozwia

‘
zanie (x∗, λ∗) uk ladu (9.54) jest takie, że x∗ realizuje ścis le

minimum funkcjona lu Φ(x) = xTHx na hiperp laszczyźnie dTx = k. Istotnie, jeżeli
przyjmiemy, że ∆Φ(x∗) oznacza przyrost funkcjona lu Φ, mierzony w hiperp laszczyźnie
dTx = k, spowodowany odej́sciem od punktu x∗ do punktu x∗ + ∆x też zlokali-
zowanego w tej hiperp laszczyźnie, to wtedy:

∆Φ(x∗) = Φ(x∗ +∆x) − Φ(x∗) = 2[x∗]TH∆x+ [∆x]TH∆x, dT∆x = 0 (9.61)

Z uk ladu (9.54) wyznaczamy λ∗,

λ∗ =
2k detH

dT adjHd
.

Wstawiaja
‘
c na powrót λ∗ do (9.54) otrzymamy







Hx∗ =
k detH

dT adjHd
d

dTx∗ = k






(9.62)

Konsekwencjami (9.62) sa
‘
: równość

Φ(x∗) = [x∗]
T
Hx∗ =

k2 detH

dT adjHd
(9.63)

oraz implikacja
dT∆x = 0 =⇒ 2[x∗]TH∆x = 0 (9.64)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (9.64) w (9.61) otrzymamy

∆Φ(x∗) = [∆x]TH∆x, dT∆x = 0 (9.65)

Z (9.65) i (9.52) wynika jednak (∆x 6= 0), że ∆Φ(x∗) > 0, a zatem x∗ realizuje ścis le
minimum Φ(x) = xTHx na dTx = k. Co wie

‘
cej, na mocy (9.63) mamy

min
dT x=k

xTHx =
k2 detH

dT adjHd
.

Tak wie
‘
c ϕ jest poprawnie określona, oraz

ϕ(k) = k +
k2 detH

dT adjHd
.

W przedziale [0, α) zachodzi nierówność ϕ(k) ≥ 0, z równościa
‘

tylko dla k = 0, ale
wtedy mindTx=0 V (x) jest, jak wynika z (9.54), osia

‘
gane wy lacznie w zerze. W ten

sposób pokazalísmy, że V (x) > 0 dla x ∈ Ω, x 6= 0.
Dla dowodu pozosta lej cze

‘́
sci tezy rozważymy dwa przypadki:
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1◦. α 6= ∞. Punkt k0 = 0.5α jest punktem, w którym ϕ osia
‘
ga maximum globalne,

równe ℓ0. Niech x∗0 be
‘
dzie punktem realizuja

‘
cym min

dT x=k0

xTHx. Funkcjona l V

jest suma
‘

formy kwadratowej i funkcjona lu wypuk lego x 7−→
∣
∣dTx

∣
∣. Stosuja

‘
c

rezultaty [122, Twierdzenie 10.1, str. 99 i Twierdzenie 10.4, str. 103] ustalamy,
że V jest cia

‘
g ly i lokalnie lipschitzowski. Zatem V posiada w dowolnym punkcie

uogólniony gradient w sensie Clarke’a [28]

δV (x) = {2Hx+ ud : u ∈ sign dTx} .

Na mocy (9.62) mamy

δV (x∗0) =
2k0 detH

dT adjHd
d+ d (9.66)

a z definicji k0
2k0 detH

dT adjHd
+ l = 0 (9.67)

Z (9.66), (9.67) wynika, że δV (x∗0) = 0, a to oznacza, że punkt x∗0 jest punk-
tem stacjonarnym funkcjona lu V [28]. Ponieważ z jednej strony x∗0 realizuje
mindT x=k0

xTHx, wie
‘
c przy oddalaniu sie

‘
w hiperp laszczyźnie dTx = k0 od

punktu x∗0 funkcjona l V rośnie, a z drugiej strony, wzd luż krzywej, stanowia
‘
cej

zbiór tych punktów x∗, które realizuja
‘

mindTx=k0
xTHx, przy k traktowanym

jako parametr, funkcjona l V maleje przy oddalaniu sie
‘

od punktu x∗0, jako, że
w punkcie k0 funkcja ϕ posiada maksimum. Z powyższego rozumowania wynika,
że punkt x∗0 jest punktem siod lowym funkcjona lu V , a to oznacza, że dla dowol-
nego l ∈ [0, l0) przekrój Ω∗

l = {u ∈ Ω : V (u) ≤ l} funkcjona lu V posiada zwarta
‘

sk ladowa
‘
Ωl zawieraja

‘
ca

‘
pocza

‘
tek uk ladu, a także to, że liczba l0 nie może

być powie
‘
kszona w taki sposób, by zachować opisana

‘
topologiczna

‘
w lasność

przekrojów funkcjona lu V .

2◦. α = ∞. Ponieważ funkcja ϕ jest rosna
‘
ca na IRn, wie

‘
c punkt x∗0 nie wysta

‘
pi,

a wie
‘
c wszystkie przekroje funkcjona lu V sa

‘
zwarte, l0 = ∞.

⊓⊔

9.5.3. Wyznaczanie obszaru atrakcji

Lemat 9.5.3. Za lóżmy, że zachodzi (9.12), a V – spe lnia za lożenia Lematu 9.5.2.
Warunkiem wystarczaja

‘
cym na to, aby istnia lo k ∈ (0, l0) takie, że

lim sup
h→0+

1

h
[V (w + hF(w)) − V (w)] ≤ 0 ∀w ∈ Ωk ,

gdzie Ωk oznacza sk ladowa
‘
zbioru Ω∗

k = {w ∈ Ω : V (w) ≤ k} zawieraja
‘
ca

‘
pocza

‘
tek

uk ladu, jest aby
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{w ∈ IRn : wT
[

ÂTH +HÂ
]

w ≥ 0} ∩ {w ∈ IRn : dTw = 0} = {0} (9.68)

Dowód. Uwzgle
‘
dniaja

‘
c wypuk lość funkcjona lu x 7−→

∣
∣dTx

∣
∣ otrzymujemy

lim sup
h→0+

1

h
[V (w + hF(w)) − V (w)] = FT (w)Hw + wTHF(w) + zTF(w) ,

z ∈ ∂
∣
∣dTw

∣
∣ = dsign dTw, gdzie ∂

∣
∣dTw

∣
∣ jest subgradientem funkcjona lu x 7−→

∣
∣dTx

∣
∣

w punkcie w. Pokażemy, że jeśli

‖w‖ ≤ min







[√

‖k‖2 + 4ρ(Q) |dT b| − ‖k‖
]

2ρ(Q)
,

∣
∣dT b

∣
∣

‖AT d‖







> 0 (9.69)

k = ATd+ 2Hb, ρ(Q) jest promieniem spektralnym macierzy Q = ATH +HA, to

FT (w)Hw + wTHF(w) + zTF(w) ≤ 0, z ∈ ∂
∣
∣dTw

∣
∣ (9.70)

Istotnie, z (9.69) wynika, że jeśli dTw = 0 to
∣
∣dTAw

∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣ i na mocy (9.40) mamy

FT (w)Hw + wTHF(w) + zTF(w) =






wTQw ± kTw + dT b, gdy dTw 6= 0

wT
(

ÂTH +HÂ
)

w, gdy

{
dTw = 0

∣
∣dTAw

∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣

}







∀z ∈ ∂
∣
∣dTw

∣
∣

(9.71)

Ponieważ wTQw ± kTw + dT b ≤ ρ(Q) ‖w‖2 + ‖k‖ ‖w‖ −
∣
∣dT b

∣
∣, wie

‘
c z (9.69) i (9.68)

wynika (9.70).
Teraz na podstawie Lematu 9.5.2 widać, że można wybrać liczbe

‘
k ∈ (0, l0) na

tyle ma la
‘
, by zbiór Ωk zawiera l sie

‘
w kuli (9.69), co kończy dowód. ⊓⊔

Z Lematu 9.5.3 wynika, że warunkiem wystarczaja
‘
cym na to, aby dla trójki

(Ω, V, l0), gdzie Ω, V , l0 sa
‘
określone w Lemacie 9.5.2, można by lo wyznaczyć liczbe

‘
k ∈ (0, l0) taka

‘
, że czwórka (Ω, V, l0, k) może być podstawiona do Lematu 9.5.1, jest

aby, macierz H i Â spe lnia ly za lożenia Lematu 9.5.2 i warunek (9.68). Okazuje sie
‘
,

że warunki te można uzyskać, zak ladaja
‘
c asymptotyczna

‘
stabilność ruchu ślizgowego,

zachodzi bowiem naste
‘
puja

‘
cy lemat, be

‘
da

‘
cy wzmocnieniem wyników Weissenbergera

[146], [147].

Lemat 9.5.4. Za lóżmy, że zachodzi (9.12). Warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
-

cym na to, aby istnia la macierz H, spe lniaja
‘
ca za lożenia Lematu 9.5.2 i taka, że para
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(H, Â) spe lnia (9.68) jest, aby (n − 1) wartości w lasnych macierzy Â mia lo ujemne
cze

‘́
sci rzeczywiste.

Uwaga 9.5.5. Zauważmy, że 0 jest wartościa
‘
w lasna

‘
macierzy Â. Istotnie: Âx0 = 0,

gdzie x0 = adjAb. Zatem x0 jest wektorem w lasnym macierzy Â, odpowiadaja
‘
cym

zerowej wartości w lasnej.

Dowód. Cze
‘́
sć wste

‘
pna. Bezpośrednio z (9.24) wynika, że

dT Â = 0T (9.72)

Dokonuja
‘
c blokowej dekompozycji macierzy Â i wektora d wed lug schematu:

d =

[
dn−1

dn

]

, Â =

[
An−1 a
cT ann

]

,

gdzie An−1 ∈ L(IRn−1), a, c, dn−1 ∈ IRn−1, dn, ann ∈ IR otrzymamy równoważna
‘

postać (9.72),

dTn−1An−1 + dnc
T = 0T , dTn−1a+ dnann = 0 .

Rozważmy macierz:

G =





Gn−1 g

1

‖d‖d
T
n−1

dn
‖d‖



 , Gn−1 ∈ L(IRn−1), g ∈ IRn (9.73)

Macierz G jest ortogonalna gdy, GTG = GGT = I, czemu odpowiada uk lad







GT
n−1Gn−1 +

1

‖d‖2
dn−1d

T
n−1 = I

GT
n−1g +

dn

‖d‖2
dn−1 = 0

‖g‖2 +
d2n

‖d‖2
= 1

Gn−1G
T
n−1 + ggT = I

Gn−1dn−1 + dng = 0







(9.74)

Jeżeli zauważy sie
‘
, że wektor dn−1 jest wektorem w lasnym macierzy d2nI + dn−1d

T
n−1

odpowiadaja
‘
cym wartości w lasnej ‖d‖2, to z (9.74) otrzymamy

{

Gn−1 = I − αjdn−1d
T
n−1

g = βjdn−1

}

, j = 1, 2
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oraz:

α1 =
‖d‖ − dn

‖d‖ ‖dn−1‖2
, α2 =

‖d‖ + dn

‖d‖ ‖dn−1‖2
, β1 =

−1

‖d‖ , β2 =
1

‖d‖ .

Macierz G dyktuje ortogonalna
‘
transformacje

‘
:

y =

[
z
yn

]

= Gx z ∈ IRn−1, yn ∈ IR (9.75)

która sprowadza równania różniczkowe ẋ = Âx do postaci

ẏ = GÂGT y =

[
A′ e
0T 0

]

y (9.76)

gdzie:

A′ = Gn−1An−1G
T
n−1 +Gn−1ag

T + gcTGT
n−1 + anngg

T ,

e =
1

‖d‖
[
Gn−1An−1dn−1 + dnGn−1a+ cT dn−1g + anndng

]
.

Sta
‘
d:

xT
[

ÂTH +HÂ
]

x = yT
[

GÂTGTGHGT +GHGTGÂGT
]

y =

= yT

{[

(A′)T 0

eT 0

]

H̃ + H̃

[

(A′)T e

0T 0

]}

y
(9.77)

H̃ = GHGT =

[
H ′ h
hT hnn

]

, H̃ ∈ L(IRn−1), h ∈ IRn−1, hnn ∈ IR (9.78)

Na mocy (9.78), (9.51) i (9.74) mamy także

V = yT H̃y + ‖d‖ |yn| = zTH ′z + ynh
T z + zThyn + y2nhnn + ‖d‖ |yn| (9.79)

Warunek konieczny. Zak ladamy, że istnieje H ∈ L(IRn), H = HT , taka, że
spe lniony jest warunek (9.52), ewentualnie dodatkowo (9.53) oraz para (H, Â) jest
taka, że spe lniony jest warunek (9.68). Z (9.68) wynika, że:

xT
[

ÂTH +HÂ
]

x ≤ 0 x ∈ IRn, dTx = 0 ,

przy czym równość ma miejsce tylko dla x = 0. Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (9.75), (9.77)

i (9.78) otrzymamy zT
[
(A′)TH ′ +H ′A′] z ≤ 0 dla wszystkich z ∈ IRn−1, przy czym

równość ma miejsce tylko dla z = 0, a zatem

(A′)TH ′ +H ′A′ < 0 (9.80)

242



9.5. WYZNACZANIE OBSZARU ATRAKCJI PUNKTU RÓWNOWAGI

Ponieważ (9.52) i (9.53) sa
‘
spe lnione, wie

‘
c na mocy Lematu 9.5.2: V (x) ≥ 0 dla x ∈ Ω,

przy czym równość ma miejsce tylko dla x = 0. Uwzgle
‘
dniaja

‘
c w tym wyniku (9.75)

i (9.79) otrzymamy V = zTH ′z ≥ 0 dla wszystkich z ∈ IRn−1, przy czym równość ma
miejsce tylko dla z = 0. Sta

‘
d

H ′ > 0 (9.81)

Odwo luja
‘
c sie

‘
do teorii macierzowego równania Lapunowa [80, Twierdzenie 3.12, str.

136], [2], [130] z (9.80) i (9.81) otrzymamy Reσ(A′) < 0, ale wobec (9.76) wynik ten
oznacza, że (n− 1)–wartości w lasnych macierzy Â ma ujemne cze

‘́
sci rzeczywiste.

Warunek wystaczaja
‘
cy. Zak ladamy, że (n − 1)–wartości w lasnych macierzy Â

posiada ujemne cze
‘́
sci rzeczywiste. Wobec (9.76) jest to natychmiast równoważne

warunkowi
Reσ(A′) < 0 (9.82)

Z teorii macierzowego równania Lapunowa [80, Twierdzenie 3.12, str. 136], [2], [130]
wiadomo, że (9.82) gwarantuje istnienie H ′ ∈ L(IRn−1), H ′ = (H ′)T > 0,

(A′)TH ′ +H ′A′ < 0 (9.83)

Z (9.83) wynika, że

zT
[
(A′)TH ′ +H ′A′] z ≤ 0 ∀z ∈ IRn−1 ,

przy czym równość ma miejsce tylko dla z = 0. Wprowadźmy macierz

H := GT H̃G = GT

[
H ′ h
hT hnn

]

G (9.84)

gdzie H ′ jest macierza
‘
określona

‘
przez (9.83), h ∈ IRn−1, hnn ∈ IR, a G jest macierza

‘

transformacji ortogonalnej (9.75). Twierdzimy, że para (H, Â) spe lnia (9.68), a ma-
cierz H czyni zadość za lożeniom Lematu 9.5.2, tj. spe lnia warunki (9.52), (9.53).

Z zależności (9.77), (9.78), (9.75), (9.83) wynika implikacja

(
dTx = 0 ⇐⇒ yn = 0

)
=⇒ xT

[

ÂTH +HÂ
]

x = zT
[
(A′)TH ′ +H ′A′] z ≤ 0 ,

przy czym równość ma miejsce tylko dla x = 0. Jest to równoważne warunkowi (9.68).
Stosuja

‘
c transformacje

‘
(9.75) do formy kwadratowej xTHx otrzymamy na pod-

stawie (9.84)

xTHx = yTGHGT y =

[
z
yn

]T [
H ′ h
hT hnn

] [
z
yn

]

.

Zatem zachodzi implikacja

(
dTx = 0 ⇐⇒ yn = 0

)
=⇒ xTHx = zTH ′z ≥ 0 ,
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przy czym równość ma miejsce tylko dla x = 0. Z udowodnionej w ten sposób impli-
kacji: dTx = 0 =⇒ xTHx ≥ 0, z równościa

‘
tylko dla x = 0, wynika równoważny jej

warunek (9.52).
Przyjmijmy, że: detH = 0 ⇐⇒ det H̃ = hnn detH ′ − hT adjH ′h = 0. Przypuść-

my, że (9.53) nie zachodzi. Zatem adjHd = 0. Sta
‘
d

dT adjHd = 0 (9.85)

Z drugiej strony mamy

dT adjHd = dT (adjG)(adj H̃)(adjGT )d = dTGT adj

[
H ′ h
hT hnn

]

Gd .

Korzystaja
‘
c z ostatniego równania uk ladu (9.74) otrzymujemy

dT adjHd =

[
0

‖d‖

]T

adj

[
H ′ h
hT hnn

] [
0

‖d‖

]

=

=

[
0

‖d‖

]T [
X (− adjH ′)h

−hT (adjH ′) detH ′

] [
0

‖d‖

]

(postać macierzy X jest tutaj nieistotna). Sta
‘
d

dT adjHd = ‖d‖2 detH ′ > 0 ,

co jest sprzeczne z (9.85). Zatem (9.53) zachodzi.
Warto podkreślić, że powyższy dowód warunku wystarczaja

‘
cego dostarcza kon-

strukcji macierzy H . ⊓⊔

Zak ladaja
‘
c, że macierz Â posiada (n−1)–wartości w lasnych o ujemnych cze

‘́
sciach

rzeczywistych, widzimy na podstawie Lematu 9.5.4, że istnieje macierz H , taka, że
para (H, Â) spe lnia warunek (9.68) i czyni zadość za lożeniom Lematu 9.5.2. Jednak,
jak wynika z dowodu lemtu 9.5.3, warunek (9.68) jest na tyle silny, że jedynym zerem

pochodnej: lim sup
h→0+

1

h
[V (w + hF(w)) − V (w)] dla w spe lniaja

‘
cych (9.69) jest w = 0,

ale to oznacza, że nasze wyj́sciowe za lożenie o widmie Â implikuje w pewien sposób
spe lnienie warunku (9.41). Wyjaśnienie tego przynosi poniższy lemat.

Lemat 9.5.6. Za lóżmy, że zachodzi (9.12). Wtedy

dT adjAb 6= 0 ⇐⇒ detA′ 6= 0 (9.86)

Dowód. Dzie
‘
ki (9.24) mamy

244



9.6. PRZYK LAD

adj Â = (adjA)

[

adj

(

I − 1

dT b
bdT
)]

=
1

dT b
(adjA)bdT (9.87)

Z (9.87) otrzymamy
dT adj Âb = dT adjAb (9.88)

Równość (9.88) można także otrzymać na innej drodze. W tym celu wystarczy za-
uważyć, że

[
A b
dT 0

] [ I 0

− 1

dT b
dTA I

]

=




A− 1

dT b
bdTA b

dT 0



 =

[

Â b
dT 0

]

,

ska
‘
d przechodza

‘
c do wyznaczników otrzymamy (9.88). Z (9.76) wynika, że

adj Â = adj

(

GT

[
A′ e
0T 0

]

G

)

= (adjG) adj

[
A′ e
0T 0

]

(adjGT ) =

= GT

(

adj

[
A′ e
0T 0

])

G = GT

[
0 − adjA′e

0T detA′

]

G

(9.89)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (9.89) w (9.88) otrzymujemy

dT adjAb = dTGT

[
0 − adjA′e

0T detA′

]

Gb =

=
[

0T ‖d‖
]
[

0 − adjA′e
0T detA′

]

Gb = ‖d‖ (detA′)Gb

(9.90)

Ponieważ d 6= 0, b 6= 0 i G jest nieosobliwa, wie
‘
c na podstawie (9.90) widzimy, że

zachodzi równoważność (9.86). ⊓⊔

Dla wyjaśnienia powsta lej poprzednio kwestii zauważmy, że za lożenie o widmie
Â daje Reσ(A′) < 0, a wie

‘
c detA′ 6= 0, ale teraz na podstawie Lematu 9.5.6 wynika,

że zachodzi warunek (9.41).

9.6. PRZYK LAD

Regulator czasooptymalny dla uk ladu

{
ẋ1 = x2
ẋ2 = x1 − u

}

, |u| ≤ 1

ma postać

u = sign
[

x2 +
√

x21 + 2 |x1|sign x1

]

.

Portret fazowy tego uk ladu przedstawiono na rysunku 9.2.
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-3 -2 -1 0 1 2 3
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x1

x2

Rysunek9.2. Portret fazowy uk ladu czasooptymalnego

Aproksymacja linii komutacji prosta
‘
x1+2x2 = 0 prowadzi do uk ladu suboptymalnego

{
ẋ1 = x2
ẋ2 = x1 − sign (x1 + 2x2)

}

(9.91)

maja
‘
cego postać (9.5) z:

n = 2, A =

[
0 1
1 0

]

, b =

[
0

−1

]

, d =

[
1
2

]

.

Ponieważ dT b = −2 < 0 wie
‘
c, zgodnie z Lematem 9.3.1, równanie (9.10) posiada

rozwia
‘
zanie H0 ∈ L(IR2), H0 = HT

0 > 0,

H0 =

[
α 1
1 2

]

, α >
1

2
.

Mamy teraz:

λmin(H0) =
1

2

[

α+ 2 −
√

α2 − 4α+ 8
]

, λmax(H0) =
1

2

[

α+ 2 +
√

α2 − 4α+ 8
]

λmax

(
ATH0 +H0A

)
= α+ 4 > 0 ,

a zatem na mocy (9.11)

ω(α) =
λ+ 4

α+ 2 −
√
α2 − 4α+ 8

, α >
1

2
.
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Funkcja ω(α) przyjmuje na przedziale (
1

2
,∞) minimum globalne w punkcie α0 = 3.5,

równe ω(α0) = 2.5. Tak wie
‘
c biora

‘
c α = α0 = 3.5 otrzymamy:

H0 =
1

2

[

7 2

2 4

]

, λmin(H0) =
3

2
, λmax(H0) = 4.0

i w konsekwencji ω ≥ 2.5.
Zgodnie z Twierdzeniem 9.3.4, jedyne rozwia

‘
zanie x = x(·, x0) problemu (9.7)

i (9.8) jakie istnieje dla naszej trójki (A, b, d) jest rozwia
‘
zaniem w sensie Filippova

dla uk ladu (9.5), (9.6) oraz definiuje ono CSDS na IR2. Wie
‘
cej z oszacowania (9.19)

i twierdzenia Rayleigha wynika, że

∥
∥x(t, x10) − x(t, x20)

∥
∥
e
≤
√

λmax(H0)

λmin(H0)
eωt
∥
∥x10 − x20

∥
∥
e

=

√

8

3
e2.5t

∥
∥x10 − x20

∥
∥
e
,

gdzie ‖·‖e oznacza norme
‘
euklidesowa

‘
w IRn. Wynikaja

‘
ce z Twierdzenia 9.4.1 i Uwagi

9.3.3, rozbicie przestrzeni IR2 na obszary charakteryzuja
‘
ce sie

‘
odmiennym sterowa-

niem przedstawione jest na rysunku 9.3 wraz z lokalizacja
‘
ruchów ślizgowych.-HHHHHHHHx2 x12�2�2 2 dTx = 0HHHHHHHHSM obszar o sterowaniuu = 1obszar o sterowaniuu = �1

dTAx = dT b
dTAx = �dT b

HHHHHHHHHHH HHH HHHHHH6AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAA

Rysunek9.3. Dekompozycja p laszczyzny stanu na obszary o różnym sterowaniu i lokalizacja
ruchów ślizgowych

Ponieważ:
detA = −1 6= 0, dTA−1b = −1 < 0 ,
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wie
‘
c z Twierdzenia 9.4.3 wynika, że

[
0
0

]

,

[
−1

0

]

,

[
1
0

]

sa
‘
punktami osobliwymi.

Macierz Â wyznaczamy ze wzoru (9.24),

Â =
1

2

[

0 2

0 −1

]

.

Widmo macierzy Â tworza
‘
liczby: {0}, {−1

2
}, a zatem Â posiada n− 1 = 1 wartości

w lasnych o ujemnych cze
‘́
sciach rzeczywistych, co na mocy Lematu 9.5.4 oznacza, że

istnieje macierz H spe lniaja
‘
ca za lożenia Lematu 9.5.2 i czynia

‘
ca wraz z Â zadość

warunkowi (9.52). Wyznaczenia ogólnej postaci H może być oparte na procedurze
opisanej w dowodzie Lematu 9.5.4. Za pomoca

‘
wzorów (9.73) i (9.74) znajdujemy

G =
1√
5

[

−2 1

1 2

]

= GT .

Z (9.76) otrzymujemy A′ = −1

2
. H ′ wyznaczamy z zależności (9.80):

2H ′A′ = −q, q > 0, q – dowolne .

Biora
‘
c dowolne liczby rzeczywiste h, h22 ze wzoru (9.84) znajdujemy

H̃ =

[

q h

h h22

]

⇐⇒ H =
1

5

[

4q − 4h+ h22 −2q − 3h+ 2h22

−2q − 3h+ 2h22 q + 4h+ 4h22

]

.

Z (9.71) wynika, że wybór H w taki sposób, aby

{
ATH +HA ≥ 0
2Hb+ATd = 0

}

(9.92)

upraszcza postać pochodnej D+V funkcjona lu (9.51). Otrzymamy sta
‘
d macierz

H =
1

2

[

3 2

2 1

]

odpowiadaja
‘
ca

‘
parametrom q =

1

2
, h = −1.0, h22 =

3

2
(drugie rozwia

‘
zanie uk ladu

(9.92) odpowiada q < 0 i nie jest dopuszczalne). Wtedy

ATH +HA =

[

2 2

2 2

]

≥ 0, ÂTH +HÂ =
1

2

[

0 2

2 3

]

.

Sprawdzamy, że sa
‘
spe lnione warunki (9.52) i (9.68), co objaśnia rysunek 9.4.
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@@@@@ C�1

x2 = �3x1 x2 = �x1
x2 x2 x1x1 C+2

4x1 + 3x2 = 0
1 1 11SSSSSSSSSSSSSSSS

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH --
Rysunek9.4. Weryfikacja warunków (9.52), (9.68). W stożku C−

1 forma kwadratowa xTHx
nie przyjmuje wartości dodatnich, a w stożku C+

2 forma kwadratowa xT (ÂTH + HÂ)x nie
przyjmuje wartości ujemnych

Na podstawie Lematu 9.5.2 znajdujemy α = 10, l0 =
5

2
. Zbiór poziomicowy Ω∗

l

funkcjona lu (9.51) posiada dla l < l0 sk ladowa
‘
zwarta

‘
Ωl otaczaja

‘
ca

‘
pocza

‘
tek uk ladu.

Ponadto

D+V (x) = lim sup
h→0+

V (x+ hF(x)) − V (x)

h
=

= FT (x)Hx+ xTHF(x) +







dTF(x), gdy dTx > 0
∣
∣dTF(x)

∣
∣ , gdy dTx = 0

−dTF(x), gdy dTx < 0






=

=







xT
(
ATH +HA

)
x+ 2bTHx+ dTAx + dT b, gdy dTx > 0 lub

dTx = 0, dTAx >
∣
∣dT b

∣
∣

xT
(
ATH +HA

)
x− 2bTHx− dTAx + dT b, gdy dTx < 0

dTx = 0, −dTAx >
∣
∣dT b

∣
∣

xT
(

ÂTH +HÂ
)

x, gdy dTx = 0,
∣
∣dTAx

∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣







=







2(x1 + x2)2 − 2, gdy x1 + 2x2 6= 0 lub
x1 + 2x2 = 0, |2x1 + x2| > 2

3

2
x22 + 2x1x2, gdy x1 + 2x2 = 0, |2x1 + x2| ≤ 2







≤ 0
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dla każdego x ∈ {(x1, x2) : |x1 + 2x2| < l} z równościa
‘

tylko dla x = 0. Estymata
obszaru atrakcji pocza

‘
tku uk ladu, wyznaczona z Lematu 9.5.1,

Ω1 =
{

(x1, x2) ∈ IR2 :
1

2
(2x1+x2)2− 1

2
x21+ |x1 + 2x2| <

5

2
, |x1 + 2x2| < 10

}

(9.93)

jest przedstawiona na rysunku 9.5.
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Rysunek9.5. Portret fazowy uk ladu suboptymalnego z zaznaczona
‘

estymata
‘

obszaru
atrakcji

Zauważmy, że konstrukcja funkcjona lu Lapunowa i estymaty obszaru atrakcji
pocza

‘
tku uk ladu może być także zrealizowana podobnie do wyników przedstawionych

w dowodzie Twierdzenia 6.1.5. Jeżeli istnieje q ≥ 0 i k > 0, dla których uk lad







ATH +HA− kddT = −ggT

Hb+
q

2
ATd+

1

2
d = −

√

−qdT bg






(9.94)

posiada rozwia
‘
zanie (H, g), H ∈ L(IRn), H = HT , g ∈ IRn takie, że

{

x ∈ IRn : xT
(

ÂTH +HÂ
)

x ≥ 0
}

∩
{
x ∈ IRn : dTx = 0

}
= {0} ,

to pochodna
‘
D+V funkcjona lu V (x) = xTHx + q

∣
∣dTx

∣
∣ wzd luż rozwia

‘
zań uk ladu

(9.7), (9.8) można przedstawić w postaci
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D+V (x) = FT (x)Hx+ xTHF(x) + q







dTF(x), gdy dTx > 0
∣
∣dTF(x)

∣
∣ , gdy dTx = 0

−dTF(x), gdy dTx < 0






=

=







xT
(
ATH +HA

)
x+ 2bTHx+ qdTAx+ qdT b, gdy dTx > 0 lub

dTx = 0, dTAx >
∣
∣dT b

∣
∣

xT
(
ATH +HA

)
x− 2bTHx− qdTAx+ qdT b, gdy dTx < 0 lub

dTx = 0, −dTAx >
∣
∣dT b

∣
∣

xT (ÂTH +HÂ)x, gdy dTx = 0,
∣
∣dTAx

∣
∣ ≤

∣
∣dT b

∣
∣







=







−
(

gTx+
√

−qdT bsign dTx
)2

−
∣
∣dTx

∣
∣
(
1 − k

∣
∣dTx

∣
∣
)
,

xT (ÂTH +HÂ)x ,

−
(

gTx+
√

−qdT b
)2

,

−
(

gTx−
√

−qdT b
)2

,

gdy dTx 6= 0
gdy dTx = 0, dTAx ≤

∣
∣dT b

∣
∣

gdy dTx = 0, dTAx >
∣
∣dT b

∣
∣

gdy dTx = 0, −dTAx >
∣
∣dT b

∣
∣







≤ 0 ∀x ∈ IRn,
∣
∣dTx

∣
∣ ≤ 1

k
,

przy czym najwie
‘
kszym zbiorem mocno–inwariantym zawartym w zbiorze

E = {x ∈ IRn : k
∣
∣dTx

∣
∣ < 1, D+V (x) = 0}

jest zerowy punkt równowagi. Na podstawie Lematu 9.5.1 otrzymuje sie
‘

naste
‘
puja

‘
ca

‘
estymate

‘
obszaru atrakcji zerowego punktu równowagi

Ω2 =

{

x ∈ IRn :
∣
∣dTx

∣
∣ ≤ 1

k
, xTHx+ q

∣
∣dTx

∣
∣ < q +

k2 detH

dT adjHd

}

(9.95)

Jeżeli para (A, b) jest sterowalna, to rozwia
‘
zanie uk ladu (9.94) można określić ko-

rzystaja
‘
c ze wzorów (6.27) ÷ (6.29). Tak w laśnie jest w przypadku uk ladu (9.91).

Ponieważ macierz A+µbdT jest hurwitzowska dla µ > 1 wie
‘
c najmniejsze k > 0, przy

którym nierówność cze
‘
stotliwościowa (6.18) może być spe lniona dla pewnego q ∈ IR

jest k = 1. Zgodnie z (9.13)

G(s) = dT (A− sI)−1b =
2s+ 1

s2 − 1

i dla k = 1, q ≥ 0 mamy

ReG(jω) − ωq ImG(jω) + |G(jω)|2 =
2qω4 + (2q + 3)ω2

(ω2 + 1)2
≥ 0 ∀ω ∈ IR .

Zatem k = 1. Obliczeń nie be
‘
dziemy jednak kontynuować, gdyż estymata (9.95) jest

konserwatywna w porównaniu z (9.93). Wynika to z faktu, że Ω2 zawiera sie
‘

w pasie
∣
∣dTx

∣
∣ ≤ 1.
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10.1. UK LADY Z BEZPOŚREDNIM STEROWANIEM

10.1.1. Sprowadzenie problemu do standardowego uk ladu Lurie

Cze
‘́
sci liniowe uk ladów Lurie rozpatrywanych w innych rozdzia lach nie zawiera ly

bezpośredniego sterowania. Rozważmy teraz uk lad z bezpośrednim oddzia lywaniem
sterowania na wyj́scie







ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)

y(t) = cTx(t) + du(t)

(y(t), u(t)) ∈ F







, t ≥ 0 (10.1)

gdzie A ∈ L(IRn), b, c ∈ IRn, d ∈ IR, d 6= 0, F ⊂ IR × IR jest operatorem
wielowartościowym opisuja

‘
cym sprze

‘
żenie zwrotne. Z dwu ostatnich równań uk ladu

(10.1) i definicji 9.1.2 wynika, że

(cTx, y) ∈ (I − dF )−1 .

Jeżeli (I − dF )−1 jest wykresem skalarnej, lokalnie lipschitzowskiej, zeruja
‘
cej sie

‘
w zerze funkcji, która

‘
dla prostoty oznaczymy tym samym symbolem, to otrzymamy







y = (I − dF )−1 (cTx)

u =
1

d
(I − dF )−1(cTx) − 1

d
cTx






(10.2)

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c (10.2) w pierwszym równaniu uk ladu (10.1) dostajemy uk lad Lurie

bez bezpośredniego sterowania

ẋ =

(

A− 1

d
bcT
)

x+
1

d
b (I − dF )−1 (cTx) (10.3)

Teraz stabilność zerowego punktu równowagi może być analizowana z wykorzystaniem
Twierdzenia 6.1.5.

10.1.2. Przyk lad. Oscylator z filtrem typu T

Równania stanu oscylatora z filtrem typu T, przedstawionego na rysunku 10.1, maja
‘

postać (10.1) z:

n = 2, A =

[ −2 −1

−1 −1

]

, b =

[
1

0

]

, c =

[ −1

−1

]

, d = 1

i operatorem wielowartościowym F o wykresie przedstawionym na rysunku 10.2a.
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10.1. UK LADY Z BEZPOŚREDNIM STEROWANIEMt t ������HHHHHH ttt
tt

RC CR R2 R1+�6u 6y��x1 x2
Rysunek10.1. Oscylator z mostkiem typu T

Ponieważ analizujemy asymptotyczne zachowanie sie
‘

systemu możemy bez straty
ogólności rozważań przyja

‘́
c RC = 1. Nachylenie µ > 1 zależy od doboru rezystancji

R1, R2. Operator (I −F )−1 jest lokalnie lipschitzowska
‘
funkcja

‘
skalarna

‘
, zeruja

‘
ca

‘
sie

‘
w zerze, o wykresie przedstawionym na rysunku 10.2b.-6 ������������ � > 1u 1�1�1 1 ya -6�����@@@@@@�����PQ y 1�1 1 cTx�1 AAAAAAAAAAAA �2b �
Rysunek10.2. Wykresy operatorów wielowartościowych: a) operator F ; b) operator
(I − F )−1. Γ – granica stabilności, Q = ((µ− 1)/µ, 1/µ), P = ((1 − µ)/µ, 1/µ)

253



10. SPECJALNE UK LADY LURIE

Uk lad (10.3) przyjmuje postać

{
ẋ1 = −x1 + (I − F )−1(−x1 − x2)
ẋ2 = −x1 − x2

}

(10.4)

Z Twierdzenia 6.1.5 (przypadek (II) z q = 0, k1 = −2) wynika, że uk lad Lurie
(6.21) z:

n = 2, A =

[
−1 0
−1 −1

]

, b =

[
1
0

]

, c =

[
−1
−1

]

jest ABSS w sektorze (−2,∞). Porównuja
‘
c ten wynik z (10.4) widzimy, że dla µ >

3

2
wykres (I − F )−1 mieści sie

‘
w sektorze ABSS i uk lad (10.4) jest GAS.

Z drugiej strony, transformacja liniowa X = −x1 − x2, Y = −x2 przeprowadza
(10.4) w uk lad

{
Ẋ = Y − 2X − (I − F )

−1
(X)

Ẏ = −X

}

,

równoważny uk ladowi Liénarda (7.7). Z Uwagi 7.3.1 wynika, że dla µ <
3

2
w uk ladzie

wzbudzaja
‘
sie

‘
drgania okresowe.

10.1.3. Przyk lad. Generator z filtrem typu 2T

Równania stanu oscylatora z filtrem typu 2T, przedstawionego na rysunku 10.3,t������HHHHHH t t3RC CR+� ��x1 x2R1 R2 3R
ttt

t tt 6x35C 6y6u
Rysunek10.3. Oscylator z mostkiem typu 2T
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maja
‘
postać (10.1) z:

n = 3, A =










−4

3
−1

3
−1

3

−1

3
−1

3
−1

3

− 1

15
− 1

15
− 2

15










, b =










4

3
1

3
2

15










, c =






−1

−1

0




 , d = 1 .

Bez straty ogólności rozważań przyje
‘
to RC = 1. Ze wzgle

‘
du na odmienny niż

w przyk ladzie poprzednim sposób aplikacji wzmacniacza operacyjnego F jest wykre-
sem funkcji, która

‘
dla prostoty zapisu oznaczymy tym samym symbolem,

F (y) =







1, gdy y ≤ − 1

µ

−µy, gdy |y| <
1

µ

−1, gdy y ≥ 1

µ







,

gdzie µ jest parametrem dodatnim, zależnym od doboru rezystancji R1, R2. (I−F )−1

jest także wykresem funkcji,

(I − F )−1(y) =







y + 1, gdy y ≤ −µ+ 1

µ

1

µ+ 1
y, gdy |y| <

µ+ 1

µ

y − 1, gdy y ≥ µ+ 1

µ







(10.5)

Uk lad (10.3) przyjmuje postać







ẋ1 = x2 −
1

3
x3 +

4

3
(I − F )−1(cTx)

ẋ2 = −1

3
x3 +

1

3
(I − F )−1(cTx)

ẋ3 =
1

15
x1 +

1

15
x2 −

2

15
x3 +

2

15
(I − F )−1(cTx)







(10.6)

tj. postać n = 3 -wymiarowego uk ladu Lurie (6.21) z:

A =










0 1 −1

3

0 0 −1

3
1

15

1

15
− 2

15










, b =










4

3
1

3
2

15










, c =






−1

−1

0




 (10.7)
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i funkcja
‘
f = (I − F )−1 zdefiniowana

‘
przez (10.5). Do dalszych obliczeń wybieramy

trójke
‘

(A, b, c) jak w (10.7). Transmitancja liniowej cze
‘́
sci uk ladu wynosi

G(s) = cT (A− sI)−1b =

5

3
s2 +

7

15
s

s3 +
2

15
s2 +

2

45
s+

1

45

.

Macierz (A+ µbcT ) jest hurwitzowska dla µ >
−46 +

√
7891

525
. Dla:

k1 =
−46 +

√
7891

525
> 0, q =

45(−597 + 7
√

7891)

2(7891 + 4
√

7891)
> 0

mamy

ReG(jω) − ωq ImG(jω) + k1 |G(jω)|2 =

=

5

3
qω2

(
ω2 −Ω

)2

(
1

45
− 2

15
ω2

)2

+

(
2

45
ω − ω3

)2 ≥ 0 ∀ω ∈ IR, Ω =
4 +

√
7891

1125
,

a zatem nierówność cze
‘
stotliwościowa (6.18) jest spe lniona. Z Twierdzenia 6.1.5

wynika, że zerowy punkt równowagi uk ladu (10.6) jest GAS, gdy

1

1 + µ
> k1 ⇐⇒ µ <

35 +
√

7891

11
.

Dla µ <
35 +

√
7891

11
zerowy punkt równowagi traci stabilność ale, zgodnie z Twier-

dzeniem 7.4.4, uk lad (10.6) jest dyssypatywny.

10.2. UK LADY
Z NIELINIOWOŚCIAMI RÓŻNICZKOWALNYMI

10.2.1. Konstrukcja funkcjona lu Lapunowa. Kryterium stabilności

Systemy z nieliniowościami różniczkowalnymi by ly analizowane w [64], [150], [118],
[66], [22], [97], [8], podczas gdy artyku ly [131], [132], [133], [134] sa

‘
poświe

‘
cone ba-

daniom uk ladów z nieliniowościami wykazuja
‘
cymi pewne w lasności symetrii, niepa-

rzystości i/lub monotoniczności. Rezultaty opisane w tym podrozdziale stanowia
‘
po-

most pomie
‘
dzy klasycznymi uje

‘
ciami tematu [64] (podobna konstrukcja funkcjona lu

Lapunowa), a podej́sciami nowoczesnymi [53], [54] (uproszczenie rezultatów poprzez
stosowanie ograniczeń nak ladanych wy la

‘
cznie na pochodna

‘
charakterystyki nielinio-

wego sprze
‘
żenia zwrotnego).
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Rozważać be
‘
dziemy uk lad Lurie:

ẋ = Ax+ bF (cTx), F ∈ C1(IR) (10.8)

Dla uk ladu (10.8) be
‘
dziemy konstruować funkcjona l Lapunowa postaci

V (x) = xTHx+ 2hTxF + γF 2 + q

∫ cT x

0

F (σ)dσ (10.9)

Pochodna
‘
V̇ funkcjona lu (10.9) wzd luż rozwia

‘
zań uk ladu (10.8) można przedstawić

w postaci

V̇ (x) = ẋTHx+ xTHẋ+ 2hT ẋF + 2hTxḞ + 2γF Ḟ + qFcT ẋ =

= xTATHx+ FbTHx+ xTHAx+ xTHbF + 2hTAxF+

+2hT bF 2 + 2hTxḞ + 2γF Ḟ + qFcTAx + qF 2cT b =

=





x
F

Ḟ





T








ATH +HA Hb+ATh+
q

2
AT c h

bTH + hTA+
q

2
cTA 2hT b+ qcT b γ

hT γ 0












x
F

Ḟ





(10.10)

Zak ladamy, że na pochodna
‘
charakterystyki nieliniowego sprze

‘
żenia zwrotnego nak la-

dane sa
‘
ograniczenia

0 < F ′(σ) < k ∀σ ∈ IR (10.11)

Aby uwzgle
‘
dnić ograniczenia (10.11) dodajemy do i odejmujemy od prawej strony

(10.10) wyrażenie

0 ≤
[

1 − 1

k
F ′(σ)

]

F ′(σ)(σ̇)2 =

[

σ̇ − 1

k
F ′(σ)σ̇

]

F ′(σ)σ̇ =

= (cTAx+ cT bF − 1

k
Ḟ )Ḟ =





x
F

Ḟ





T










0 0
1

2
AT c

0 0
1

2
cT b

1

2
cTA

1

2
cT b − 1

k














x
F

Ḟ



 .

W efekcie otrzymujemy

V̇ (x) =





x
F

Ḟ





T

D





x
F

Ḟ



−
[

1 − 1

k
F ′(σ)

]

F ′(σ)(σ̇)2 ,

gdzie macierz D jest równa

257



10. SPECJALNE UK LADY LURIE

D =










ATH +HA Hb+ATh+
q

2
AT c h+

1

2
AT c

bTH + hTA+
q

2
cTA 2hT b+ qcT b γ +

1

2
cT b

hT +
1

2
cTA γ +

1

2
cT b − 1

k










,

Wprowadźmy oznaczenia:

A1 :=

[

A b

0T 0

]

, b1 :=

[

0

1

]

,

K :=






0
q

2
AT c

q

2
cTA qcT b




 , e1 :=






1

2
AT c

1

2
cT b




 .

Przy powyższych oznaczeniach mamy: D ≤ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy uk lad
rozwia

‘
zuja

‘
cych równań Lurie







AT
1H1 +H1A1 +K = −g1gT1

H1b1 + e1 = −
√

1

k
g1







(10.12)

posiada rozwia
‘
zanie (H1, g1), H1 = HT

1 ∈ L(IRn+1), g1 ∈ IRn+1,

H1 :=

[

H h

hT γ

]

, g1 =

[

g

δ

]

.

Uwaga 10.2.1. Rozpisana
‘
postacia

‘
uk ladu (10.12) jest







ATH +HA = −ggT

Hb+ATh+
q

2
AT c = −δg

2bTh+
1

2
cT b = −δ2

h+
1

2
AT c = −

√

1

k
g

γ +
1

2
cT b = −

√

1

k
δ







(10.13)

Jeżeli uk lad (10.12) posiada rozwia
‘
zanie (H1, g1) to
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V̇ (x) ≤ −
[

1 − 1

k
F ′(σ)

]

F ′(σ)(σ̇)2 ≤ 0 (10.14)

i funkcjona l (10.9) jest funkcjona lem Lapunowa dla (10.8).
Ponieważ para (A1, b1) jest sterowalna wtedy i tylko wtedy, gdy para (A, b)

jest sterowalna, wie
‘
c do ustalenia, czy uk lad (10.12) posiada rozwia

‘
zanie można zas-

tosować Lemat 6.1.4. Porównuja
‘
c (10.12) z (6.3) i korzystaja

‘
c z Lematu 6.1.4 wnosimy,

że nierówność cze
‘
stotliwościowa

1

k
+ eT1 (A1 − jωI)−1b1 + bT1 (AT

1 + jωI)−1e1−

−bT1 (AT
1 + jωI)−1K(A1 − jωI)−1b1 ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A1)

(10.15)

jest warunkiem koniecznym i dostatecznym rozwia
‘
zalności uk ladu (10.12). Zauważmy,

że

(A1 − sI)−1b1 =
1

s

[

(A− sI)−1b

−1

]

,

a sta
‘
d dzie

‘
ki tożsamości (2.21),

eT1 (A1−jωI)−1b1 =
1

2
G(jω), −bT1 (AT

1 +jωI)−1K(A1−jωI)−1b1 =
q

ω2
Re[jωG(jω)] ,

gdzie G oznacza transmitancje
‘

liniowej cze
‘́
sci systemu i wyraża sie

‘
wzorem (2.40).

Ostatecznie (10.15) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

1

k
+ ReG(jω) − q

ω
ImG(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A) (10.16)

Z (10.14) i (10.11) wynika inkluzja

E1 :=
{

x ∈ IRn : V̇ (x) = 0
}

⊆ E2 :=
{
x ∈ IRn : cT ẋ = cTAx + cT bF (cTx) = 0

}
.

Jeżeli x(·, x0) jest rozwia
‘
zaniem (10.8) zawartym w E2 to musi być

{
ẍ(t, x0) = Aẋ(t, x0)

cT ẋ(t, x0) = 0

}

, t ≥ 0 .

Przy za lożeniu obserwowalności pary (A, cT ) otrzymujemy ẋ(t, x0) ≡ 0, co oznacza, że
wtedy E2 jest zbudowany z punktów równowagi uk ladu (10.8). Dla zagwarantowania,
że pocza

‘
tek uk ladu wspó lrze

‘
dnych jest punktem równowagi zak ladamy

F (0) = 0 (10.17)

Warunki (10.11) i (10.17) implikuja
‘
warunek sektorowy

0 <
F (σ)

σ
< k ∀σ 6= 0 (10.18)
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Istotnie, na mocy (10.11) funkcja σ 7−→ F (σ) − kσ jest rosna
‘
ca, a ponieważ dzie

‘
ki

(10.17) zeruje sie
‘
w zerze, wie

‘
c dla σ > 0 wykres F leży nad, a dla σ < 0 pod wykresem

funkcji liniowej σ 7−→ kσ. Podobnie F ′(σ) > 0 wraz z (10.17) pozwala ustalić, że dla
σ > 0 wykres F leży nad, a dla σ < 0 – pod osia

‘
0σ.

Za lóżmy także, że

Reλ
(
A+ µbcT

)
< 0 ∀µ ∈ (0, k) (10.19)

Wtedy z pierwszej metody Lapunowa (metody linearyzacji) wynika, że pocza
‘
tek

uk ladu jest lokalnie AS dla dowolnej F spe lniaja
‘
cej (10.11).

Wykażemy teraz, że przy za lożeniu sterowalności pary (A, b) i obserwowalności
pary (A, cT ) zbiór punktów równowagi sk lada sie

‘
wy la

‘
cznie z pocza

‘
tku uk ladu

wspó lrze
‘
dnych, tzn. równanie

Ax+ bF (cTx) = 0 (10.20)

posiada tylko zerowe rozwia
‘
zanie. Dla dowodu rozważmy dwa przypadki.

1◦. detA = 0. Mnoża
‘
c (10.20) z lewej strony przez cT adjA dostajemy

cT adjAbF (cTx) = 0 .

Zauważmy, że cT adjAb 6= 0. Gdyby tak nie by lo, to s = 0 by lby pierwiastkiem
wielomianu cT adj(A−sI)b stanowia

‘
cego licznik transmitancji (2.40), a ponieważ

za lożylísmy, że s = 0 jest biegunem transmitancji, wie
‘
c wysta

‘
pi laby degeneracja

transmitancji (skrócenie licznika i mianownika przez s). Na mocy twierdzenia
Popova [128, str. 534 - 535], [40, str. 48] jest to sprzeczne ze sterowalnościa

‘
pary

(A, b) i obserwowalnościa
‘

(A, cT ). Ponieważ cT adjAb 6= 0, wie
‘
c F (cTx) = 0.

Dzie
‘
ki (10.17) i (10.18) mamy cTx = 0. Rozwia

‘
zanie osobliwe x(·, x0) spe lnia

zatem uk lad
{

ẋ(t, x0) = Ax(t, x0)
cTx(t, x0) = 0

}

, t ≥ 0 .

Sta
‘
d, wobec obserwowalności pary (A, cT ) mamy x(t, x0) ≡ 0.

2◦. detA 6= 0. Mnoża
‘
c (10.20) z lewej strony przez cTA−1 dostajemy

cTx+G(0)F (cTx) = 0 .

Przypuśćmy, że cTx 6= 0. Wtedy dla µ =
F (cTx)

cTx
mamy 1+µG(0) = 0. Na mocy

(10.18), oznacza to, że istnieje µ ∈ (0, k), dla którego s = 0 jest biegunem uk ladu
zamknie

‘
tego, co jest sprzeczne z (10.19). Zatem cTx = 0. Powtarzaja

‘
c dyskusje

‘
poprzedniego przypadku ustalamy, że 0 jest jedynym punktem równowagi.
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Ostatecznie pokazalísmy, że E1 = E2 = {0}. Z Twierdzenia 2.1.6 wynika teraz, że
każde ograniczone rozwia

‘
zanie uk ladu (10.8) zda

‘
ża do zerowego punktu równowagi.

Jak wiemy, zerowy punkt równowagi jest lokalnie AS. Zatem dla dowodu GAS
wystarczy udowodnić, że wszystkie rozwia

‘
zania sa

‘
ograniczone. Zgodnie z Twierdze-

niem 7.1.3 wymaga to wykazania, że warunek (7.2) jest spe lniony. Funkcja liniowa
F (σ) = µσ, µ ∈ (0, k) spe lnia warunki (10.11) i (10.17). W tym przypadku uk lad
(10.8) staje sie

‘
uk ladem liniowym

ẋ =
(
A+ µbcT

)
x (10.21)

a funkcjona l (10.9) przyjmuje postać formy kwadratowej

Vµ(x) = xT
[

H + µhcT + µchT + γµ2ccT +
qµ

2
ccT
]

x .

Z (10.14) wynika, że pochodna V̇µ formy kwadratowej Vµ wzd luż rozwia
‘
zań uk ladu

(10.21) spe lnia nierówność

V̇µ(x) ≤ −µ
(

1 − µ

k

) [
cT
(
A+ µbcT

)
x
]2

.

Teraz z (10.19) wynika, że

Vµ(x0) ≥ µ
(

1 − µ

k

)∫ ∞

0

[

cT
(
A+ µbcT

)
et(A+µbcT )x0

]2

dt ≥ 0 ∀x0 ∈ IRn .

Ca lka znika dla tych x0 ∈ IRn, dla których

cT
(
A+ µbcT

)
et(A+µbcT )x0 = 0 ∀t ≥ 0 .

Ponieważ para (A, cT ) jest obserwowalna, wie
‘
c para

(
A+ µbcT , cT

)
też jest obser-

wowalna. Wobec wynikaja
‘
cej z (10.19) nieosobliwości macierzy A + µbcT , µ ∈ (0, k),

para
(
A+ µbcT , cT

(
A+ µbcT

))
jest obserwowalna. Dla dowodu wystarczy zauważyć,

że jej macierz obserwowalności powstaje przez lewostronne przemnożenie przez A +
µbcT macierzy obserwowalności pary

(
A+ µbcT , cT

)
. Dzie

‘
ki obserwowalności pary

(
A+ µbcT , cT

(
A+ µbcT

))
mamy

Vµ(x0) > 0 ∀x0 ∈ IRn, x0 6= 0 .

W ten sposób pokazalísmy, że

H + µhcT + µchT + γµ2ccT +
qµ

2
ccT > 0 ∀µ ∈ (0, k) (10.22)

Jeżeli cTx = 0 to V (x) = xTHx = Vµ(x) i z (10.22) dostajemy

lim
‖x‖→∞,cT x=0

V (x) = ∞ .
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Jeżeli cTx 6= 0 to V (x) zapisujemy w postaci

V (x) = xT

[

H +
F (cTx)

cTx
hcT + chT

F (cTx)

cTx
+ γ

[
F (cTx)

cTx

]2

ccT +
q

2

F (cTx)

cTx
ccT

]

+

+q

[
∫ cT x

0

F (σ)dσ − 1

2
cTxF (cTx)

]

.

Funkcja

IR ∋ µ 7−→ λmin

(

H + µhcT + µchT + γµ2ccT +
qµ

2
ccT
)

jest cia
‘
g la i dzie

‘
ki (10.22) w przedziale (0, k) przyjmuje wartości dodatnie, a w prze-

dziale [0, k] – wartości nieujemne. Przyjmijmy mocniejsze za lożenie, że funkcja ta jest
dodatnia w przedziale [0, k] lub, równoważnie, że istnieje ε > 0 takie, że

λmin

(

H + µhcT + µchT + γµ2ccT +
qµ

2
ccT
)

≥ ε ∀µ ∈ [0, k] (10.23)

Za lożenie (10.23) jest spe lnione, gdy zamiast (10.11) zachodzi mocniejszy warunek

0 < inf
σ∈IR

F ′(σ) ≤ F ′(σ) ≤ sup
σ∈IR

F ′(σ) < k ∀σ ∈ IR (10.24)

którego konsekwencja
‘
jest wzmocniony warunek sektorowy

0 < inf
σ∈IR

F (σ)

σ
≤ F (σ)

σ
≤ sup

σ∈IR

F (σ)

σ
< k .

Za lóżmy także, że

lim inf
|σ|→∞

q

σ2

[∫ σ

0

F (ξ)dξ − 1

2
σF (σ)

]

≥ 0 (10.25)

Wtedy, na mocy (10.25) dla dowolnego ε > 0 istnieje σ0 > 0 taka, że

Φ(σ) := q

[
∫ cTx

0

F (σ)dσ − 1

2
cTxF (cTx)

]

≥ −ε
∣
∣cTx

∣
∣
2

2 ‖c‖2
≥ −ε

2
‖x‖2 gdy |σ| ≥ σ0 .

Sta
‘
d i z (10.23) otrzymujemy

V (x) ≥







ε ‖x‖2 − min
|σ|≤σ0

Φ(σ) gdy |σ| ≤ σ0

ε

2
‖x‖2 gdy |σ| ≥ σ0







−→ ∞ gdy ‖x‖ → ∞ .

Powyższe wyniki można zebrać w formie poniższego twierdzenia.

Twierdzenie 10.2.2. Za lóżmy, że para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) jest
obserwowalna. Przypuśćmy, że istnieja

‘
k > 0, q ∈ IR takie, że warunki (10.16)
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i (10.19) sa
‘
spe lnione. Wtedy uk lad Lurie (10.8) jest ABSS w klasie tych nieliniowości

F ∈ C1(IR), które spe lniaja
‘
warunki (10.17), (10.24) i (10.25).

Uwaga 10.2.3. Promieniowej–nieograniczoności funkcjona lu V , tj. warunku (7.2),
można dowieść także przy za lożeniu (10.11) zamiast (10.24), jednak wtedy należy
w miejsce (10.25) przyja

‘́
c mocniejsze za lożenia, które gwarantuja

‘
, że lim

|σ|→∞
Φ(σ) = ∞.

Przyk ladowo, jeżeli q 6= 0 i F ∈ C2(IR), przy czym −qσF ′′(σ) > 0 dla każdego σ 6= 0
to funkcja jest klasy C2,

Φ′′(σ) = −qσ
2
F ′′(σ) > 0, σ 6= 0 .

Zatem Φ jest dodatnio–określona i ścísle wypuk la.

W pracy [97] sugeruje sie
‘
, że teza Twierdzenia 10.2.2 pozostaje prawdziwa bez

za lożenia (10.25) i z za lożeniem (10.11) przyje
‘
tym zamiast (10.24). Autor pracy

[97] twierdzi, że otrzyma l taki wynik stosuja
‘
c odmienna

‘
technike

‘
dowodowa

‘
, jednak

wobec fragmentaryczności jej prezentacji, jego argumenty należy uznać za dalekie od
przekonywuja

‘
cych.

10.2.2. Numeryczny algorytm weryfikacji nierówności (10.16)

Do weryfikacji nierówności (10.16) można zastosować algorytm opisany w podrozdziale
2.7.3.1 z zasta

‘
pieniem funkcji Φ przez

Φ(Ω) = cT (−qI +A)(A2 +ΩI)−1b

oraz z modyfikacja
‘
funkcji

k(q) = −1/min
Ω≥0

Φ(Ω) .

Kod tego algorytmu stanowi zawartość plików victord.m i bod.m realizowanych pod
Matlab-em (patrz podrozdzia l 10.2.5). Program victord.m kończy sie

‘
uzyskaniem

plotu zmodyfikowanej charakterystyki cze
‘
stotliwościowej







X(ω) = ReG(jω)

Y (ω) =
1

ω
ImG(jω)






, ω ≥ 0

i prostej o równaniu
1

kopt
+X − qoptY = 0 ,

podpieraja
‘
cej ten plot.
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10.2.3. Przyk lad 1

Zbadamy stabilność systemu (10.8) z:

n = 3, A =





0 1 0
0 0 1

−1 −1 −5



 , b = c =





0
0
1



 .

Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) jest obserwowalna. Transmitancje
‘

liniowej
cze

‘́
sci uk ladu wyliczamy z (2.40),

G(s) =
−s2

s3 + 5s2 + s+ 1
.

Sektor Hurwitza dla analizowanego uk ladu ma postać (−∞, 4), wobec czego próbujemy
wzia

‘́
c k = 4. Wtedy dla q = 1 mamy

1

k
+ ReG(jω) − q

ω
ImG(jω) =

(ω2 + 1)(ω2 − 1)2

(1 − 5ω2)2 + (ω − ω3)2
≥ 0 ∀ω ∈ IR ,

a zatem warunek cze
‘
stotliwościowy (10.16) jest spe lniony. Stosuja

‘
c procedure

‘
fakto-

ryzacyjno -realizacyjna
‘
znajdujemy:

g =





2
2

10



 , δ = −2 .

Pozosta le niewiadome wyznaczamy bezpośrednio z uk ladu (10.13):

H =
1

2





1 1 4
1 2 5
4 5 21



 = HT > 0, h = −1

2





1
1
5



 .

Zauważmy, że

det

[

H + khcT + kchT + γk2ccT +
qk

2
ccT
]

=
1

8
det





1 1 0
1 2 1
0 1 1



 = 0 .

Z Twierdzenia 10.2.2 wynika, że analizowany system jest ABSS w klasie nierówności
różniczkowalnych spe lniaja

‘
cych warunki (10.17), (10.24) z k = 4 i (10.25).

Na rysunku 10.4 przedstawiono kolejne fazy numerycznej weryfikacji nierówności
cze

‘
stotliwościowej (10.16) z użyciem algorytmu opisanego w podrozdziale 10.2.5.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
-1.4
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-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

Rysunek10.4. Ilustracja poszczególnych faz dzia lania programu victord.m
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10.2.4. Przyk lad 2

System (10.8) z:

n = 4, A =







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−28.125 −85.125 −59 −3






, b =







0
0
0

−1






, c =







100
0
0
0







,

w którym para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT ) jest obserwowalna, realizuje
transmitancje

‘

G(s) = cT (A− sI)−1b =
100

s4 + 3s3 + 59s2 + 85.125s+ 28.125
,

a zatem odpowiada uk ladowi analizowanemu w pracy [101]. Ponadto

Reλ
(
A+ µbcT

)
< 0 ∀µ ∈ (−0.28125, 8.4085938) .

Zastosowanie algorytmu numerycznego opisanego w podrozdziale 10.2.5 pozwala
otrzymać maksymalnie duże k, przy którym istnieje q, takie, że (10.16) zachodzi
– patrz rysunek 10.5.

-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0
-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

Rysunek10.5. Weryfikacja nierówności (10.16) dla Przyk ladu 2

Obliczenia daja
‘
k = 6.714, q = 1.972. Zmniejszaja

‘
c nieznacznie otrzymane k, dla

uzyskania pewności, że b la
‘
d numeryczny nie daje z lej wartości k i stosuja

‘
c Twierdzenie

10.2.2 ustalamy, że analizowany system jest ABSS w klasie tych nieliniowości F ∈
C1(IR), które spe lniaja

‘
warunki (10.17), (10.24) z k = 6.71 i (10.25). Zbliżony wynik
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otrzymany zosta l w pracy [101]. Rezultatów prac [53], [54] nie można zastosować,
gdyż w pracach tych ża

‘
da sie

‘
, aby G(0) > 0 oraz by nierówność cze

‘
stotliwościowa

(10.16) zachodzi la przy ujemnym q.
Dla porównania, zastosowanie numerycznego algorytmu weryfikuja

‘
cego nierów-

ność Popova daje k = 3.582 i q = 0.1917 – patrz rysunek 10.6.

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Rysunek10.6. Weryfikacja nierówności Popova (2.84) dla Przyk ladu 2

10.2.5. Dodatek: m–pliki victord.m, bod.m

Kod programu victord.m

clear

clc

clg

format long

global A b c

disp(’ The current data are: ’)

A = [ 0 1 0

0 0 1

-1 -1 -5]

b = [ 0

0

1]
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c = [0

0

1]

disp(’ Do you accept the current data ? yes - <enter>, ’)

disp(’ no - Ctrl C, Modify the data ’)

pause

q_pocz = input(’ Introduce initial value of q = ’)

q_kon = input(’ Introduce final value of q = ’)

krok_q= input(’ Introduce increment of q = ’)

y = q_pocz:krok_q:q_kon;

for m=1:length(y)

w(m) = y(m);

d(m) = -bod(w(m));

end

plot(w,d)

disp(’ Strike any key if the graph exhibits an optimum ’)

disp(’ otherwise - CTRL C and modify the search interval of q .’)

pause

hold on

xa = min(y);

xb = max(y);

options(2)=0.000001;

options(7)=3;

options(1)=0;

x = fmin(’bod’,xa,xb,options);

plot(x,-bod(x),’*’)

grid;

hold off

pause

clg

[re,im,om] = nyquisto(A,b,c’,0);

x1=-re;

x2=-im./om;

plot(x1,x2,’g’)

hold on

plot(x1,-1/(x*bod(x))+x1/x,’r’)

grid

hold off

Kod programu bod.m

function [K]=bod(q)

global A b c

u=length(b);

268



10.3. NIEAUTONOMICZNE UK LADY LURIE

for i=1:2*u-1

x(i)=i-1;

dt=det((A^2+x(i)*eye(u))^2);

y(i)=dt*c’*(-q*eye(u)+A)*((A^2+x(i)*eye(u))^(-2))*b;

end

z=polyfit(x,y,2*u-2);

s=roots(z);

for k=1:length(s);

if imag(s(k))==0,

r(k)=s(k);

else

r(k)=0;

end

end

j=0;

for i=1:length(s);

if r(i)>=0,

j=j+1;

rr(j)=r(i);

p(j)=c’*(-q*eye(u)+A)*((A^2+r(i)*eye(u))^(-1))*b;

end

end

f=c’*(-q*eye(u)+A)*A^(-2)*b;

K=-1/(-min([p 0 f]));

10.3. NIEAUTONOMICZNE UK LADY LURIE

10.3.1. Estymata obszaru atrakcji

Rozważmy uk lad równań różniczkowych

ẋ(t) = f(x, t) (10.26)

z funkcja
‘
f : W × IR∗ ∋ (x, t) 7−→ f(x, t) ∈ IRn, gdzie W jest otwartym podzbiorem

IRn, czyni zadość naste
‘
puja

‘
cym warunkom regularności:

(R1) dla każdego x ∈ W funkcja f(x, ·) jest mierzalna na IR∗ := [0,∞),

(R2) dla dowolnego zwartego zbioru Z ⊂ W istnieje MZ takie, że:

‖f(x, t)‖ ≤MZ ∀x ∈ Z i prawie wszystkich t ∈ IR∗ ,

‖f(x, t) − f(y, t)‖ ≤MZ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Z i prawie wszystkich t ∈ IR∗ .

Tutaj ‖·‖ oznacza dowolna
‘
norme

‘
w IRn.
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Wakeman [139] wykaza l, że absolutnie cia
‘
g le rozwia

‘
zania równania (10.26)

określaja
‘
w specjalny sposób strumień LCSDS na stosownie dobranej przestrzeni me-

trycznej i w oparciu o ten wynik uzyska l uogólnienie zasady inwariantności LaSalle’a.
Do prezentacji tego wyniku potrzebna be

‘
dzie poniższa definicja.

Definicja 10.3.1. Niech G be
‘
dzie dowolnym zbiorem takim, że G ⊂ W . Funkcjona l

V : G × IR∗ ∋ (x, t) 7−→ V (x, t) ∈ IR klasy C1 nazywamy funkcjona lem Lapunowa dla
(10.26) na G jeśli spe lnia on warunki:

(i) dla dowolnego x ∈ G istnieje otoczenie N punktu x takie, że V jest ograniczony
z do lu w (G ∩N) × IR∗,

(ii) dla dowolnego x ∈ G i prawie wszystkich t ∈ IR∗ mamy

V̇ (x, t) =
∂V

∂t
+ 〈∇V, f(x, t)〉 ≤ −W (x) ≤ 0 ,

przy czym W jest funkcjona lem cia
‘
g lym na G.

Twierdzenie 10.3.2 (Wakemana). Za lożmy, że funkcja f spe lnia warunki re-
gularności (R1), (R2), a V jest funkcjona lem Lapunowa dla (10.26) na otwartym,
ograniczonym i dodatnio–inwariantnym zbiorze G. Ponadto za lóżmy, że gradient ∇V
jest ograniczony na G × IR∗. Niech M ⊂ G i V (x, t) = c(t) dla x ∈ ∂M , gdzie c jest
niemaleja

‘
ca

‘
funkcja

‘
czasu. Wtedy, jeżeli M jest najwie

‘
kszym dodatnio–inwariantnym

zbiorem zawartym w
E :=

{
x ∈ G : W (x) = 0

}

to M jest JAS atraktorem, a G jest obszarem atrakcji zbioru M .

Twierdzenie to może być w szczególności zastosowane do konstrukcji podzbioru
obszaru atrakcji JAS rozwia

‘
zania zerowego uk ladu (10.26) (w tym przypadku M =

{0}).
Porównuja

‘
c Twierdzenie 10.3.2 z analogicznymi rezultatami dla uk ladów auto-

nomicznych, na przyk lad 2.3.2, można zauważyć, że jedna
‘

z g lównych różnic jest
szacowanie pochodnej funkcjona lu V przez niezależny od czasu t funkcjona l W . Po-
damy obecnie przyk lad wykazuja

‘
cy, że bez dysponowania takim oszacowaniem teza

Twierdzenia 10.3.2 może być nieprawdziwa.
Rozwia

‘
zaniem problemu pocza

‘
tkowego ẋ(t) = −e−tx(t), x(t0) = x0 jest

x(t, t0, x0) = x0e
e−t−e−t0

.

Nietrudno ustalić, że rozwia
‘
zanie zerowe jest JS, ale nie jest nawet AS, bo w ob-

szar atrakcji tego rozwia
‘
zanie nie można wpisać żadnego pasa o dodatniej szerokości

stanowia
‘
cego otoczenie osi czasu. Z drugiej strony, dla funkcjona lu V (x) = x2 mamy:

V̇ (x) = −2x2e−t ≤ 0 ∀x ∈ IR, ∀t ∈ IR .

Zatem wersja Twierdzenia 10.3.2 bez funkcjona lu W , nie jest prawdziwa.
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10.3.2. Przyk lad objaśniaja
‘
cy

Rozważmy system opisany równaniem różniczkowym:

ẍ(t) + h(t)ẋ(t) + sin[x(t)] = 0, t ≥ 0 ,

gdzie h jest funkcja
‘
mierzalna

‘
,

0 < α ≤ h(t) ≤ β

dla pewnych α, β. Wprowadzaja
‘
c zmienne stanu x1 = x, x2 = ẋ otrzymujemy uk lad

równań {

ẋ1(t) = x2

ẋ2(t) = −h(t)x2(t) − sin [x1(t)]

}

, t ≥ 0 (10.27)

który ma postać (10.26). Nietrudno ustalić, że dzie
‘
ki przyje

‘
tym za lożeniom o h, prawa

strona (10.27) spe lnia warunki regularności przy W = IRn.
Rozważmy funkcjona l

V (x1, x2) = (1 − cosx1) +
1

2
x22 .

Sprawdzimy, że V jest funkcjona lem Lapunowa dla (10.27) na zbiorze

G =
{

x ∈ IR2 : |x1| ≤ π, V (x1, x2) < l < 2
}

.

Oczywíscie V jest klasy C1. Zbiór G jest zbiorem otwartym, ograniczonym i dodatnio–
inwariantnym. Ostatni fakt wynika sta

‘
d, że

V̇ (x1, x2) = −h(t)x22 ≤ −αx22 ≤ 0 x ∈ IR2 .

W definicji 10.3.1 można przyja
‘́
c dowolnie N ⊂ IR2 i W (x) = αx22. Dalej,

∇V (x) =

[

sinx1

x2

]

jest ograniczony na G a wie
‘
c i na G × IR∗, jako, że V nie zależy jawnie od t. Weźmy

teraz
M = {(0, 0)} ⊂ G ⊂ IR2 .

Na ∂M = M mamy: V (x) = 0 ≡ c(t). Oczywíscie c jest niemaleja
‘
ca

‘
funkcja

‘
czasu.

Zbiór E przyjmuje postać

E =
{

x ∈ G : W (x) = 0
}

=
{

x ∈ IR2 : |x1| ≤ π, V (x1, x2) < l, x2 = 0
}

.

Przekroje funkcjona lu V , zbiory G, M i E przedstawiono na rysunku 10.7.
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Rysunek10.7. Przekroje funkcjona lu V i estymata obszaru atrakcji: 1 – zbiór G, 2 – zbiór
M , 3 – zbiór E

Jeżeli x(·, t0, x0) jest rozwia
‘
zaniem (10.27) startuja

‘
cym w chwili t0 z punktu x0 ∈ E

to wzd luż takiego rozwia
‘
zania musi być x2 ≡ 0, |x1| < π i z drugiego równania

uk ladu (10.27) dostajemy x1 ≡ 0. Zatem M jest najwie
‘
kszym zbiorem dodatnio–

inwariantnym zawartym w E. Za lożenia Twierdzenia 10.3.2 sa
‘

spe lnione i w kon-
sekwencji zerowy punkt równowagi jest JAS, a zbiór G jest oszacowaniem obszaru
atrakcji tego punktu.

W charakterze zbioru G można także wzia
‘́
c zbiór:

G =
{

x ∈ IR2 : |x1| ≤ Nπ, V (x1, x2) < l < 2
}

,

gdzie N jest liczba
‘
nieparzysta

‘
nie wie

‘
ksza

‘
niż 3. Wtedy z Twierdzenia 10.3.2 wynika,

że zbiór punktów równowagi

{

(0, 0), (∓2π, 0), (∓4π, 0), . . . , (∓(N − 1)π, 0)
}

jest zbiorem JAS, a zmodyfikowany G jest estymata
‘
jego obszaru przycia

‘
gania.
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10.3.3. Uk lady semiliniowe. Uogólnione kryterium ko la

Twierdzenie 10.3.3. Za lóżmy, że para (A,B) jest sterowalna, a sterowanie u(x, t)
posiada naste

‘
puja

‘
ce w lasności:

(i) dla każdego x ∈ IRn funkcja u(x, ·) jest mierzalna na IR∗ oraz dla każdego
zwartego Z ⊂ IRn istnieje MZ > 0 taka, że:

‖u(x, t)‖ ≤MZ ∀x ∈ Z i prawie wszystkich t ∈ IR∗ ,

‖u(x, t) − u(y, t)‖ ≤MZ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Z i prawie wszystkich t ∈ IR∗ ;

(ii) istnieje cia
‘
g ly funkcjona l W , W (x) ≥ 0 dla każdego x ∈ Ω ⊂ IRn, przy czym Ω

zawiera w sobie otwarte otoczenie zera oraz istnieja
‘
macierzeK = KT ∈ L(IRm),

M = MT ∈ L(IRn) i L ∈ L(IRn, IRm) takie, że:

(a) spe lniona jest nierówność cze
‘
stotliwościowa

K + LT (A− jωI)−1B +BT (AT + jωI)−1L+

+BT (AT + jωI)−1M(A− jωI)−1B ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A)
(10.28)

(b) dla każdego x ∈ Ω i prawie wszystkich t ∈ IR∗ ważne jest oszacowanie

∥
∥GTx+ V u(x, t)

∥
∥
2

+

[
x

u(x, t)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

u(x, t)

]

≥W (x) (10.29)

gdzie G ∈ L(IRm, IRn), V ∈ L(IRm) sa
‘

elementami trójki (H,G, V ), H ∈
L(IRn), H = HT be

‘
da

‘
cej rozwia

‘
zaniem uk ladu







ATH +HA−M = −GGT

HB + L = −GV
V TV = K






(10.30)

(c) rozwia
‘
zanie zerowe jest jedynym rozwia

‘
zaniem uk ladu

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(x, t) (10.31)

w zbiorze {x ∈ IntΩ : W (x) = 0},

(d) dla tych µ ∈ L(IRn, IRm), dla których sterowanie liniowe u(x, t) = µx
spe lnia warunek (10.29) macierz A+Bµ jest hurwitzowska, tzn.

Reλ(A+Bµ) < 0 (10.32)

Wtedy zerowy punkt równowagi uk ladu ẋ(t) = Ax(t) + Bu(x, t) jest JAS, a zbiór
{x ∈ IRn : xTHx < l}, gdzie l > 0 jest taka

‘
liczba

‘
, że {x ∈ IRn : xTHx < l ⊂ Ω},

jest pozbiorem jego obszaru przycia
‘
gania.
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Dowód. Dzie
‘
ki (i) sa

‘
spe lnione warunki regularności (R1), (R2). Ponieważ para

(A,B) jest sterowalna wie
‘
c warunek (10.28), jest na mocy Lematu 6.1.4, warunkiem

koniecznym i wystarczaja
‘
cym na to, aby uk lad (10.30) posiada l rozwia

‘
zanie (H,G, V ).

Teraz mamy

d

dx
xTHx = ẋTHx+ xTHẋ =

=

[
x

u(x, t)

]T [
ATH +HA−M HB + L
BTH + LT −K

] [
x

u(x, t)

]

−

−
[

x
u(x, t)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

u(x, t)

]

=

= −
∥
∥GTx+ V u(x, t)

∥
∥
2 −

[
x

u(x, t)

]T [ −M L
LT −K

] [
x

u(x, t)

]

≤ −W (x) ≤ 0

dla każdego x ∈ Ω i prawie wszystkich t ∈ IRn, przy czym na mocy (10.31) w zbiorze
{x ∈ IntΩ : W (x) = 0}, brak innych rozwia

‘
zań analizowanego uk ladu niż zerowe.

Przeprowadzony wyżej rachunek jest w szczególności s luszny dla sterowania linio-
wego u(x, t) = µx. Na mocy (10.32) system liniowy, odpowiadaja

‘
cy takiemu sterowa-

niu, ẋ = (A+Bµ)x jest AS. Stosuja
‘
c teraz twierdzenie [10, str. 31] do formy kwadra-

towej xTHx otrzymamy H > 0.
Funkcjona l V (x) = xTHx jest funkcjona lem Lapunowa dla uk ladu ẋ = Ax +

Bu(x, t) na zbiorze {x ∈ IRn : xTHx < l} przy czym l > 0 (liczba taka istnieje,
wobec tego, że Ω zawiera w sobie otwarte otoczenie 0 ∈ IRn) jest taka, że: {x ∈ IRn :
xTHx ≤ l} ⊂ Ω. Teza wynika teraz z twierdzenia Wakemana. ⊓⊔

Z Twierdzenia 10.3.2 wynika uogólnione kryterium ko la dla uk ladów nieauto-
nomicznych. Aby to wykazać rozważmy uk lad

ẋ =
[
A+BK(x, t)CT

]
x (10.33)

z macierzami A ∈ L(IRn), B,C ∈ L(IRm).

Twierdzenie 10.3.4. Za lóżmy, że para (A,B) jest sterowalna, para (A,CT ) jest
obserwowalna, a K(x, t) jest macierza

‘
diagonalna

‘
, której elementy niezerowe kj(x, t),

j = 1, 2, . . . ,m posiadaja
‘
naste

‘
puja

‘
ce w lasności:

(i) dla każdego x ∈ IRn funkcja kj(x, ·) jest mierzalna na IR∗,

(ii) dla każdego zwartego Z ⊂ IRn istnieje MZ > 0 takie że:

|kj(x, t)| ≤MZ ∀x ∈ Z i prawie wszystkich t ∈ IR∗ ,

|kj(x, t) − kj(y, t)| ≤MZ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Z i prawie wszystkich t ∈ IR∗ ,
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(iii) istnieje K1 = diag{α1, α2, . . . , αm}, K2 = diag{β1, β2, . . . , βm}

αj + ε ≤ Kj(x, t) ≤ βj j = 1, 2, . . . ,m ∀x ∈ Ω ⊂ IRn (10.34)

prawie wszystkich t ∈ IR∗ i pewnego ε > 0, przy czym Ω zawiera w sobie otwarte
otoczenie zera,

I +
1

2
(K1 +K2)G(jω) +

1

2
GT (−jω)(K1 +K2)+

+GT (−jω)K2K1G(jω) ≥ 0 ∀ω ∈ IR, jω /∈ λ(A)

(10.35)

gdzie G(s) = CT (A−sI)−1B jest transmitancja
‘
liniowej cze

‘́
sci systemu (10.33),

dla każdej diagonalnej macierzy µ ∈ L(IRm), K1 < µ < K2 mamy

Reλ(A+BµCT ) < 0 (10.36)

Wtedy zerowy punkt równowagi uk ladu (10.33) jest JAS, a zbiór

{x ∈ IRn : xTHx < l} ,

gdzie H ∈ L(IRn) jest podzbiorem obszaru atrakcji tego rozwia
‘
zania. Tutaj H oznacza

pierwszy element pary (H,G), H = HT , G ∈ L(IRm, IRn) stanowia
‘
cej rozwia

‘
zanie

uk ladu 





ATH +HA− CK2K1C
T = −GGT

HB +
1

2
C(K1 +K2) = −G






,

a l > 0 jest taka
‘
liczba

‘
, że {x ∈ IRn : xTHx ≤ l} ⊂ Ω.

Dowód. Wobec za lożenia (i) dla uk ladu (10.31) z u(x, t) = K(x, t)CTx spe lnione
jest za lożenie (i) Twierdzenia 10.3.2. Podstawmy w za lożeniu (ii) Twierdzenia 10.3.2
naste

‘
puja

‘
ce elementy:

K = KT = I, L =
1

2
C(K2 +K1), M = CK2K1C

T , W (x) = ε2xTCCTx (x ∈ Ω) .

Wówczas: warunek (10.28) jest spe lniony na mocy (10.35), warunek (10.29) jest
spe lniony na mocy (10.34) i wreszcie warunek (10.30) jest spe lniony na mocy za lożenia
o obserwowalności pary (A,CT ). Dalej, (10.31) wynika z (10.36) i teza Twierdzenia
10.3.4 jest konsekwencja

‘
Twierdzenia 10.3.2. ⊓⊔

Twierdzenie 10.3.4 jest uogólnieniem wyników pracy [153]. Dla skalarnego uk ladu
(10.33), Barkin i Z̆elencovski [11] zaproponowali interesuja

‘
ce uogólnienie kryterium

ko la jako warunku dostatecznego GAS.
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10.3.4. Przyk lad Powera i Tsoi

Uk lad (10.33) z:

n = 2, A =

[
0 1
0 −2

]

, B = b =

[
0

−1

]

, CT = cT =
[

1 2β
]
, β ≥ 0

by l badany przez Powera i Tsoi [115], [116]. Para (A, b) jest sterowalna, a para (A, cT )
jest obserwowalna przy za lożeniu β 6= 1/4. Transmitancja cze

‘́
sci liniowej uk ladu

wyraża sie
‘

wzorem

G(s) = cT (A− sI)b =
2βs+ 1

s2 + 2s
.

Wobec tego

1+S ReG(jω)+P |G(jω)|2 =
ω4 + ω2[4 − S(1 − 4β) + 4β2P ] + P

ω4 + 4ω2
, ω ∈ IR, ω 6= 0 ,

gdzie S = k1 + k2, P = k1k2. Niech β ∈ [0, 1/4). Wtedy nierówność cze
‘
stotliwościowa

(10.35) jest spe lniona gdy

k1 =
1 − 4β

4β2
, k2 = ∞

lub

0 ≤ k1 <
1 − 4β

4β2
, k2 =

[ √

k1(1 − 4β) + 2√
1 − 4β − 2β

√
k1

]2

(10.37)

Wyste
‘
puja

‘
cy w (10.37) wzór na k2 wyprowadza sie

‘
w oparciu o Lemat 3.1.1. Wyróżnik

trójmianu s2 + s[4 − S(1 − 4β) + 4β2P ] + P zeruje sie
‘
, gdy

S2
[
(1 − 4β)2

]
− 8S(1 − 4β)(1 + β2P ) + 16(1 + β2P )2 − 4P = 0 (10.38)

Wie
‘
kszym z pierwiastków równania (10.38) jest

S =
4(1 + β2P ) + 2

√
P

1 − 4β
= k1 + k2 =

4(1 + β2k1k2) + 2
√
k1k2

1 − 4β
(10.39)

Traktuja
‘
c (10.39) jako równanie kwadratowe wzgle

‘
dem

√
k2 znajdujemy

k2 =

[√
k1 + 2(1 + βk1)

√
1 − 4β

1 − 4β − 4β2k1

]2

=

[ √

k1(1 − 4β) + 2√
1 − 4β − 2β

√
k1

]2

.

Ponieważ Re(A + µbcT ) < 0 dla dowolnego µ > 0, wie
‘
c na mocy Twierdzenia 10.3.4

zerowy punkt równowagi badanego uk ladu jest globalnie JAS dla dowolnej skalarnej
funkcji k(x, ·) spe lniaja

‘
cej warunki (i)÷(iii) Twierdzenia 10.3.4 z α1 = k1 i β1 = k2.
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W pracy [116] pokazano, że potwierdzone wyżej, ogólne warunki stabilności moga
‘

być w pewnych przypadkach poprawione. W szczególności dla β = 0, wzór (10.37)
daje k2 = (

√
k1 + 1)2. Jednak stosuja

‘
c funkcje

‘
Lapunowa, której poziomice sa

‘
skle-

jane z poziomic odpowiednio dobranych form kwadratowych można w tym przypadku
uzyskać

k2 =





√

(
√
k1 + 1)2 + 1 +

√

(
√
k1 + 1)4 + (

√
k1 + 1)2 + 5

2
+ 1





2

.

Algorytmy numeryczne określenia najlepszych warunków absolutnej stabilności dla
rozważanego przyk ladu przedstawiono w [117] i literaturze tam zamieszczonej.
W [117] dokonano też porównania wyników uzyskiwanych w oparciu o te algorytmy
z wyżej przedstawionymi rezultatami.
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[98] Nöldus E.: Autonomous periodic motion in nonlinear feedback systems. IEEE TRAN-
SACTIONS on AUTOMATIC CONTROL. 1974. 19. 4. 381 - 387
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‘
tkowych . . . 216
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10.4 Ilustracja poszczególnych faz dzia lania programu victord.m . . . . . . 265
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