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Zagadnienie regresji

Dane:

* Zbior uczacy: D = {(x;, Yi)}i=1m

* Obserwacje: (x;, y;), wektor cech x; € R"

* Wartos¢ wyjsciowa jest skalarem y; € R

Zadanie: dobor funkgji

f(x):R™ - R,

ktéra pozwoli przewidzie¢ wartos¢ wyjsciowg y odpowiadajgcy x

X Model )7
T ) '




iy

AGH

Przykiad 1

Szacowanie wartosci nieruchomosci na podstawie danych transakcyjnych z
uwzglednieniem réznych atrybutow

Powierzchnia wm? * Pokoje *

55,00 2

Pietro * Liczba kondygnacji *
2 A4 4

Rynek Standard lokalu
wiérny v dobry

Typ budynku Rok budowy

blok v 2000-2010

‘uzupetny wszystkie pola. pamieta) o spacjach

[https://urban.one/]
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Informacje dodatkowe

g Osobna jasna kuchnia ':?E':I
|| Miejsca postojowe (?)

g Piwnica / komérka lokatorska

| | Winda

g Balkon / taras

| | Penthouse (?)

WYCENA U1
Najwazniejsza czesc Wyceny U1l
- czyli wartosc wybranego

mieszkania
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Przyktad 2

Przewidywanie wynagrodzen w zaleznosci od lokalizacji, wieku, branzy, wyksztatcenia,

L. . . L. .. X Tabelka 3. Miesieczne wynagrodzenie catkowite osdb,
Mapa 1. Zréinicowanie regionalne wynagrodzen oséb w réoinym wiekun ktfire ukofi rééna kierunki studidw
8000
25% 25%
mediana
kierunek studiow proba zarabia zarabia
2015 rok
mniej wiecej
W18-25
m25-30 informatyka 10542 4 000 6250 9300
31-35
5 elektronika
L] 4100 4179 5800 8500
" 41-50 iautomatyka
s mechanika
5000 3 600 5000 7400
i metalurgia

(-

ekonomia, finanse
27 433 3089 4500 7200
izarzgdzanie

(-

Zrodlo: Ogalmopolskie Badanis Wynagrodzen przsprowadzons przez Sediak & Sediak w 20058 roku

pedagogiczne

(zwigzane z 3445 2331 3013 4200
edukacia)
sport, rehhabiltaca,
B71 2 200 2 800 4325
fizykoterapia
pielegniarstwo 835 2 200 2670 3400

ddto: Ogdinopolskie Badanie Wynagrodzen (JBW) przeprowadzone przez Sedlak & Sedlak w 2015 roku
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Przyktad 3

Przewidywanie wielkosSci sprzedazy w zaleznosci od typu towaru i ceny

NOWY IPHONE 5C - 5§ KOLOROW 8GB - GW24
8GB, Nowy, Biaty, Rozdzielczost aparatu (Mpx): 8, 3,6-4 cale, Informacje dodatkowe: Java, MMS, Odiwarzacz MP3, Obsluga video, Slot kart pamieci, ..

509,99 zt

.....

529,98 zi z dostawa 2 osoby kupity

lista promowanych ofert

APPLE IPHONE 35 16GB PL MENU SPACE GRAY BEZ LOCKA
16GE, Nowy, Czarny

869,00 z}

teraz

908,00 zt z dostaws 22 osoby kupity
Apple iPhone 65 32GB GOLD Gw24m NOWOSC! FV23%
3268, Pamigt RAM (ME): 2000, Nowy, Zioty, Rozdziskczost aparatu (Mpx): 12, 4,6 - 5 cali, Informacje dodatkowe: Java, MMS, Odtwarzacz MP3, ...

2599,00zt

Kup teraz
2 615,00 = z dostaws 12 os0b kupito

APPLE IPHONE 55 16GB SILVER NOWY SZKLO GRATIS
16GE, Mowy, Srebrny

1275,00 z¢

Kup teraz
1 284,00 # z dostawa 24 osoby kupity

NOWY APPLE IPHONE &S 64GE GOLD GW12M FVm KURIER24H
64GE, Mowy, Zioty

2688,00zt

pleraz
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Przyktad 4

* Przewidywanie zuzycia energii na podstawie danych
historycznych

Consumption Rate in Watts (points every 15 seconds)

5000

2000

2000

1000

2:00 am 4:00 am 600 am B:00 am 10:00 am 12:00 prmi 2:00 pm 4:00 pm 600 pm 5:00 pm 10:00 prr

¢J | wattvision

[http://wattvision.posthaven.com/?page=5]
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Etapy
* Wybor danych, ktére zostang uzyte D = {(x;, i) }i=1m
 Wybor postaci modelu
e Okreslenie parametrow modelu

 Walidacja modelu
Przyktad: x to powierzchnia domu, y to cena domu

Regression
2500000
2000000
1500000 |
1000000 |
@] @ (o]
)
500000 o - O
(@) o]
e _ ©
® o
0_
—500000 |
—1000000 - i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
sqft_living
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Posta¢ modelu

Wybor typowych funkcji
(ktorych parametry da sie
wyznaczy()

Regression

2500000
2000000

1500000

* Funkcja stata?

* Funkcja liniowa?

* Wielomian wyzszego
stopnia?

1000000

500000 N @

Z reguty bardziej ztozona
funkcja bedzie lepiej przyblizata
dane uczace, ale niekoniecznie

1060 2050 3050 4050 5050 6000 1 c1 1
it e sprawdzi sie przy predykgji.

—500000

—1000000
0
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500000 F

—1000000
o]

O ]

Parametry modelu

Regression

1000 2000 3000 4000 5000 6000
sqft_living

Zaktadamy, ze wybrang
postacig bedzie funkcja
liniowa:

y(x) = wg +wix
Nalezy wybrac , najlepszy”
lub ,,najbardzie;
prawdopodobng” funkcje
Konieczne sg zatozenia i

kryterium pozwalajgce na
ocene modelu



Przebieg procesu uczenia

e N A
" Ekstrakcja | Xi Model Vi
Dane —» cech +—> =f(x) >
o / y T
T Bopt Parametry modelu

: Algo@

A

Yi | Wskaznik Vi
jakosci

A
A

* Wskaznik jakosci stuzy do porownania:
o y;- wartosci wyjsciowej zapisanych w zbiorze uczacym z
o ;- wartosci przewidywanej przez model
* Wskaznik jakosci steruje przebiegiem algorytmu lub jest
wykorzystywany w jego konstrukgji



Zatozenia

e Regre?ssion

Wy + Wi X;

SO0000 F

1000000
0

1000 2000 3000 4000 x 5000 6000
sqft_living l

Zaktada sie, ze wartosci wyjsciowe y; sg obarczone btedem ¢

* Vi =Wo T WX T &

* Bfad € jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym (Gaussa):
e ~N(0,0%) - wartoé¢ oczekiwana btedu E[¢] = 0

iy
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Zatozenia

= _
@ Rozktad normalny
" 1 2
S ] 2y — 1 ——(y—-uw)
5 NG o®) = Fze =
> ] 34.1% 34.1% ;7 . ; . ;s
° U1 — wartos¢ oczekiwana (Srednia wartosc)
=l
S ] a2 - wariancja
e
=

-3 —20 —1o 0 1o 20 30

Prawdopodobienstwo, ze y przyjmie okreslong wartosc¢ jest zalezne od x oraz
parametrow modelu 6:

p(ylx,0) = N(u(x),0%(x))

Poszukiwany jest przebieg funkc;ji
po grzbiecie rozktadu

Parametry modelu 6 = [wy, wq]

[Kevin P. Murphy: Machine Learning A Probabilistic Perspective, MIT Press 2012]

IIWIJII P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 12
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Zatozenia

Najczeéciej dla uproszczenia zaktada sie, ze wariancja jest stata 6%(x) = o2

Poszukiwany jest przebieg u(x) — wartosci oczekiwanej y zaleznej od x

1e7 ! !Regression r=('.i!.702035054512! Tu wariancja
08l o I S S S nie jest stata
1 ; | (cena nie
Szukane u(x) postaci | ﬁ bedzie < 0)
06 L l,l(X) = WO + Wq1X i |

price (%)
=
.

o] 1000 2000 3000 4000
sqft_living

SGiDG 8000
Zbior: kc_house_data (2700 transakcji sprzedazy)
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Maksymalizacja prawdopodobienstwa

W bardzo wielu algorytmach eksploracji danych dobdr parametréw modelu
nastepuje poprzez maksymalizacje lub minimalizacje pewnej funkcji celu
wyrazajgcej oczekiwane ,, dobre” parametry modelu 6.

0 = argmaxg F(D, 0)

Wartos¢ funkcji celu F(D, 8) zalezy od danych D i parametréw modelu 6.
Dane sg ustalone na wejsciu, wiec szukamy optymalnych wartosci
parametréw modelu 6.

generacja

— Obserwacje D

Czeste zatozenie:

* Znane dane pochodzg z pewnego modelu i generowane sg z pewnym
prawdopodobienstwem, ktdérego rozktad zalezy od parametrow modelu.

* Szukany jest model maksymalizujacy prawdopodobienstwo zaobserwowania D

P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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Maksymalizacja prawdopodobienstwa

Zamierzamy zmaksymalizowa¢ prawdopodobienstwo zaobserwowania zbioru
uczacego D = {(x;, ¥i)}i=1,m
Prawdopodobienstwo pojedynczej obserwacji (x,y)
p(ylx,0) = N(u(x),0?)
* Prawdopodobienstwo zaobserwowania zbioru uczacego D:
p(D|0) = p(y11x1,0) - p(¥2lx2,0) - ... DYl 6)

Tak naprawde — jest to uproszczenie — transkacja sprzedazy doumu (xy, y;) moze zaleze¢ od
wczesniejszych transakgji.

* Szukamy parametrow modelu 6, ktére maksymalizuja p(D|6)
0 = argmaxg p(D|6)
 Maksymalizacja iloczynu jest ktopotliwa, wiec zamiast wyznaczania miejsca
ekstremum funkcji wyznacza sie miejsce ekstremum jej logarytmu:
6 = argmaxy In(p(D|6))
e Zauwazmy, ze jesli f(x) > 0 to pochodna jej logarytmu wynosi:

In(f ()" = == f'(),

czyli miejsce minimum/maksimum (xy: f'(xg) = 0) nie ulegnie zmianie



RSS — suma kwadratow btedow

«  Zagadnienie maksymalizacji zamieniamy na minimalizacje: 8 = argming — In(p(D|6))
e Szukamy minimum wyrazenia NLL(0) — ang. negative log likelihood:

NLL(O) = ~In(p(10)) = = ) In(p(yilx;,6))
i=1

Podstawiajgc wzér na zatozony rozktad normalny i stosujac In(e?) = z:
1 N SN
p(y;lx;, 0) = ——— ¢ 25?1 THED)’

2102
otrzymujemy:

m
1 m
NLL(6) = 272_21@1- ~ 1)) + = In(2ma?)
1=
Wyrazenie
m m
RSS = ) (i = u(x))? = ) (i = (wotwyxp))’
i=1 i=1

nazywane jest resztowg sumga kwadratéow btedow (RSS — residual sum of squares).

Celem regresji liniowej jest znalezienie takich parametrow 8, czyli wag: wy, wy, ...

ktore zminimalizujg RSS.

IﬂllJll P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 16

AGH



Metoda najmniejszych kwadratow

Adrien-Marie Legendre Carl Friedrich Gauss
(1805) - "méthode des (1795) — obserwacje
moindres carrés" ruchu planet

I"l“ll P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 17
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Sposdb obliczania RSS

RSS oblicza sie jako sume kwadratow odlegtosci punktow od prostej
(hiperptaszczyzny) w kierunku pionowym, a nie sume odlegtosci (kierunek
prostopadty).

m
RSS(wg,wy) = Z(Yi — (Wo+w1x;))?
=1

900000 Regrelssmn

| |
: : ! : - !

BO0000 oo e
: I

— 500000 L

i |

[

= |

CAQ00000 | -

300000 - . T ]
|
200000 ¢
|
D i i i i i
4] 1000 2000 3000 4000 5000 6000
sgft_living
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Sposdb obliczania RSS

. Regression fi.. =x r=0.683116633245

s Regression fi.. =« r=0.911979642906

0 5 10 15 20 ==

Zaobserwujmy réznice:

po lewej — wygenerowane losowo punkty tworzg prostokgt ulokowany wzdtuz

przerywanej zielonej prostej fi;,.. Czerwona linia regresji jest odlegta od f;,e

PO prawej - f;,¢ i linia regresji przechodza przez srodek réwnolegtoboku
(zgodnos(é)

iy
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Minimalizacja RSS

Szukamy optymalnych parametréw:

m

=1

Cost function RSS(wy, wy)

130
120

g 110

E

2

=

100
ap |
150000 160000 170000 180000 190000 200000 210000 220000
Weight wy

IIWIJII P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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Wyraz wolny

Jezeli x € R™ réwnanie regresji ma postac:
n
y(x) = wy + Ewi xt
i=1

Czestym zabiegiem jest pozbycie sie wyrazu wolnego (bias) przez
Zmiane wymiarunan + 1.
[x1, x2, ..., x"] ) [1,x1, x2%, ..., x™]
Wtedy rownanie regresji ma postac:
y(x) = w'x,
gdzie w! = [wg, wy, ..., wy]

Oczywiécie takze wTx = xTw



Posta¢ macierzowa

* Elementy zbioru uczacego mogg byc¢ przedstawione w postaci:
— macierzy X orozmiarachm xn + 1
— m-wymiarowego wektora y.

 Macierz X ma dodatkowe jedynki w pierwszej kolumnie.
« Niechw € R™*! bedzie wektorem wag.

Y1 1 X1
Y1 1 X2
Wo
Y3 1 X3 -
e=_ - o "
WTL
Ym 1 Xm

Wektor btedu e € R™ mozna wiec przedstawic jako: e = y — Xw
m

RSS(w) = Z e;-e;=ele=(y—Xw)l(y—Xw)

i=1

lllll]Jll P. Szwed: Eksploracja danych (2021)



Minimalizacja RSS — rozwigzanie analityczne

RSS(w) = (y —Xw)" (y —Xw) = y"y — y" (Xw) — (Xw)"y + (Xw)" (Xw)
=yly —2wTXTy + wTXTXw

Dla przypomnienia: (Xw)T = wTxT

Aby obliczyé minimum RSS(w) nalezy obliczy¢ pochodng wzgledem w i

przyrownac do O

d
- Ty = 2wTXTy + wTXTXw) = —2XTy + 2XTXw

—2XTy +2XTXw =0
stagd otrzymujemy réwnanie normalne:
XTxw =Xy
oraz zaleznosc:
w=(X"X)"txTy
Rownanie normalne jest rownaniem liniowym i w moze by¢ wyznaczone przez
eliminacje Gaussa lub obliczenie odwrotnosci macierzy (X' X) .



Rownanie normalne

XTxw = X"y
* Macierz X" X mawymiarrn+1xn+1
e Czynnik X"y jest wektorem n + 1 wymiarowym

* Problem moze zosta¢ sprowadzony do odwracania macierzy
T
X' X.
e Macierz odwrotna istnieje, jesli macierz X' X jest nieosobliwa,

tzn.

— liczba niezaleznych liniowo obserwacji m musi by¢ wieksza niz liczba
cech(m > n + 1). Liczba wymaganych obserwacji byta przedmiotem
wielu dyskusji. Z reguty ~ 5-20*liczba atrybutow.

— kolumny nie s3 liniowo zalezne, czyli atrybuty nie sg silnie skorelowane
(np. powierzchnia w stopach i metrach kwadratowych)

lllll]Jll P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 24



Ograniczenia liniowej regresji

Rzeczywiste relacje pomiedzy X i y moga

Regression fi. = —10z% + 500z — 25 r=-0.402608797743

by¢ nieliniowe. Stad generalizacja do R
L eooof #W% S —
modeli nieliniowych. | T
Ztozono$é jest rzedu: O(m n® + n3). | ﬁ T kY ]
Czyli np. dla n=30 atrybututow E" |
i m=10000 liczba operacji jest b. duza 2000
W przypadku korelacjl pOmidey —4000.;.;-._. \\
Zmlennymi maC|erZ XTX mOie by(’; —6000}f - e

zle uwarunkowana
(niestabilnosé numeryczna)

Wszystkie zmienne (atrybuty) sg uzyte w modelu, a moze zdarzyc¢ sie, ze
jedynie ich podzbidr jest istotny i ma rzeczywisty wptyw na wartosc
wyjsciowq (brak korelacji pomiedzy i-tg wspdtrzedna x[i] a y).



Metoda gradientu prostego

* W praktyce wspotczynniki regresji sg najczesciej wyznaczane za pomocg
gradientowych metod optymalizacji.

m
W = arg min,,RSS(w), gdzie RSS(w) = Z(yi —wlx;)?
i=1
* RSS jest wypuktg funkcjg wag, stad globalne minimum istnieje i da sie je wyznaczy¢
za pomocg metod gradientowych.

10 ~—10

lllll]Jll P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 26
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Metoda gradientu prostego

Dla uproszczenia oznaczmy RSS(w) jako g (w)

e GradientVg(w) = [a_g 99

aWO ! aW1 !

0 . .
Tg] jest n + 1 wymiarowym wektorem
n

pochodnych czgstkowych w kierunkach wy, wy, ..., w,

* W trakcie optymalizacji
osiagnieto punkt w®

* Mate przemieszczenie w
kierunku —7g(w®)
ZazwycCzaj przynosi poprawe
wartosci funkgji celu.

lllll]Jll P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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kierunek gr’:adientu ; kierunek gradientu

S
S

w(® (D)
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Metoda gradientu prostego

Algorytm

wybierz w(©)

t=20

while ! kryterium_stopu:
wtD = (O — 7 gw®)
t=t+1

* Wspotczynnik y jest matg liczbg
* Typowe kryteria stopu:
 Maksymalna liczba iteracji: t = maxiter
- Gradient bliski zeru: [Vg(w®)| < &
» Brak poprawy funkgji celu:d(w@®+D —w®) < ¢



i

Wielkos¢ kroku

Wielkos¢ kroku y ma wptyw na zbieznos¢ algorytmu:

* krok za maty — zbyt wolna zbieznos¢

A
gw)

S

P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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Wielkos¢ kroku

Wielkos¢ kroku y ma wptyw na zbieznos¢ algorytmu:

e krok za duzy > mozliwy wzrost wartosci funkcji celu

A
gw)

S
SV

P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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Wielkos¢ kroku - poréwnanie

Descending with step coeficient 0.005 (iteration S0) Descending with step coeficient 0.05 (iteration 50)

30 30
fix) = %2 * sin(x) fix) = %° * sin(x)
20} . 20}
07 Start (2.5,3.7) T 10} Start (2.5,3.7)

a0 . s . End (49-23.71, 0 . . . ~ End (5.4.22.1)
2 3 4 5 B 7 & 1 2 3 4 ] ] 7

https://www.cs.toronto.edu/~frossard/post/linear_regression/

iy
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Zmienny wspotczynnik kroku

W praktycznych implementacjach wartos¢ wspoétczynnika y czesto maleje

wraz z numerem iteracji, np.:

« y() = —y( )
y(O) Cost function RSS(wg, wi)
« y(@) = o]
120

5 110

is

o

S

100 |
o0 |
Sttt iy
]5[)'(]00 16[)'(]00 170600 18[)'000 190600 ZUDIODO ZIDIODO 22[.{(]00
Weight wy

32
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Gradient RSS

m m n ’
_ T \2 — _ J
RSS(w) = Z(yi wix;)e = Z Vi in Wj
i=1

i=1 =0

Uwaga: tu xl] oznacza j-ty element i-tego wektora, czyli x[i][/]
) )
e Oznaczmy: e; = (y; — wlx;). Pochodna— (g;)? = 2e¢;—e¢;
aW] aWj
J

]
* Pochodna—e¢; = —x;
aWj l

Pochodna czgstkowa wzgledem w;:

aRSS(W) z (:VL - W xl) = ZZ()’L — W xl)xj

Wj
* Pochodnasumyi = l,m sk’fadnlkOWJest rowna sumie pochodnych
 Gradient:

m m m
VRSS(w) = [-2 Z(Yi —wlx;)-1,-2 Z(}’i - whx)x}, ., =2 Z(yi —whx)x]']
=1 =1 i=1

e Wartos¢é x =1

llllllJﬂ P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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Obliczanie gradientu RSS

aRSS(W) z(yl o xl)x

 Dlai-tej obserwacji btgd mnozony jest przez wartosc j-tego atrybutu
«  Ztozono$¢ obliczeniowa O (n?m)
* Nalezy przewidziec kilkadziesiat iteracji
* Jesli obserwacje (x;,y;)i=1m S3 umieszczone w bazie danych, wielokrotna iteracja moze by¢
kosztowna (np. m = 1000000).
* Zamiast:
VRSS(w) =
[—2 X7, (i —w'x) - 1, =23 (v = whx)x) o, =222 (v — whx)x]']
poszczegllne sktadowe mogq by¢ liczone réwnolegle:
PRSS(w) = Y™ [-2(y; —wTxp), —2(y; —wTx)x}, ..., —2(y; — wlx)x]]
Warianty algorytmu.

— stochastic gradient descent (wykonanie kroku optymalizacji po odczycie partii kilkuset danych ang.
batch)

— coordinate descent (optymalizacja w kierunku jednej ze sktadowych):
m
VRSS(w) = [const ..., —2 Z(yi - WTxi)xij , ... CONSt]

i=1

lllll]Jll P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 34

AGH



Inne modyfikacje algorytmu

* Momentum:

VD = By 4 7gw®), v = g
WD) = () _ 5y (E+1)

Wektor vE*1) akumuluje poprzednie wartoséci gradientu:
V(t+1) — ﬁt—lvg(w(l)) +,8t_2|7g(W(2)) + "‘+,81Vg(W(t_1)) +ﬂ0|7g(w(t))

Starting Point

[https://distill.pub/2017/momentum/]
e Adagrad
Wartos¢ wspodfczynnika y; jest ustalana indywidualnie dla kazdej wagi w; jako
Yi = L
ieilpa]

akumulowane sg kwadraty i-tych sktadowych gradientu z poprzednich iteracji




Modele nieliniowe

* Regresja liniowa moze by¢ zastosowana do wyznaczenia parametrow
modeli bedgcych nieliniowymi funkcjami.
e (Czesto przyblizana funkcja jest wielomianem — regresja wielomianowa

Proste przeksztatcenie: do tabeli X nalezy doda¢ kolumny z potegami i iloczynami
wartosci atrybutow

* Przyktad dla jednej zmienne;j:
f(X) = Wy + Wi X + szz + W3x3

s Rg ‘ Niebieska krzywa
U S S N N S — 2.45e—01 x* + 2.22e—05 x*3

1000000

500000 F - N N A

Czerwona krzywa
—6.15379704e—04 x3 +5.24e—08 x*
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Modele wielomianowe dla danych
wielowymiarowych

Dla n-wymiarowych danych posta¢ wielomianowa moze
obejmowac sktadniki kolejnych stopni:

n - pierwszego stopnia
n(n + 1)/2 - drugiego stopnia
n(n+ 1)(n+ 2)/6 - trzeciego stopnia

f(x) =wy+ z w;x; + Z Wik XjX) + z Wik1 Xj Xk XJ ...

Dla n=30 wielomian stopnia 3 bedzie miat potencjalnie
1+30+30*31/2+30*31*32/6=5456 czynnikow

Problemem jest:

— wybdr modelu (ktére kombinacje zmiennych bra¢ pod uwage)

— wyznaczenie/przechowywanie/dostep do macierzy cech X (5456
kolumn?)



Cechy

W ogdlnym przypadku model jest kombinacjg liniowg dowolnych
nieliniowych funkcji danych wejsciowych

N
FOO) = wo + ) wii()
i=1

Funkcja h;(x): x € R™ — R nazywana jest cecha.

W szczegdlnosci moze zachodzi¢ N = n oraz h;(x) = x|i] (i-tg cechg jest
i-ty sktadnik wektora x

Niezaleznie od postaci uzytych cech — wyznaczane sa wspotczynniki
kombinacji liniowej (wagi w) minimalizujgce RSS (w).

Model matematyczny i algorytmy pozostajg bez zmian

Dodajac ceche 1 (o indeksie 0) mozemy zapisac funkcje, jako:
f(x) =w"h(x)

— wto N + 1 wymiarowy wektor wag,

— h(x) =[1,hy(x), ..., Ay (x)] to wektor cech



Szeregi czasowe

* Wiele problemdéw ma charakter przebiegéw czasowych, np.
— zZmiana cen w czasie
— zmiana temperatury

— zZmiana zuzycia energii

* Czesto te przebiegi sg kombinacjg ogdlnych tendencji oraz zmian sezonowych

ST Time series
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Szeregi czasowe

e Za pomoca regresji mozna znalez¢ krzywg modelujgcg ogdlng tendencje:
y = f(x)

 Model taki nie uwzglednia przebiegdw sezonowych (traktuje je jak btad):
yi = f(x) + g

Time series
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i

Wykres btedu

Error

200

100

output
o

—100

—200

Widoczne 30 dniowe sezonowe fluktuacje
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Model

 Model uwzgledniajgcy sezonowos¢ ma postac:
y = wy + wyt + wyt? + wyt3 +W4sin< t+ CID)
— Wybrano krzywg 3 stopnia

— Okres wynosi 30 dni:

— Nieznane przesuniecie fazowe: ®

* Faza @ musi zostaé przeksztatcona w ceche. Z zaleznosci:
sin(a + b) = sinacosb + cosa sinb mamy:

sin( t + CID) = cos(®) + sin(®d)
Dla ustalonego @ czynniki cos(®) i sin(d) beda state i stang sie czescig wag.

Rownanie opisujgce model musi jednak uwzglednic cos (2—7; t):

= wy + wyit + wyt? + wst3 + w, sin t | +we cos t
y 0 1 5
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Wizualizacja modelu

D Time series

20400F

20300F

output

20200} ...

20100F

20000
]

200

800 1000
time

y = 20078.47 — 2.52e¢ — 01 - t + 2.39e¢ — 04 - t2 + 4.04e
— 07 - t3 + 5. 0551n(— t) + 7. 67cos(— t)



Wizualizacja modelu

+2.006e4 Time series

5_‘;0 ﬁli}l) ﬁfill) ]"Oil)
time

Dane przebiegu zostaty wygenerowane jako

21

at2+bt+c—dexp(—t)+esin<30

t+f> + g N(0,1)



