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Zagadnienie regresji

Dane:

* Zbior uczacy: D = {(x;, Yi)}i=1m

* Obserwacje: (x;, y;), wektor cech x; € R"

* Wartos¢ wyjsciowa jest skalarem y; € R

Zadanie: dobor funkgciji

f(x):R" > R,

ktéra pozwoli przewidzie¢ wartos¢ wyjsciowg y = f(x)
odpowiadajgca x

X Model 57
T ) '




Przebieg procesu uczenia
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* Wskaznik jakosci stuzy do porownania:
o y;- wartosci wyjsciowej zapisanych w zbiorze uczacym z
o ;- wartosci przewidywanej przez model dla x;
* Wskaznik jakosci steruje przebiegiem algorytmu lub jest
wykorzystywany w jego konstrukgji



Wielkosci statystyczne

Wartosc¢ srednia dla proby losowej Y = {y4, v5, ..., Vin }
§ ==Y, y;. Kiedy m > 00,5 > E[Y]

Wariancja dla préby losowej

72 (V) = - }}m )’

E(Y — E[Y])? = E[Y*] - E[Y]*
Kowariancja dla dwéch préb losowych X = {x{, x5, ..., X, } i
Y = {yl'yZJ . :ym}

o(X, 1) = —Zmemm 7)
ECX — EXD(Y — EIYD) = EIXY] - EIXIE[Y]



Wspodtczynnik korelacji Pearsona

oX,Y) i=1(x; =)y — ¥)
o(X)o(Y) ¥, —0)? IR, — 7)?
Wspodtczynnik korelacji Persona r ma nastepujgca wiasnosé:
r(X,Y)=r(aX +b,cY +d)
czyli skalowanie lub przesuwanie wartosci nie zmienia korelacji prébek.

Jezeli prébki sg przesuniete tak, aby x = 0i y = 0, wéwczas r(X,Y) moze by¢
interpretowane jako iloczyn skalarny dwéch m-wymiarowych wektoréw x i y
podzielonych przez ich dtugosci (normy).

r(X,Y) =

Xy
|x||y]

Odpowiada to kosinusowi kata pomiedzy wektorami. Wartos¢ 1 lub -1 oznacza, ze
probki sg silnie skorelowane. Wartos¢ bliska 0 — brak korelac;ji.

CosS @ =

VAR A . N

1 1 1 -1 -1 -1

e — — o~ .
0 0 0 0 o 0 o Przyktady korelacji
Van i i ﬁj‘: £ % :'z_. [https://en.wikipedia.org/wiki/Pearson_product-

moment_correlation_coefficient]



Wspotczynnik korelacji Pearsona - zastosowania

* Jezeli dwa atrybuty A, i A; odpowiadajace zmiennym x|[k] i x[l] zbioru
uczacego s3 silnie skorelowane, wowczas zapewne jedng z nich mozna
odrzucic i zmniejszy¢ ztozonos¢ modelu.

* Idealna korelacja 1/-1 mogtaby by¢ przyczyng btedéw numerycznych

* Przykfad: dla zbioru kc_house_data

r(sqft_living, sqft_above) = 0.8765

Flot: kc_house_data sqft_living - Square
) footage of the apartments
sqft_above ) interior living space

x sqft_above - The square
x footage of the interior
housing space that is
above ground level

sgft_living
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Wspotczynnik korelacji Pearsona - zastosowania

Korelacja pomiedzy atrybutem A;, (odpowiadajgcym zmiennej x[k]) i zmienng
wyjsciowq y uzasadnia uzycie atrybutu w modelu
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r(yr_built, price) = 0.054 r(bedrooms, price) = 0.308
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r(bathrooms,price) = 0.525 r(sqft_living, price) = 0.70
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Ocena jakosci predykcji

Dla zbioru uczgcego D = {(x;, ¥;)}i=1m i modelu f(x), niech y; = f(x).
Wspodtczynnik Pearsona moze zostac obliczony dla prébek y i y dla oceny korelac;i
pomiedzy obserwacjami zmiennych wyjsciowych y oraz y.

Wspotczynnik determinacji (ang. coefficient of determination)

W praktyce do oceny jakosci modelu zamiast r(y, ) uzywa sie r2(y, ).
Wspodtczynnik moze by¢ obliczony przez podniesienie r(y, ¥) do kwadratu lub
wprost ze wzoru:

r2 = ?Ll(yi _}7)2
{Zl(yi — }7)2
* Wspotczynnik determinacji mierzy jakos¢ dopasowania regresiji.
— 12 =~ 1-dobre dopasowanie
— 1?2 = 0.5 - stabe dopasowanie
— 71?2 =< 0.5 - dopasowanie niezadawalajace
e Warto$¢ ¢? = 1 — r? okreéla jaka cze$¢ zmiennoéci wartosci wyjéciowe;
(zmiennej objasnianej) nie jest ,wyjasniona” przez atrybuty uzyte w regresiji
(zmienne objasniajace).
* Wiecej informacji: Daniel T. Larose Data Mining Methods And Models/Metody
i modele eksploracji danych



Wspodtczynnik determinacji - uwagi

W przypadku metody najmniejszych kwadratow

(pz —1—72 = ?il(yi _yi)z
i=1(yi = ¥)?

Stad 7% moze by¢ obliczane jako
iz1(yi — Vi)?

r’=1—¢?=1-— —
¢ ST (5= 7)?

W ogdlnym przypadku ta wartos¢ moze by¢ ujemna (co jest
bardzo ztym wynikiem).

W ten sposob zaimplementowana jest funkcja r2_scorew
bibliotece scikit-learn.



Pulsar Dataset Explained Variance

1.0+

Tu wystarczy 5 atrybutéw

0.9 4

Variance (%)
o
@

o
-

0.6 1

=)

2 3 4 5 6
Number of Components

o 4
=

Explained Variance

1.0+

Tu nalezy uzy¢ znacznie wiecej

0.8

Variance (%)
o
on
1

o
=
i

0.2 4

T T T T T T
40 60 80 100 120 140 160
Number of Components

o4
[3¥]
(=]

IIWIJII P. Szwed: Eksploracja danych (2021)

AGH



Python

Klasa LinearRegression (oraz Ridge i Lasso) majg metode score()
wyznaczajaca wspotczynnik determinacji r%. Parametrami sa
m X n macierz X oraz wektor y.

from sklearn import linear_model
X, ¥ = np.loadtxt(inp, delimiter="\t', usecols=(0, 1), unpack=True,skiprows=0)

features3 = np.stack((x,np.power(x,2),np.power(x,3)),axis=-1)
regr3 = linear_model.LinearRegression()

regr3.fit(features3, y)

print (regr3.score(features3,y))

fx=np.linspace(0,6000,100)
fy = regr3.predict(np.stack((fx,np.power(fx,2),np.power(fx,3)),axis=-1))
plt.plot(fx,fy linewidth=2,color="b',label='3 st')




Przyktad

Regression

2000000 b A

price (%)

—1000000 |- i
—2000000 |

OO0 |

—4000000
o]

3000 4000 5000 6000
sqft_living

1000 2000

3 stopnia (niebieski) 0.6953 0.48349

4 stopnia (zielony) 0.8603 0.7402
7 stopnia (czerwony) 0.9410 0.8855
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Metryki oceny modelu: MSE

Sredni btad kwadratowy (mean squared error)

1 m
MSEz—E . — $.)2
m'l(yl Vi)

1=

Wzgledny sredni btagd kwadratowy
i (i = 90)? _ it (i — 9:)?

RelMSE = =
i —=y)? 02

Zauwazmy, ze MSE = iRSS. ( RSS jest funkcja celu minimalizowang podczas
regres;ji).



Funkcje oceny modelu: MSE

Metryka MSE jest chetnie stosowana w kazdej dziedzinie, gdzie
ocene mozna przeprowadzic¢ przez porownanie dwoch ciggow
wartosci, np. ocena jakosci modelu, ocena jakosci i wiernosci
sygnatu.
e jest prosta do obliczenia
jest miarg odlegtosci:

— nieujemna MSE(X,Y) >0

— zachowuje identycznos¢ MSE(X,Y) =0jesliX =Y

— symetryczna MSE(X,Y) = MSE(Y, X)

— nieréownosc tréjkata: MSE(X,Z) < MSE(X,Y) + MSE(Y,Z)
* moze miec interpretacjg fizyczng (np. jako energia btedu

sygnatu)

* idealna dla optymalizacji

 w wielu dziedzinach jest uzywana z przyzwyczajenia



Funkcje oceny modelu: MSE

Zastosowanie MSE do oceny szeregdw czasowych (sygnatdw) bywa krytykowane.

MSE=0, SSIM=1 MSE=306, SSIM=0.928 MSE=309, SSIM=0.987 MSE=309, SSIM=0.576
CW-SSIM=1 CW-SSIM=0.938 CW-SSIM=1.000 CW-SSIM=0.814
(@) (b) (c) (d)

MSE=308, SSIM=0.641

MSE=694, SSIM=0.505
CW-SSIM=0.811 CW-SSIM=0.633 CW-SSIM=0.603 CW-SSIM=0.925
(€) (f) (9) (h)

MSE=313, SSIM=0.730 MSE=309, SSIM=0.580

[Zhou Wang and Alan C.
Bovik: Mean Squared
Error: Love It or Leave It?
IEEE SIGNAL PROCESSING

MSE=590, SSIM=0.549
CW-SSIM=0.917

MSE=577, SSIM=0.551
CW-5SIM=0.916

MSE=873, SSIM=0.399
CW-SSIM=0.933

MSE=871, SSIM=0.404
CW-SSIM=0.933

0 0 “ 0 MAGAZINE [98] JANUARY

[FIG2] Comparison of image fidelity measures for “Einstein” image altered with different types of distortions. (a) Reference image.

(b) Mean contrast stretch. (c) Luminance shift. (d) Gaussian noise contamination. (e) Impulsive noise contamination. (f) JPEG 2 OO 9
compression. (g) Blurring. (h) Spatial scaling (zooming out). (i) Spatial shift (to the right). (j) Spatial shift (to the left). (k) Rotation ]
(counter-dockwise). (I) Rotation (clockwise).
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Funkcje oceny modelu: RMSE

RMSE (root mean square error) jest zdefinowana jako:

m
1
RMSE = |— . — Pi)?
= (i = 91)
\ i=1
Podobnie mozna zdefiniowa¢ wzgledng wartosc:

iz (vi — 90)°
iz (v — y)*
* RMSE jest wyrazana w jednostkach zmiennych wyjsciowych

* Jest tez nazywana standardowym btedem regresji/estymaty

* Pozwala okresli¢ przedziaty ufnosci. Jesli ¥ jest estymowang wartoscia dla
x, to ,,prawdziwa” wartos¢ fye (X):
— Z prawdopodobieristwem 0.68 jest w przedziale [y — RMSE,y + RMSE]
— Z prawdopodobienstwem 0.95 jest w przedziale [y — 2RMSE,y + 2RMSE]

* RMSE moze by¢ wrazliwa na przypadkowe duze wartosci y

RelRMSE =




Przyktad interpretacji RMSE

regression line
-RMSE

+RMSE
-2*RMSE

+2*RMSE

Zbior kc_house_data
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Funkcje oceny modelu wykorzystujgce wartosci
bezwzgledne

Sredni btad bezwgledny MAE (mean absolute error)
m
1
MAE = — . — Y
mz lyi — ¥il
i=1
Sredni btad wzgledny (relative mean absolute error)

2 lyi — ¥l

RelMAE = —
?;1 ly; — ¥

Sredni bezwzgledny bfad procentowy MAPE (mean absolute

percentage error)
100
MAPE = —2
m ]
i=1

Vi — Vi
Vi



Funkcje oceny modelu wykorzystujgce wartosci
bezwzgledne

 Mediana btedu bezwzglednego (median absolute error)
MedianAE = median({|ly; — y;l:i =1, ...,m})
* Miary wykorzystujgce wartosci bezwzgledne sg mniej wrazliwe na
obserwacje z przypadkowymi duzymi wartosciami (nie s3 podnoszone do
kwadratu).

 Miara medianowa jest szczegdlnie odporna

* Na ogdt MAE < RMSE (btad absolutny mniejszy od pierwiastka
kwadratowego)

1e7 Regression

o[~ e MSE = 62975083210.97 $2
— awse | ? RelMSE = 0.46726

s — rremse | N . RMSE = 250 948.37$

| | | RelRMSE = 0.68356
MAE = 165737.57 %
RelMAE = 0.70846
MAPE = 34.73%
MedianAE = 122900.81 $

(3)

price




Porownanie — ktora krzywa jest najlepsza?

DDDDDDD

.....................

00000000

.....................

00000000
(1]

3 stopien

MSE= 31 440 814 308.86
RelMSE= 0.51650
RMSE= 177 315.58
RelRMSE= 0.71868
MAE= 154 739.49
RelIMAE= 0.05285
MAPE=52.89

MedAE= 119 875.08

sqft_living

4 stopien

MSE= 15 810 127 730.65
RelMSE= 0.25972
RootMSE= 125 738.33
RelRootMSE= 0.50963
MAE= 113 498.98
RelMAE= 0.03877
MAPE= 35.32789
MedAE= 111 812.74

Regression

sqft_living

7 stopien

MSE= 6 965 504 486.83
RelMSE= 0.11443
RootMSE= 83 459.60
RelRootMSE= 0.33827
MAE= 50 143.26
ReIMAE=0.01713
MAPE= 14.73982
MedAE= 16 473.52062




Btad uczenia

4 Btad uczenia

Niezaleznie od miary, bfgd uczenia
bedzie na ogdt malat wraz ze
wzrostem zfozonosci modelu

i = 0—funkcjastata,y =y
i =1- prOSta

[ = n— wielomian n-tego stopnia

Ztozonosc¢: i

-

0 1 2 3 4 5 6 7 y=D WX

MIWIJII P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 21



Czy btad uczenia mozna zredukowac do zera?

1 stopnia 280.74
o B 3 stopnia 164.23
4 stopnia 147.38
7 stopnia 137.91

W ogdinym przypadku nie

Jezeli zbidr uczacy zawiera punkty
przypisujgce tym samym x rézne
wartosci wyjsciowe y, btad
uczenia zawsze pozostanie

B b ; ;
® f
“100] S S S S . ° 5

10 20 30 40 50
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Zastosowanie modelu do predykc;ji

* Podczas predykcji model jest stosowany, aby przewidzie¢ wartosc
wyjsciowa dla nieznanych danych.
e (Czy btad uczenia pozwala ocenic jakos¢ modelu podczas predykgcji?
HEI_._]I’I:.!'b::IUII :
1000000 | - e NG ......................
.E —1gooooo - ...................... CZy réznlca pomledzy ............................ B
= j cenami domoéw 12 . .
—2000000 pownqnybyc'takduza?
S I I I N N
0]} 1000 2000 Eq?tj?j . 4000 5000 6000

Btad uczenia jest bardzo optymistycznym oszacowaniem, poniewaz w wyniku
optymalizacji krzywa zostata dopasowana do danych uczgcych.

Niska wartosc¢ btedu uczenia nie pocigga za sobg dobrych wtasnosci
predykcyjnych

(chyba, ze model byt uczony na wszystkich kombinacjach danych wejsciowych)

lIﬂl]Jll P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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Btad generalizacji

Niech f,, bedzie modelem wyznaczonego na podstawie zbioru uczacego D.
Btad generalizacji jest to wartos¢ oczekiwana btedu dla nieznanych danych.

L(F) = Exy [L(fa (), )] = j L(f(0,9) p(x, y)dxdy

XXY
* Funkcja oceny L(,) to na przyktad MSE, RMSE, MAE, MAPE

* L(f;) to wartos¢ oczekiwana funkcji oceny L(-,-) dla wszystkich
kombinacji wartosci wejsciowych i wyjsciowych ze zbioru X X Y.

* Wartosc oczekiwana musi takze uwzgledniac
rozktad prawdopodobienstwa p(x, y)
wystgpienia pary (x, y).

* Dlarzeczywistych danych,

a nie np. danych wygenerowanych sztucznie,
rozktad ten jest nieznany.

l]ﬂl]lll P. Szwed: Eksploracja danych (2021) 24



Btad generalizacji

* Najczesciej btad generalizacji jest definiowany jako
,prawdziwy btgd”
G = L(f,,) = true error
Wodwczas pojecia btedu generalizacji G i prawdziwego btedu L(f;,)
uzywane sg zamiennie
* Inne podejscie

— Dla modelu f,, i zbioru danych D moze zostaé¢ wyznaczony bfad uczenia
(empiryczny):

1 m
Lp(fn) = Ez L(fn(x:), i)
i=1

— Btad generalizacji modelu f,, jest zdefiniowany jako:
G = L(f,,) — Lp(f,,)) = true error — learning error



Btad generalizacji

Na ogot wraz ze wzrostem ztozonosci ,,prawdziwy btgd” modelu
poczatkowo maleje, a nastepnie rosnie.

A Btad generalizacji
(true error)

Ztozonosé
modelu
T >
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Btad testowy

* Prawdziwy btad L(f;,) jest na ogét niemozliwy do wyznaczenia, ale mozna
go przyblizy¢ testujgc model f,, na nieznanych danych.

W tym celu dostepny zbior danych dzielony jest na dwa roztaczne
podzbiory:
— D¢yrqin — dane uzyte do uczenia

— D¢ogt — dane testowe
* Model jest uczony dla obserwacji ze

O zbioru Dyygin,

N * Obserwacje ze zbioru D¢;4i, MOg3
Dyrain by¢ uzyte do oceny btedu uczenia
/ ~70% * Podczas oceny uzywa sie wytgcznie
\_ obserwacji w zbiorze Dy,

k
1
\ Leest () =7 ) LUn(i), 31)
D¢est =1

~30% * Oczekuje sie, ze L(f,)~Ltost (fr)
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Btad uczenia, testowy i generalizac;ji

A Btad generalizacji
(true error)

btad generalizacji

Ztozonos¢

modelu
>
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Wyznaczanie btedu testowego

Przyktadowy zbidér danych:
» okregi —zbidr uczacy
e trojkaty — zbior testowy

@®@ learn :
2000000 | | YW predict|

1000000 F

Regression

_ ve _°® ve f f v
V. Ove v. 1) : : e

£

IE_—]_OOOOQO_..
2000000 F

—3000000 | -

—4000000 I i . : ;
(4] 1000 2000 2000 4000 5000 6000

sqft_living

iy
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Wyznaczanie btedu testowego

Regression

price ($)

—1000000 | N ]

—2000000 | ]

1st

3 st

4 st

7 st
learn
predict

—3000000 L o

—4000000
]

1000 2000 3000 4000 5000 6000
sqgft_living

T N R

MSE=7 909 189 801.61 MSE= 15 454 501 213.96 MSE= 60 899 960 613.24 MSE= 3 140 346 233 438.67
RMSE= 88 933.63 RMSE=124 316.13 RMSE= 246 779.17 RMSE=1 772 102.21

MAE= 71 760.10 MAE= 105 606.28 MAE= 198 221.30 MAE=1 037 183.83
MedAE= 59 090.83 MedAE= 87 509.10 MedAE= 162 279.35 MedAE= 317 487.51
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Wyznaczanie btedu testowego

* Krzywe bardziej ztozonych modeli coraz lepiej przyblizajg dane uzyte
do uczenia

 Rdéwnoczesnie stajg sie coraz bardziej skomplikowane (wiele
ekstremow, na ogdt pomiedzy punktami danych)

W tym przypadku: jezeli modele sg testowane na danych nie
uzytych do uczenia, wszystkie miary rosng wraz ze ztozonoscig
modelu

* Nie jest to zaleznos¢ ogdlna (nie zawsze model prostszy jest lepszy),
ale wybierajgc pomiedzy rownie dobrymi modelami, powinnismy
wybrac¢ prostszy (William Ockham XIll w)

Essentially, all models are wrong, but some are useful.
[Wszystkie modele sg zte, ale niektore sg uzyteczne.]
George Box




Niedostateczne i nadmierne dopasowanie

Btad generalizacji
(true error)

Z20Nnos¢
odelu
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Przebieg uczenia

dane uczace

Ai Wybor i uczenie

> modelu

y = f(8(4), %)

‘A

7]
dane testowe
Ocena modelu
L(f(07(4:),x))

O Q)i=1..K |

Wybor
najlepszego
modelu 6*(1%)

WYybor i uczenie modelu

— wybierana jest ztozonos¢
(posta¢) modelu A; (np.
stopien wielomianu)

— podczas uczenia
(minimalizacja funkgji
oceny, np. RSS) wyznaczany
optymalny zestaw
parametrow 6*(4;)

Ocena modelu:

— Bfad generalizacji
L(f(6"(A;),x)) okreslany
na podstawie danych
testowych

— Wybierany jest najlepszy
model (6" (1%), x)



i

Przebieg uczenia

Uczenie jest procesem optymalizacji w dwdch kierunkach A i 6 :
* wybdr postaci modelu i ztozonosci A (dyskretny) i ocena z uzyciem Dy ¢
* optymalizacja parametréw modelu 6(A;) i ocena z uzyciem Dy, 4in
A
0 (L) 6" (1%) ()

%

3

A1 Ao A3

e Czy L(f(@*(/l*),x)) jest dobrym oszacowaniem btedu generalizacji?

* W ogdlnym przypadku jest zbyt optymistyczne.

* Podczas optymalizacji w obu kierunkach mozliwe jest nadmierne
dopasowanie do zbioru uczgcego i zbioru testowego

P. Szwed: Eksploracja danych (2021)
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Rozwiagzanie - dwa zbiory testowe

Zbior do walidacji
modelu
(validation set)

Zbior testowy
(test set)

Zbidr uczacy

(training set)

Ocena modelu Ocena btedu
Dobér 6*(4;) i wybor generalizacji dla
optymalnego A* f(6*(1%), x)

*  Wybdr A" minimalizujgcego btad z uzyciem zbioru walidacyjnego
* Aproksymacja btedu generalizacji modelu f(6*(1*), x) z uzyciem zbioru
testowego

* Typowe podziaty:
— uczacy: 80%, walidacyjny: 10%, testowy: 10%
— uczacy: 50%, walidacyjny: 25%, testowy: 25%
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Sposob podziatu zbioru danych

Pozostate dane

 Wydzielamy zbior testowy z catego zbioru danych

Powinien on w miare mozliwosci reprezentowac réznorodne
dane (np. dobrany losowo)




Sposob podziatu zbioru danych

Zbior Zbior

Jbid
bior uczacy walidacjyjny | testowy

* Pozostate dane dzielimy na zbior uczacy i zbior walidacyjny

« Zbior walidacyjny stuzy do oceny jakos$ci modelu f(6*(4;), x)
w zaleznosci od parametru sterujgcego ztozonoscig A;.

e Jest z reguty niewielki.
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Sposob podziatu zbioru danych

Zbior Zbior Zbior Zbior

walidacjyjny walidacjyjny walidacjyjny testowy

* Do walidacji modelu moze zosta¢ wykorzystany dowolny
podzbidr danych

* Ocena btedu bedzie najbardziej wiarygodna, jesli uzyte zostang
wszystkie dane i ocena zostanie usredniona

e Zauwazmy, ze wszystkie metryki, poza RMSE sg addytywne:

m
MSE = 12( 5.)2
—m. 13’1 Vi
=

1 m
MAE=—Z 5
mlllyl Vil

1=
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k-krotna walidacja krzyzowa

Angielski termin k-fold cross validation ttfumaczony jest jako
walidacja krzyzowa, sprawdzian krzyzowy lub kroswalidacja.

Pozostate
dane

Przetwarzanie wstepne
. . . m ,
* dane sg dzielone losowo na k grup, kazda I|czy? elementow

* podziat jest zachowywany w kolejnych etapach



i

k-krotna walidacja krzyzowa

Zbior
walidacyjny

(3)

0 (4) L(8;y(4))

— zbiér danych podzielony na k roztgcznych blokéw

Wejscie:

— Parametr A sterujacy ztozonoscig modelu

fori =1, ..., k:
Wyznacz 6;) (1) postugujac sie danymi z blokéw {1, ..., k}\{i}
Oszacuj i-ty wskaznik btedu: L(6;) (1))

Oblicz sumaryczny btad:
k

L(/l)=% . L(G@@))
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k-krotna walidacja krzyzowa

* Jezeli walidacja krzyzowa ma na celu wybor sposrod roznych
postaci modeli {14, ..., A,-}, wybierany jest model, dla ktérego
L(A;) osigga minimalng wartosc.

Wyznaczanych jest k - r modeli.

* Jezeli walidacji poddany jest tylko jeden typ modelu (A7),
wyznaczanych jest k modeli, dla kazdego z nich L(Qa-) (A)i
wartosc jest usredniana.

* Weka: ostatecznie model o ztozonosci A jest wyznaczany dla
catego dostepnego zbioru.



Wybor k

* Jako$¢ oszacowania btedu rosnie wraz z k (liczba blokdéw)

* Teoretycznie, najlepszg wartoscig jest k = m, czyli wydzielane sg bloki
jednoelementowe: leave one out cross validation

* Kosztowne obliczeniowo: wymaga wyznaczenia tylu modeli, ile jest

obserwacji
@ Weka Explorer BE—x) Typowe wartosci:
Pglzp;;?;:fs Classify | Cluster | Associate | Select attributes | visualize| |- k=10lubk =5
 Choose |LinearRegression S 0 R 1.0E-8 -rurn-decimak-places 4 (a ng: ten fold cross validation)
Test options Classifier output
Use training set -
Supp“ed —— B ¥ Ter model (full training
@ Cross-validation  Folds |10 | ffenear regreasion on X | Walidacja krzyzowa jest czestg metoda
Fercentagespit % 81 175+ x w1320 I oceny prototypowych algorytméw:
| — QI prp——— 1. zaimplementuj nowy algorytm
(Hum) ¥ - ‘ o | | 2. wybierz zbi6r danych z UCI
Start Stop T R T e e B o Machine Learning Repository
Result s (right-click for options) | _ _-°**""#13#wen == v 3. zastosuj walidacje krzyzowa dla
K = s = r catego zbioru
o [ 09 | g xo 4. porownaj wyniki z innymi
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Kompromis pomiedzy bias i variance

Wybdér modelu w problemach uczenia nadzorowanego (nie
tylko regres;ji) wigze sie z realizacjg dwdch sprzecznych celdw:
— Model powinien by¢ dobrze dopasowany do danych uczgcych, aby
uchwycic zaleznosci pomiedzy danymi
— Model powinien tez dobrze przybliza¢ nieznane dane (zapewnia¢ maty
btad generalizacji)
Modele ztozone dobrze dopasowujg sie do danych
wyjsciowych, ale charakteryzujg sie duzg zmiennoscia
(variance) wartosci wyjsciowych. Ryzykiem jest nadmierne
dopasowanie (overfitting)

Modele prostsze sg obcigzone duzym btedem systematycznym
(bias) i ich zastosowanie niesie ryzyko niewystarczajgcego
dopasowania (underfitting).

Trzecim sktadnikiem btedow generalizacji jest nieredukowalny
btad zwigzany ze zmiennoscig danych



Kompromis pomiedzy bias i variance

* Dla zagadnienia regresiji i Sredniokwadratowej funkcji oceny
MSE mozna przeprowadzi¢ formalng dekompozycje na trzy
sktadniki:

— bias (odchylenie systematyczne)

— variance (wariancja zwigzana z modelem)

— o2 - wariancja btedéw danych

e Zagadnienie regresji
— Dany jest zbior uczacy Dyipain = {(x, yi)}i=1,m

— Poszukiwana jest ,,prawdziwa” funkcja y = f(x), przy zatozeniu, ze

y; = f(x;) + € oraz e=N(0,02) - wartoé¢ oczekiwana E[¢] = 0,

wariancja o?.



Kompromis pomiedzy bias i variance

e Zatézmy, ze w wyniku uczenia wyznaczona zostata funkcja y = f(x).
 Jak funkcja zachowa sie na nieznanych danych D = {(x;, y;):i = 1,k}?
* Trzy sktadniki:

MSE = Ej [(y — f(x))zl = Biasj (f(x))2 + Vary (f(x)) + o}
gdzie:
- Biasp (f()) = Ep[f(0) = f(]

~ var, (f()) = Ep[f ()] - E[f )]’
— o =E(?) —E[y]> (wariancjadanychw D)
 Komponent bias (odchylenie systematyczne) spada ze wzrostem
ztozonosci modelu. Skrajnymi przypadkami sg funkcja stata (maksymalny
btad) i idealne dopasowanie (minimalny btad).
 Komponent variance Jest zerowy dla funkcji statej i wraz ze wzrostem
ztozonosci modelu rosnie (przebiegi f(x) stajg sie coraz bardziej
skomplikowane i dla nieznanych danych wartosci sg bardzo zmienne)
« Komponent g} opisuje szum (zmiennoé¢ danych): na wejscie estymatora
mozna dostarczy¢ dowolnie zaszumione dane, ktdre wptyng na wynik
koncowy.



Kompromis pomiedzy bias i variance

A
Btad

Ztozonosé
modelu
‘ >
optymalny
wybor
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Zaleznos¢ btedu od liczby obserwacji
W zbiorze uczgcym

Staba

[ oksymacja dla
OW

btad generalizacji

< Zhiesnosé
(bias & noise)

btad uczenia

m — liczba
obserwacji

>
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Porownanie modeli 1

Regression - selected 8/21613
3500000

— B st
3000000 + —— 2st

2500000 ~

2000000 ~

1500000 -

1000000 -

500000 ~ =

04

—500000 -

-1000000

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
sgft_living

Szare krzyzyki — rzeczywiste dane (w tym te nieznane)
Niebieskie kropki — dane uzyte do budowy modelu (uczenia)
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Porownanie modeli 2

Regression - selected 26/21613
3500000

— B st
3000000  —— 2st

2500000 -

2000000

L3

1500000 -

1000000 -

500000 ~

0 -

—500000 -

-1000000 1 | 1 1 T
0] 1000 2000 3000 4000 3000 6000

sqft_living
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Porownanie modeli 3

Regression - selected 263/21613
3500000

— B st
3000000 4 —— 2st

2500000 ~

2000000 ~

1500000 -

1000000 -

500000 +

0 4

—500000 -

-1000000

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
sgft_living
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Porownanie modeli 4

Regression - selected 2218/21613
3500000

— 6st
3000000 4 —— 2 st " !

2500000 -

2000000

1500000 -

1000000 -

500000 ~

0 -

—=500000 -

1000000

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
sgft_living
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Regularyzacja

LinearRegression
2500000

1 st
2 st
3 st
4 st

2000000 ~

1500000

1000000

500000

—500000 T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

sgft_living
* Dlaregresji wielomianowej algorytm bedzie starat sie dobrze dopasowacd
krzywa do obserwacji.
* Im wiekszy stopien wielomianu tym wiecej jest mozliwych zagiec krzywej

* Rownoczesnie krzywizny stajg sie coraz ,chudsze”, co z reguty odpowiada
wysokim wartosciom wag
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Regularyzacja 2

LinearRegression

2500000
— ] st
— 7 gt
2000000 + = 3 st
— 4 5t
1500000
1000000
500000 -
0 -
—=500000 T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

sqft_living

f,(x) = 107.97 x1 + 188160.37

£,(x) =390.28 x2 — 0.05 x! — 133371.02

f:(x) = 900.23 x3 — 0.25 x2 + 0.00 x1 — 497434.19

fi(x) = —3214.81 x* +2.36x3 — 0.00x2 + 0.00 x* + 1589582.21
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Dlaczego duze wagi s3 zte?

Dla regresji wielomianowej jednej zmiennej nie jest to
oczywiste — cechy sg dos¢ mocno skorelowane, wiec wptyw
duzej wagi w; moze skorygowany przez wptyw innej duzej
wagi w;
Dla niezaleznych cech — duza wartos¢ wagi w; oznacza duza
wrazliwosc¢ funkcji regresji na drobne fluktuacje i-tej cechy
h; (x)
— Dla blisko potozonych obserwacji x* oraz x
F(x®)i f(x") moga byé¢ bardzo duze.
— Model bardzo dobrze dopasowany do danych uczgcych moze nie
sprawdzic sie dla nieznanych danych
Lepszym rozwigzaniem jest gorsze dopasowanie do danych
uczgcych przy rownoczesnym ograniczeniu parametrow
swiadczacych o potencjalnie duzym btedzie generalizacji —
czyli zmniejszeniu wartosci wag.

! réznice wartosci funkgji



Regularyzacja L2 (Ridge Regression)

W przypadku zwyktej regres;ji liniowej szukane sg wagi
minimalizujgce funkcje celu postaci

Jw) = ¥t (v — whx)?
Dla regresiji grzbietowej dodany jest sktadnik (funkcja
kary) ograniczajgcy wartosci wag

Jw) =¥ (i —wix)? + Allwl[?
Czynnik ||w||? to tzw. norma L?, czyli po prostu:

n
wliw = E w?
i=1

Nieujemna stata 1 okre$la udziat sktadnika ||w||* w funkgji
celu.



Regularyzacja L2 (Ridge Regression)

Na poprzednim wyktadzie pokazane byto rozwigzanie analityczne
polegajgce na
1. Obliczeniu gradientu funkcji celu RSS i przyréwnanie do O:
—2XTy +2XTXw =0
2. Znalezieniu rozwigzaniu rownania postaci:
w=XTX)"1XTy
W tym przypadku analogiczne operacje to:
1. Obliczenie gradientu:
Vi(w) = =2XTy + 2XTXw + 2Aw =0

2. Wyznaczenie rozwigzania:
w= XX+ D)Xy

Jezeli w X jest wiele mocno skorelowanych atrybutow macierz

(XTX)~! moze nie istnie¢ (liniowa zalezno$¢ kolumn). Dodanie
wystarczajaco duzej wartosci A na przekatnej XX + Al usuwa
osobliwos¢ macierzy.



Regularyzacja L2 (Ridge Regression) -ilustracja

Jw) =Z2: (i —w'x)? + Alwl|*

B,

/ Sktadnik RSS

_OLS estimate

RHidge :.(
estimate X

4

Sktadnik A L2 P

Zrodto: https://onlinecourses.science.psu.edu/stat857/node/155
Tutaj: 51 i B, to wagi w
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Regularyzacja L2 — analiza lambda

Jw) =32 0 —whx)? + Aljw||?

* JezeliA = 0, funkcja celu jest taka sama, jak dla
zwyktej regres;ji

* Dla matych wartosci A wptyw czynnika
regularyzujgcego bedzie mniejszy — wagi beda sie
powiekszac

 Dla duzych wartosci A wagi bedg bliskie zeru
(i wiekszosci przypadkow btad RSS bedzie duzy)

Czasami wspotczynnik oznaczany jest jako a

class sklearn.linear model. Ridge (alpha=1.0, fit_intercept=True, normalize=False, copy X=True, max_iter=None,
toi=0.001, solver="auto’, random_state=None) [zource]



Regularyzacja L2 — analiza lambda

Ridge coefficients as a function of the regularization

80 ~
60 A
Wagi malejg do zera,

w0 | O ale nie osiggaja
. T wartosci 0
§ 20 -

0 1 __‘_____H__.-—— e

_2{] -
mI-E 1(:-'-3 ml-l 161 1&13 1(|15
lambda
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Regularyzacja L1 (Lasso)

W przypadku regularyzacji L1 sktadnikiem regularyzujgcym
jest norma L1 (czyli suma wartosci bezwzglednych wag)

J(w) = z(}’i —whx)? + /12|Wi|
i=1 i=1

* Funkcja ta nie jest rozniczkowalna w zerze, wiec nie istnieje
rozwigzanie analityczne

 Mimo tego mozna zastosowac gradientowe metody

optymalizacji .

>

Gradient = —1 Gradient = 1




Regularyzacja L1 (Lasso) -ilustracja

Jw) =X (i —wix)* + A0 [w]

Sktadnik RSS

Sktadnik A L1

Optymalne wagi — niemal
Zawsze W rogu rombu, tu

wy =0

Zrédto: https://stats.stackexchange.com/questions/30456/geometric-interpretation-
of-penalized-linear-regression
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Regularyzacja L1 — analiza lambda

* Dla L1 wraz ze wzrostem lambda kolejne wagi beda znika¢ (w rogach rombu jedna

z wag ma wartosc¢ 0)

* Dla L2 wagi bedg stawaty sie dowolnie mate, ale nie zanikaty zupetnie

Lasso coefficients as a function of the regularization

100 -
80

60 -

7 \

=0

_20 =

weights

T T T T T
101 10° 101 102 103
lambda

iy
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Lasso dziata wiec jak
mechanizm wyboru cech
(ang. feature selection).

Stopniowo odrzuca
wspotliniowe atrybuty,
pozostawia zbior
najbardziej istotnych
(tych, ktére najlepiej
,0bjasniaja” zmiennos¢
wartosci wyjsciowych).



