Metody eksploracji danych
4. Klasyfikacja

Wprowadzenie
Ocena klasyfiaktorow
Regresja Logistyczna



Zagadnienie klasyfikacji

Dane:

— Zbiér uczacy: D = (¥, ¥)}i1m

— (x;,y;) — obserwacje, instancje

— x; - obserwacje (wartosci atrybutéw réznego typu)

— y; € {cq, ..., Ci } - etykiety klas

Celem jest znalezienie modelu c(x): x = {cq, ..., Cx}
pozwalajgcego na przypisanie etykiety klasy nieznanym
wektorom x

Klasyfikacja binarna k = 2 wéwczas c(x): x = {cq, ¢c,}

Efektywnosc¢ otrzymanego modelu powinna by¢ oceniana z
uzyciem odrebnego zbioru danych

— Podziat (test split) oryginalnego zbioru danych na Dyyqin i Diest

— Zastosowanie walidacji krzyzowej (CV, cross validation)



Przyktady zagadnien klasyfikacji

Klasyfikacja transakcji kartami ptatniczymi (autoryzowane czy
oszustwa)

Klasyfikacja wnioskéw kredytowych (udzieli¢/odrzucic)

Klasyfikacja roszczen ubezpieczeniowych (uzasadnione czy
proba wytudzenia)

Przewidywanie odejscia klientow firm telekomunikacyjnych
(ang. churn)

Kategoryzacja tekstow (np. wiadomosci, artykutéow) jako:
finanse, pogoda, rozrywka, sport

Filtrowanie spamu
Detekcja twarzy, postaci, obiektow na obrazach

Okreslanie, czy zmiany rakowe w komadrkach sg tagodne lub
ztosliwe

Klasyfikacja struktury biatek



Poréwnanie klasyfikacji i regresji

e Podobienstwa

Model ma postac funkcji X = Y

W obu zagadnieniach problemem jest wymiar X (tzw. klgtwa
wymiarowosci). Jezeli wymiar X wynosi n, aby rownomiernie pokry¢ X
k obserwacjami w kierunku kazdego wymiaru potrzeba k™ obserwacji.
W obu przypadkach istotne sg zdolnosci generalizacji modelu:
wyznaczanie btedu testowego w zaleznosci od ztozonosci, zjawisko
nadmiernego dopasowania (overfitting)

Czes¢ modeli moze byc¢ uzyta zaréwno do regres;ji, jak i klasyfikaciji:
drzewa regresji/decyzyjne, sieci neuronowe

* Robznice
— W zagadnieniach klasyfikacji wartosci wyjsciowe sg kategoryczne

(dyskretne, skoriczony zbiér wartosci): 0/1, tak/nie

Mozliwa jest klasyfikacja wielowartosciowa (multilabel), wéwczas
Y = 2¢, gdzie C jest zbiorem etykiet, np. kategoryzacja tekstéw

Stosowane sg inne funkcje oceny



Regiony decyzyjne i granice klas

Regions & Boundaries

Region y=0

Granica klas
(decision boundary)

Region y=1 _

—4 =) —2 -1 0 1 2 3

* Region decyzyjny dla danej klasy c; to podzbidr obserwacji
X(c;) = {x € X: c(x) = ¢;}, ktdrym klasyfikator przypisze klase

(decyzje) c;.
* Granica klas to brzeg regionu



Regiony decyzyjne i granice klas

* Regiony decyzyjne na ogot nie sg wyznaczane analitycznie, ale
sg pochodng parametrow wyznaczonego modelu. Dla modeli
nieparametrycznych mogg byc okreslone wytacznie przez
testowanie wartosci wejsciowych.

e Ksztatty regionow mocno zalezg od przyjetego modelu i jego
ztozonosci

Regions & Boundaries . Regiops & Boulndaries .

Naive Bayes SVM + RBF kernel



Regiony decyzyjne i granice klas: inne przyktady

W zaleznosci od metody granice regiondw mogg by¢ krzywymi
separujgcymi dane, miec postac famanych, zawierac wyspy.

* Nie wszystkie obserwacje zbioru uczagcego musza byc¢ przypisane do
regionu zgodnego z etykieta klasy.

e Ztozone ksztatty regionow decyzyjnych najczesciej s oznaka nadmiernego
dopasowania do danych uczacych (duzej wariancji)

* Wizualizacje 2D majg raczej charakter poglagdowy, niz znaczenie praktyczne

k-NN (k=3) Drzewo decyzyjne



Perspektywa probabilistyczna

Niech C = {c4, ..., C }
p(c;) to prawdopodobienstwo wystgpienia klasy ¢; w
pewnym zbiorze obserwac;ji.

— Jezeli zbiorem tym jest zbior danych uczacych D i dla pewnej klasy c;,
p(c;) jest mate, wowczas zbior ten nazywany jest niezrownowazonym
(niezbalansowanym, ang. unbalanced).

p(c;|x) to prawdopodobienstwo, przypisania do obserwacji x
klasy c;.
Zakfadajac, ze klasyfikator jest w stanie wyznaczy¢ p(c;|x), dla
i =1, ..., k, wowczas optymalng decyzjg jest wybor klasy:

cn = argmax {p(c;|x):i =1,k}



Jednowymiarowy przypadek klasyfikacji
binarnej

* Regiony decyzyjne dla danej klasy : wartosci, gdzie klasa jest bardziej
prawdopodobna, czyli p(c{|x) > p(cy|x)

* Granica klas: p(cq|x) = p(cy|x) = 0.5

* Sigmoidalna funkcja prawdopodobienstwa: dowolny zakres x moze zostac
odwzorowany w przedziat [0,1]

A
< ><€ >
1
Pl plca1x)
/ granica klas
0.5 p
Zrodto btedow
X
0) -

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)



Przyktad: regresja logistyczna

e Binarne zagadnienie klasyfikacji

e Granica klas jest hiperptaszczyzna (linig w przypadku dwuwymiarowym)

* Prawdopodobienstwo jednej z klasy rosnie, a drugiej maleje wraz z
oddalaniem sie od granicy klas

. 1
* Na granicy: p(cq|x) = p(cylx) = 2

Regions & Boundaries

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 10



Modele Bayesowskie

* Modele Bayesowskie wykorzystujg prawdopodobienstwo wystgpienia obserwacji
x dla klasy c;, czyli prawdopodobienstwa warunkowe:
p(x|cp),i=1,..,k
* Nastepnie p(c;|x) jest wyznaczane za pomoca reguty Bayesa:
p(x|c)p(cy)
p(x)
* Prawdpodobienstwo p(x) jest obliczane jako: p(x) = ), p(x|c;)p(c;)

’

p(ci |x) =

* Poniewaz celem jest wyznaczenie arg max {p(c;|x):i = 1, k},
prawdopodobienstwo p(x) jako wspdlny czynnik skalujgcy moze zosta¢ pominiete.

Regions & Boundaries Regions & Boundaries R
. ozktad

p(c; |x)
wyznaczony
przez naiwny
klasyfikator
Bayesa

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 11
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Inne metody

 Wiele metod nie korzysta z modeli probabilistycznych. Regiony decyzyjne i
granice klas sg wyznaczane na podstawie réznych parametréw:

— SVM: margines pomiedzy obserwacjami
— drzewa: zysk informacyjny
— kNN: klasa przewazajgca w s3gsiedztwie

* Dla czesci z nich prawdopodobienstwa p(c; |x) mogg zostac przypisane do
obserwacji x po wyznaczeniu modelu.

Regions & Boundaries Regions & Boundaries

—4 —& -2 -1 0 1 2 3

SVM z kernelem RBF

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 12




Podziat klasyfikatorow

* Generatywne (obserwacje uwarunkowane etykietami klas)
* Wyznaczajg petny model p(x|c;)
* Uzywajg reguty Bayesa do okreslenia granic klas
* Przykfady: naiwny model Bayesa, Gaussian mixture model
e Granice klas sg zazwyczaj funkcjami kwadratowymi

 Dyskryminatywne
— Oparte na regresiji:
* Modelujg p(c;|x) bezposrednio
* Przyktady: regresja logistyczna, sieci neuronowe

— Nie wykorzystujgce bezposrednio prawdopodobienstw, skupione na
wyznaczaniu optymalnych granic klas:

e SVM (support vector machines): liniowe i nieliniowe regiony decyzyjne

* Najblizszych sgsiadow (nearest neighbor) - granice klas w postaci
tamanych

* Drzewa decyzyjne — granice klas wzdtuz osi atrybutow



Ocena klasyfikatorow




Funkcje oceny klasyfikatora

* Podstawowag funkcjg oceny klasyfikatora jest trafnosc

klasyfikaciji.
* Oznaczmy przez L(i,j) koszt btednej klasyfikaciji:
.o~ (lgdyi+#j
LGJ) = {0 gdyi=j
1 m
accuracy = Ez L(y;,c(x;))
i=1

* Jednakze algorytmy uczgce nie minimalizujg bezposrednio tej
funkcji, raczej postugujg sie roznymi funkcjami zastepczymi,
ktore sg optymalizowane



Macierz pomytek (btedow)

Macierz pomytek (btedow)
Macierz pomytek (ang. confussion matrix, takze contigency table)

zestawia dane dotyczgce prawidtowo/nieprawidtowo sklasyfikowanych
przypadkow

Przyktad

Klasyfikacja binarna, np. detekcja choroby za pomoca badania
diagnostycznego. Testy przeprowadzone na grupie 50 pacjentow
chorych i 50 pacjentow zdrowych

Sklasyfikowany Sklasyfikowany
jako chory jako zdrowy
nieprawidtowo

Pacjent chory 34 16 : sklasyfikowane

Pacjent zdrowy 7 43

prawidtowo
sklasyfikowane

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 16



Macierz pomytek dla binarnej klasyfikacji

Sklasyfikowany Sklasyfikowany
jako chory jako zdrowy

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative)

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative)

P (przypadki pozytywne) P = TP + FN
e N (przypadki negatywne) N = FP+ TN

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 17



Trafnosc (accuracy)

Pacjent chory

Pacjent zdrowy

accuracy =
TP = 34 FN = 16
FP=7 TN =43
TP =8 FN =2
FP =3 TN = 987
TP=0 FN = 10
FP=0 TN = 990

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)

Sklasyfikowany Sklasyfikowany
jako chory jako zdrowy
TP (true positive) FN (false negative)
FP (false positive) TN (true negative)

TP+TN TP + TN
P+N TP+FN+FP+TN

B 34-F43__()770
acc = T
8 + 987

acc = —oosT = 0.995 Wyniki niemal
identyczne, ale w
ostatnim przypadku

wee = 2990 1990 badanie (Klasyfikator)

1000 nigdy nie wykryje

choroby

18
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Czutosc

W przypadku niezrownowazonych danych trafnosc jest ztg miara.
Oczekujemy jednak, ze badanie wskaze chorobe w przypadku, kiedy
pacjent jest rzeczywiscie chory.

Czutos¢ (ang. sensitivity), takze TPR (true positive rate ), takze
przywotanie (ang. recall)

sensitivity = TPR =

TP+ FN

N ERLGERY N ERLGERY
jako chory jako zdrowy

TP (true positive)  FN (false negative)

Pacjent chory

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative)

Czutos¢ wyznaczana dla duzej liczby instancji moze by¢ traktowana jako
prawdopodobienstwo wykrycia choroby przez badanie (klasyfikator).

sensitivity = P(Sklasyfikowany jako chory|Pacjent chory)

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 19



Recall

Przy ocenie klasyfikatorow czesciej uzywanym terminem jest

przywotanie (ang. recall).

Wyobrazmy sobie, ze zadaniem klasyfikatora jest wybranie dokumentow
na temat sportu w zbiorze miliondw dokumentow. Interesuje nas, aby
znalazt ich jak najwiecej.

|{znalezione dokumenty} N {dokumenty na temat sportu}|
|[{dokumenty na temat sportu}|

recall =

e Licznik — liczba zwrdconych dokumentdw na temat sportu (czyli TP)

* Mianownik — liczba wszystkich dokumentow na temat sportu w catym
zbiorze (czyliP = TP + FN)

Sklasyfikowany Sklasyfikowany
jako sport jako inne

TP (true positive)  FN (false negative)

“ FP (false positive) TN (true negative)

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Pacjent chory

Pacjent zdrowy

sensitivity = recall = TPR =

Obliczmy czutos¢

Sklasyfikowany Sklasyfikowany
jako chory jako zdrowy

TP =34 FN = 16 PR
FP=7 TN =43
FP=3 TN =987
TP=0 FN=10 TPR
FP=0 | TN=990

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)

TP (true positive) FN (false negative)

TP
TP + FN

34—0680

50

8 = 0.800

10

0—0

10
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Specyficznos¢

Specyficznos¢ (ang. specificity) jest analogiczng miara dla
przypadkow negatywnych.

Ficity = TNR TN
Spectjic lty = =
TN + FP
N ERLCITELLY N ERLCITELLY
jako chory jako zdrowy

Pacjent chory TP (true positive)  FN (false negative)

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative)

Specyficznosé (swoistos¢) wyznaczana dla duzej liczby
instancji moze by¢ w tym przypadku interpretowana jako
prawdopodobienstwo odrzucenia diagnozy choroby w
przypadku zdrowych pacjentow:

specificity = P(Sklasyfikowany jako zdrowy|Pacjent zdrowy)

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Specyficznosc
TN

specificity = TNR =

TN + FP

N ERLCERY N ERLCERY
jako chory jako zdrowy

DT TP e posiivel £ e negatve)
Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative)

- - 43

TP =34 FN =16 TNR = — = 0.880
- - 987

TP=8 FN =2 TNR = — = 0.996
- - 990

TP=0 FN = 10 TNR = ——— =1

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)

23



ROC (Receiver Operating Characteristic)

Miara rozwinieta podczas Il Wojny Swiatowej na potrzeby oceny efektywnosci
operatorow radaru. Operator ma ustali¢ czy punkt na ekranie to:

* samolot wroga (przypadek pozytywny)
* samolot wtasny lub stado ptakow (przypadek negatywny)

ROC Space

1 | | | | I | \

Przestrzen ROC pokazuje zalezno$¢ pomiedzy N
FP o
1. FPR = = 1 — specificit
TN+FP pecificity o8-
TP & /"
. . . 07 //
2. TPR = = sensitivity ’
TP+FP y

* Najlepszy klasyfikator jest w punkcie (0,1)
* Klasyfikator losowy lezy na ukosnej linii

TPR or sensitivity
(=]
i
T
~
~

» Zty klasyfikator jest ponizej linii (ale wtedy 03
wystarczy zanegowac wyniki i bedzie 02| \me e
dobrym klasyfikatorem) L

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09

Zrédto: https://en.wikipedia.org/wiki/Receiver_operating_characteristic FPR or (1 - specificity)

iy
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Krzywa ROC

Niektore klasyfikatory poza etykietg klasy wyjsciowej zwracajg
liczbowa miare oceny klasyfikacji, np. prawdopodobienstwo.

Ocena Prawdop.
Ocena C Data CPP Klasa nie_zdal Dla prawdopodobleﬁstw proglem
3.0 2016-09-01 20 |nie zdal | 0961375 .
3.0 2016-09-01 3.0 | nie zdal |  0.763757 klasyfikacji jest 0.5.
3.0 2016-09-01 35 | nie zdal |  0.538138
3.0 2016-09-01 4.0 2dal 0.295734 . o ,
30 | 20160901 | 45 | adal | 0131445 Jakie bytyby wyniki gdybysmy
3.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.051721 zmienili prog? Na przyktad przyjeli :
35 2016-09-01 20 | nie_zdal 0.93792 e 005
3.5 2016-09-01 3.0 |nie zdal |  0.662431
35 2016-09-01 35 2dal 0.414256 * 0.13
3.5 2016-09-01 4.0 2dal 0.203115 e 0.20
3.5 2016-09-01 4.5 2dal 0.084132
3.5 2016-09-01 5.0 2dal 0.032046  0.53
4.0 2016-09-01 20 | nie zdal |  0.901676 e 0.76
4.0 2016-09-01 3.0 |nie zdal  0.543614 .
4.0 2016-09-01 3.5 zdal 0.300348 * itd
4.0 2016-09-01 4.0 2dal 0.133984
4.0 2016-09-01 4.5 2dal 0.052814
4.0 2016-09-01 5.0 2dal 0.019699
4.5 2016-09-01 20 |nie zdal | 0.847709

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Krzywa ROC

* Posortujmy wyniki klasyfikacji wedtug prawdopodobienstw

* Przyjmijmy kolejno rosngce prawdopodobienstwa jako progi i
obliczmy punkty (FPR,TPR)

Ocena Prawdop.
Ocena C Data CPP Klasa nie_zdal

5.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.007349
4.5 2016-09-01 5.0 zdal 0.012051
4.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.019699
5.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.02013
3.5 2016-09-01 5.0 zdal 0.032046
4.5 2016-09-01 4.5 zdal 0.032737
3.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.051721
4.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.052814
5.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.053928
3.5 2016-09-01 4.5 zdal 0.084132
4.5 2016-09-01 4.0 zdal 0.085847
3.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.131445
4.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.133984
5.0 2016-09-01 3.5 zdal 0.136564
3.5 2016-09-01 4.0 zdal 0.203115
4.5 2016-09-01 3.5 zdal 0.206708
3.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.295734
4.0 2016-09-01 3.5 zdal 0.300348
5.0 2016-09-01 3.0 zdal 0.305003

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Krzywa ROC

Wynikiem bedzie krzywa ROC
Plot (Area under ROC = 0.8596) j@] Weka: Instance info e~

—

Flot : ThresholdCurwve
Instance: 35
Instance number : 34.0
True Positiwves @ &1.0
I False Negatiwes : 15.0
False Positiwes : 5.0

1

True Negatiwes : 22.0

False Positiwve Rate : 0.18518518518518517

True Positive Bate @ 0.8026315789473685

FPrecisicon : 0.9242424242424242

Becall : 0.8026315789473685

Fallout : 0.07575757575757576

037 FMeasure : 0.8591549295774648
Sample Size : 0.6407766990291263

Lift : 1.2525917065390748

Threshold : 0.7131891419802887

Najlepszy punkt (i prog odciecia)

Jednym ze wskaznikéw oceny klasyfikatorow jest AUC
(AUROC) - area under ROC, czyli pole pod krzywa ROC.

: Przyjmuje on wartosci: 1 dla idealnego klasyfikatora, 0.5
dla losowego, 0 dla najgorszego klasyfikatora,

IIWIJII P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 27
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Doktadnos¢ (precision)

Sklasyfikowany Sklasyfikowany
jako chory jako zdrowy

TP (true positive) FN (false negative)

Pacjent chory

Pacjent zdrowy FP (false positive) ~ TN (true negative)

Doktadnosé (ang. precision) zdefiniowana jest jako:
TP

TP + FP
Miara ta pozwala okresli¢ w ilu przypadkach (procentowo)
klasyfikator zwrdcit poprawny wynik.

precision =

TP =34 FN =16 -
precision = = 0.829
FP=7 TN = 43 34+7
_ _ 50
TP =50 FN =50 precision = ————=0.5
FP =50 TN = 850 50 + 50

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 28



Doktadnosc¢ i czutosc - precision vs. recall

Doktadnosé (precision) i czutosc¢ (recall) czesto mogg zwracad
rozbiezne wyniki, co Swiadczy o niskiej jakosci klasyfikatora

TP =50 FN=0
FP = 950 TN=0
sion = = 0.05 [l = -0 =1.0
precision = o= = 0. recall = co——>=1
TP=3 FN =47
FP=0 TN =950
3
precision = ——=1.0 recall = = 0.06

3+0 3+ 47



Miara F1

Miara F; (lub po prostu F) jest srednig harmoniczng precision i

recall
F;

TP =50 FN=0

FP = 950 TN=0
TP=3 FN = 47
FP=0 TN = 950
TP =34 FN = 16
FP=7 TN = 43

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)

precision * recall
X

precison + recall

precision = 0.05 recall =1.0 F; = 0.05

precision = 1.0 recall = 0.06 F; = 0.06

precision = 0.83 recall = 0.68 F;, =0.74

30



Macierz pomytek dla wielu klas

5 0 2 i i
_ ¢ nieprawidtowo

precision(c;) _ sklasyfikowane

1 7 2
1 4 3
v G
prawidtowo
TeCClll(Ci) sklasyfikowane
k .
i—1eli,i]

accuracy = X K -

Wartosci precision i recall mogg by¢ wyznaczone dla poszczegdlnych klas:

sion(c:) eli, ]
precision(c;) = —
l ﬁ?zle[],l]
elt, i
recall(¢;) = o3, [ ] .
j=1eli,j]

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)



Miara F1 dla wielu klas

Obliczenie miary F1 wymaga usrednienia wynikéw. Moze to by¢
zrealizowane na dwa sposoby: mikro i makro

Mikro

1. Dla kazdej klasy ¢; oblicz TP(c;), FP(c;) oraz FN(c;)
. C . 2ic; TP(ci)

2. Oblicz precision = Y (TP(c)+FP(c)
- _ Zci TP(c;)

3. Obliczrecall = > (TPC)+FN ()

2 & precision*recall

4, Ob||CZ Fl —

precison+recall




Miara F1 dla wielu klas

Makro

1. Dla kazdej klasy c;
1. oblicz TP(c;), FP(c;) oraz FN(c;)

TP(c;
2. Wyznacz prec(c;) = TP(Ci)i;;(Ci)
TP(c;)
3. Wyznacz recall(c;) = TP(c;)+FN(c;)

2. Oblicz srednie wartosci

1 . . X¢prec(cy)
. precision = T
(G0 l(c;
2  recall = Zc; recall(cy)
[{ci}|

precisionxrecall

3. ObliczF, = 2

precison+recall




F1 mikro vs makro

Macro Recall

Micro Precision 0.980583

Silne niezrownowazenie

Micro F1 0.980583

Macro Recall 0.711624

IlmJII P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Wspodtczynnik Kappa

Wspoiczynnik Kappa Cohena pozwala okresli¢ stopien zgodnosci
etykiet w zbiorze uczacym oraz zwrdéconych przez klasyfikator.

Wyobrazmy sobie, ze mamy dwoch ,,oceniajgcych” opisanych dwiema

funkcjami:

f1(x): X = {cq, ..., Ci }

fo(x): X = {cq, ..., Cx }
* Pierwszym jest prawdziwe przypisanie etykiet (ground truth)
* Drugim jest zbudowany klasyfikator

Zgodnosc¢ ocen moze miec¢ dwa zrodta:
1. Rzeczywiscie obaj ,oceniajgcy” uwazajg, ze obserwacji powinna by¢
przypisana ta sama etykieta
2. Zbieznos¢ ma charakter losowy, czyli pierwszy oceniajgcy wybiera
etykiete ¢; dla obserwacji x z prawdopodobienstwem p, (f;(x) = c;|x),
drugi z prawdopodobienstwem p, (f,(x) = c¢;|x). Oba zdarzenia wyboru
sg niezalezne, wiec

p(f1(x) = f2(x) = cilx) = p.(fi(x) = ¢ilx) - P2 (f2(x) = ¢;[x)



Wspobtczynnik Kappa

Wspotczynnik Kappa jest obliczany jako:
o = Po — Pe
1-— Pe
Do — to zaobserwowane prawdopodobienstwo zgodnosci

pe — to korekta przypadkowej zgodnosci dla niezaleznych
losowych wyborow etykiet

Dla macierzy pomytek E oznaczmy przezm = Zi-"'zl 25‘;1 eli, k]

k ..
i1 eli,i]
Do = = accuracy
m

k k . k ..
. j=1e[l)]] jzle[]'l]>
Pe = Z( m  m

=1




Wspotczynnik Kappa - przyktad

Dzielimy przez sume elementow
(zamieniamy na
prawdopodobienstwa)

€1 C2 €3
C1 0.2 0 0.08
C2 0.04 0.28 0.08
€3 0.04 0.16 0.12

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)



Wspodtczynnik Kappa - przyktad

Wyznaczamy P; (¢;) i P,(c;) jako sumy elementow w wierszach i kolumnach. Czyli
np. P,(c,) opisuje prawdopodobienstwo, ze klasyfikator przypisze etykiete c;.

€1 €2 €3
€1 0.2 0 0.08
C2 0.04 0.28 0.08
€3 0.04 0.16 0.12
P,(cq) =0.28 P,(c;) =0.44 P,(c3)=0.28

k
Do = Z pii = 0.2+ 0.28+0.12 = 0.6

=1

Pl(Cl) =0.28
P, (cy) =0.40
Pl(C3) =0.32

k
Pe = Z p1(c;) - p2(c;) = 0.28-0.28+ 0.4 - 0.44 + 0.32 - 0.28 = 0.344

=1

Stad k = 0.39



i

Wspotczynnik Kappa - interpretacja

. o <= 065

Ocena zgodnosci dla réznych wartosci k
* (0,0.2) —nieistotna

(0.21,0.40) — staba

(0.41,0.60) — srednia

(0.61,0.80) — zasadnicza

(0.81,1.0) -- doskonata zgodnos¢

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Regresja logistyczna




Regresja logistyczna

Regresja logistyczna jest zagadnieniem klasyfikacji binarnej:
* Wartosci x sg wektorami n-wymiarowymi: x € R™
* Zbidr decyzji (klas) Y zawiera dwa elementy, np. Y = {0,1}

* Granica klas jest n-1 wymiarowg hiperptaszczyzng, czyli np. prostg w
przypadku 2D

Regions & Boundaries




Regresja logistyczna: hiperptaszczyzna

Rownanie hiperptaszczyzny (x; oznacza i-ty element wektora):
Wo +wixy +-+wpx, =0

Wektor normalny: z = [wyq, ..., w,]

Norma z (dtugo$é) : ||z|| = /2 w?

Odlegtos¢ punktu x;, od hiperptaszczyzny:
(Wo + X1 Wikl
d(x;) =
() 1
Przeksztatcajagc X do R™*1: x — [1:x]
mozemy zapisac:

— rownanie hiperptaszczyzny: w

Ty =0

lwTxg|

— odlegtos¢ punktu od hiperptaszyzny: d(x;) =

Izl



Regresja logistyczna: funkcja klasyfikac;ji

Najprostszg formg wyboru funkcji klasyfikacji c(x) jest
przypisanie klasy na podstawie wartodci w’x

0 edvwix <0
c(x) = 54y -
1 gdyw'x =0

Regions & Boundaries

wlx <0




Jak dobrac granice klas?

4 sklasyfikowane
btednie

2 sklasyfikowane
btednie

2 sklasyfikowane
btednie

1 sklasyfikowany

btednie

* Moze warto wzig¢ pod uwage odlegtos¢ od prostej?
» Jezeli prosta lezy blisko punktéw, wéwczas model wykazuje wrazliwosé na drobne
zmiany w ich potozeniu.



Regresja logistyczna: model

W modelu regresji logistycznej prawdopodobienstwo p(c|x) jest wyznaczane

bezposrednio.
Ogodlna idea:

« dla x w poblizu granicy klas (W' x = 0) prawdopodobierstwa dla obu klas

o1
wynoszg w przyblizeniu E

e wraz z oddalaniem sie od granicy
klas: [wTx| = oo
prawdopodobienstwo p(cq|x)
jednej z klas rosnie do 1,

a drugiej maleje do 0.

probabelity

o)

—15 —10 =45 0 5 10 15



Uogolniony model liniowy

Regresja logistyczna jest jednym z przypadkow uogdlnionego modelu
liniowego (GLM, generalized linear model):

L(E[y|x]) =w'x
— E[y] —warto$¢ oczekiwana zmiennej wyjsciowe;j
— L(x) - funkcja wigzaca (ang. link function)
GLM stosuje sie w przypadku, kiedy np. zmienna wyjSciowa ma
wartosci dyskretne lub nalezy zamodelowad inne rozktady
statystyczne niz normalny

Zaktadajac, ze mamy dwie klasy oznaczone przez 1i 0, wartosc
oczekiwana wynosi:

Elylx] = XyypIx) =1-p(y =1[x) + 0 p(y = 1|x)

=p(y = 1|x)
Dla binarnych problemow klasyfikacji wystarczajgce jest
aproksymowane prawdopodobienstwo wystgpienia wybranej klasy:

p(y=0|x)=1-p(y=1|x)



Szansa

Rozwazmy wyrazenie:

odds = P

1-p
Jest to iloraz prawdopodobienstwa wystgpienia zdarzenia do
zdarzenia przeciwnego,

np. jesli prawdopodobienstwo wygranej kandydata w

wyborach wynosi 0.8, to szansa odds = 28— 4.1
0.2

Szansa przypisania x etykiety klasy 1:

=1
odds(y = 1|x) = 1 é(;,(y =|)1C|)x)

Szanasa odds przybiera wartosci z przedziatu [0, o]




Rozwazamy uogdlniony model liniowy L(E[y|x]) = L(p) = w

Logit

TX,

gdzie L — funkcja wigzaca (ang. link function)

Zatézmy, ze funkcjq wigzaca jest funkcja logit(p)
. p
logit =]
ogit(p) = In (1 — p)

Dlap € [0,1], wartosci logit(p) € [—o0, x].

Funkcja logit(p) pozwala wiec na powigzanie zakresu wartosci
prawdopodobienstw [0,1] z zakresem zmiennosci modelu liniowego
wlx € [—o0, 0]

Rownanie uogdlnionego modelu liniowego dla regresji logistycznej ma

postac:
p(y =1[x) \ LT
1-p(y=1[x)

logit(p(y = 1]x)) = ln(



i

Interpretacja logit

_wykl | _zal | zdal

Zestawienie wynikdw egzaminu
* wykl —na ilu wyktadach student byt
obecny
e zal —ocena z zaliczenia (min 3.0)
* zdal —czy po przystgpieniu zdat egzamin
w pierwszym terminie (1/0)
Wspotczynniki regresiji:
logit(p) = —11.63 + 0.24 * wykl + 2.70 * zal

Dodatkowa obecnosc na jednym wyktadzie:

* zwieksza logit(p) 00.24
e zwieksza szanse zdania

razy e%2* = 1.27 (czyli 0 27%)
Ocena z zaliczenie o stopien wyzsza:
* zwieksza logit(p) 0 2.7
* zwieksza szanse zdania

razy e*” = 14.87 (czyli 0 1387%)

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)

14 3.0 1
12 3.5 1
12 4.0 0
10 5.0 1
2 4.5 1
4 3.5 0
0 3.0 0
1 4.5 1
2 3.0 0
8 5.0 1
4 3.0 0
0 3.0 0
1 3.5 0

Regions & Boundaries
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Prawdopodobienstwo p(y|x)

Przeksztatcajgc rownanie:

( p(y = 1|x) ) .
In =W X
1-p(y=1|x)
otrzymujemy robwnowazng postac:

1 exp(wlx)

ply =1|x) =

W réwnaniu wystepuje funkcja sigmoidalna: sigm(v) =

Funkcja sigmoidalna

sigm{v)

[N

33333 3|

0.0 —

= UNRE OO

o

—10 0 10 20

iy

AGH

1+ exp(—wTx) 1+ exp(wTx)

1
1+exp(—mv)

Wektor w jest celowo

nieznormalizowany.

* Mate wartosci wag (mate
m) powoduja, ze krzywa
p(y = 1|x) jest ptaska

*  Duze wartosci — krzywa
coraz bardziej przypomina
funkcje skokowa



Przyktad
wlx =0.748 + 1.665 x; — 1.198 x,

Regions & Boundaries

1.00

0.90
- 0.80
% 0.70
T 0.60
E 0.50
= 0.40
£ 0.30
~0.20

0.10

0.00

Po lewej: obserwacje i granica klas:
* biaty obszar p(y = blue|x) = p(y = red|x) = 0.5
* brazowy: p(y =red|x) - 1
« granatowy: p(y = blue|x) » 1
* Po prawej: wykres gestosci prawdopodobienstwa p(y = blue|x)

i

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Dobdr parametréw hiperptaszczyzny

* Dobdr parametrow hiperptaszczyzny jest problemem
optymalizacyjnym:
— definiujemy funkcje kosztu
— przeprowadzamy optymalizacje
* Dany jest zbidr uczacy: D = {(x;, ¥i)}i=1m
* Dlajakich parametréw regresji w obserwacje ze zbioru D s3
najbardziej prawdopodobne?
— p(y; = 1|w, x;) — okreslone na podstawie poszukiwanego modelu
prawdopodobienstwo, ze y; =1
— p(y; = 0|w, x;) —prawdopodobienstwo, ze y; = 0
* Niezaleznie od wartosci y; prawdopodobienstwo wystgpienia tej
wartosci dla x; wynosi:
p(y; = Lw, x)Y - p(y; = 0w, x;) 70
=py; = 1w, x)” - (1 = p(y; = 1w, %))+
— Jezeli y; = 1, to drugi czynnik ma warto$é¢ p° = 1
— Jezeli y; = 0, to pierwszy czynnik ma wartosc 1



Estymacja najwiekszej wiarygodnosci

 Prawdopodobienstwo wystgpienia zbioru obserwac;ji:

m
Lw) = | [pGi = 1w, 2070 (1= p(i = 1lw,2) 09
i=1
Estymacja najwiekszej wiarygodnosci (ang. MLE, Maximum likelihood
estimation)
Wybierane sg parametry w*, dla ktérych prawdopodobienstwo
zaobserwowania zbioru uczacego L(w) przybiera wartos¢ maksymalna:
w* =argmax L(w)
Podstawiajgc:
1

1+ exp(—wTx;)

p(:)/l — 1|Xi,W) —

otrzymujemy:
m

_ 1 Vi exp(—w’x;) e

=1




Przebieg L(w)
x | 4 -3 -2 -1 o0 1Mk | 3 2 -1 1 2 3 4 5
y o 0o 1 1 1 0o 1 0 1 1 1

0 y 0 0

12 Maximum Likelihood Estimation - w;” =15.1

012 Maximum Likelihood Estimation - w;” =1.13

10 010

0.8 0.08 |

i)

0.6 0.06 |

=yilz)

04

Hv(y

0.04

l‘_JP(y

0.2¢ 0.02 |

0.0

0.00

02,5 s 0 5 10 15 20 25 30 —0.02 : ' : ' ' : '
<10 —5 0 5 10 15 20 25 30
R

W jednowymiarowym zagadnieniu powinny by¢ optymalizowane dwa parametry:
wo i wi. Wykresy sporzadzono dla optymalnej wartosci wy

Po lewej — dane s3 liniowo separowalne, wiec prawdopodobienistwo L(w) osiaga
wartos¢ 1

Po prawej — nie sg i musi by¢ przyjety kompromis. Stagd max L(w) = 0.1

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Przebieg L(w)
4 3 2 a1 0 1
Y 0 0 1 1

= = Szczegoblny przebieg — granica
klas dla wartosci O
i, _ Maximum Likelihood Estimation - w =30.0 * Praktycznie wszystkie wartosci

wy powyzej 15 sg dobre

10} .

[
/

04

:yl'lml')

HP(!;

02}

0.0 1

_0_2 i i i i i i i
-10 -5 4] 5 10 15 20 25 30
un

* Funkcja L(w) jest na ogot funkcjg wklesta

e Jej maksimum istnieje lub mozna wyznaczy¢ wartosci bliskie
optymalnym.

* Brak rozwigzania analitycznego

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 55
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Logarytm L(w)

* Dla duzych m iloczyn prawdopodobienstw wchodzgcych w sktad L(w)
bytby bardzo maty — problem niestabilny numerycznie

e Ztego powodu wyznaczany jest logarytm L(w) - iloczyn czynnikéw
zastgpiony jest sumg ich logarytmow

 Dlajednego punktu:

1 Vi exp(—wTx;) (1-y:)
lll(W) = In .
1+ exp(—wTx;) 1+ exp(—wTx;)

1;(w) = In(1%) — y; In(1 + exp(—wTx;))

—(1 —ydw'x; — (1 — y)In(1 + exp(—w’ x;))
Stad:

I;(w) =—1 —y)wlx; — In(1 + exp(—w'x;))

LL(w) = Z 11, (w)
=1

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 56



Porownanie przebiegéow L(w) i LL(w)




Gradient LL(w)

 Miejsce maksimum LL(w) wyznaczane jest za pomocg metod
gradientowych (brak rozwigzania analitycznego)

* Dla pojedynczego punktu x;:
I;(w) =—1 —y)wlx; — In(1 + exp(—wT'x;))
exp(—w’x;)

— 1l AT e — s

de i(w) XijYi — Xij — Xij 1+ eXp(—WTXi)
d exp(—wal-)

— 1l —xii|vi—1 =

dw; (W) = xi (yl 1+ exp(—wTx;)

d 1
ZLw) = x| v —
dw; (W) = x; (yl 1+ exp(—WTxl-)>

d
W”i(w) =x;; (i —p(yi = 1x;,w))

J
« Jezeliy; ip(y; = 1|x;, w) sg zgodne: wktad punktu x; do gradientu wynosi
0

* W przeciwnym przypadku gradient w kierunku w; jest proporcjonalny do
Jj-tej sktadowej wektora x;



Gradient LL(w)

° POdSUmOWquc: /_ Suma po obserwacjach

m

d
—LL ZZ" (s = 11
Dla kaidego de (W) L. Xl] (yl p()’l |xl W))
wymiaru d d
— —VLL(w) = [—LL(w),7—LL(w), ..., 5— LL(w), ]
dw dwq dw,,

* Algorytm gradientu prostego (gradient ascent) ma postac:
wybierz wartosci poczgtkowe w(0)
while !stop():
w(t+1) = w(t) +nVLL(w)

* Zazwyczaj n jest matg stata lub maleje wraz z numerem iteracji
t

« Warunek konca: liczba iteracji, |VLL(w)| = 0 lub brak
poprawy funkcji celu

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 59



Cechy

W bardziej ogdlnym przypadku, zamiast wektorow x € R"
rozwazany jest wektor cech (ang. features)

h(x) = [hi(x), ..., Ay (x)]
Rownanie regres;ji liniowej przybiera postac:

p(y =1[x) \ _
(s 255 = 1) =)
1
p(yi = 1lx;, w) =

1+ exp(—wTh(x;))
Po uwzglednieniu cech, wzor stuzgcy do obliczenia pochodnej
wzgledem w; przyjmuje postac:

d m
d—WjLL(w) = ; hi () i = p (i = 1x, w))

Dzieki zastosowaniu transformacji danych wejsciowych do postaci
cech mozliwe jest uzyskanie bardziej ztozonych przebiegdéw granic
klas



Przyktad

Btekitne punkty (klasa y=1) otoczone sg punktami czerwonymi (y=0).

Prawdopodobnie Zle?

Pozadany ksztatt

Raczej overfitting




Przyktad

 Wybor prostej jako granicy klas nie daje dobrych rezultatow

* Brak wyraznego przejscia w funkcji gestosci
prawdopodobienstwa

Regions & Boundaries

10

—10

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 62
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Przyktad

Definiujemy cechy pochodne
— hy(x) = 1 (bias)
— hy(x) = xq (czytaj x[1])

— hy(x) = x;
— h3(x) = x12
— hy(x) = xz2

— hs(x) = x1x,

e Zestaw jest wystarczajacy, aby
zdefiniowac region decyzyjny w postaci krzywej stozkowej:
Ax* +Bxy+ Cy*+Dx + Ey+F =0

* W przypadku elipsy wspotczynnik B odpowiada za obrot

[Rysunek: https://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section]



Wyniki

Regions & Boundaries

Iy

 Wektor wag: w=[38.35,0.05, 1.09, -1.47 -1.48 -1.48] — obecne
wspotczynniki wyzszego stopnia, w tym obrot

Bardzo strome przejscia gestosci prawdopodobienstwa na granicy
klas (dobre dopasowanie modelu)

Nie zapominajmy jednak, ze celem sg dobre wtasnosci generalizacji

mmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Konwersje danych do postaci numerycznej

Zarowno regresja zwykta, jak i logistyczna uzywa wytgcznie danych (cech)
numerycznych. W zbiorze Zzrédtowym mogg wystepowac zmienne
kategoryczne i tekstowe, ktore muszg zostaé przekonwertowane do postaci
cech numerycznych.

* Dane kategoryczne binarne mozna zastgpi¢ wartosciami ze zbioru {0,1}
{YES,NO} - {0,1}

 Dane kategoryczne porzadkowe o k wartosciach mozna przekonwertowacé
na zbior liczb catkowitych z zakresu 0 + k — 1:
{low, medium, high}: low - 0, medium — 1, high — 2
 Dane nominalne o k wartosciach zamienia sie na k-zmiennych o
wartosciach 0/1.
Konwersja ta nazywa sie one-hot (jedna linia danych ,,gorgca”)

Color=blue
red green blue II

0 0 1 \l

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 65
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Przyktad

Relation: weather

. 1: outlook| 2: temperature | 3: humidity | 4: windy | 5: play
Momiinal Numeric Mumeric Mominal Mominal

1 sunny 85.0 85.0/FALSE no

2 sunny 80.0 90.0]TRUE no

3 overcast 83.0 86.0/FALSE Yes

4 rainy 70.0 96.0|FALSE Yes

35 rainy 68.0 80.0|FALSE Yes

7] rainy 65.0 70.0TRUE no

7 overcast 64.0 65.0TRUE yes

8 sunny 72.0 95.0/FALSE no

Q sunny 69.0 70.0|FALSE yes

10 |rainy 75.0 80.0|FALSE yes

11 |sunny 75.0 70.0TRUE yes

12 |overcast 72.0 00.0TRUE yes

13 |overcast 81.0 75.0|FALSE  |yes

14 |rainy 71.0 01.0|TRUE no

Relation: weather-weka

Weka zapewnia

odpowiednie filtry, np..
RenameNominalValues

filters.unsupervised.attribute. RenameMominalValues-R4-NTRUE:1,FALSE:0-weka.filters.un

. 1: outlook=sunny| 2: outlook=overcast | 3: outlook=rainy | 4: temperature | 53: humidity | 6: windy | 7: play
Mumeric Mumeric Numeric Numeric Mumeric Mominal Mominal

1 1.0 0.0 0.0 85.0 85.0(0 no

2 1.0 0.0 0.0 80.0 20.01 no

3 0.0 1.0 0.0 83.0 86.0(0 yes

4 0.0 0.0 1.0 70.0 96.0(0 yes

3 0.0 0.0 1.0 68.0 80.0(0 yes

7] 0.0 0.0 1.0 65.0 70.0(1 no

7 0.0 1.0 0.0 64.0 65.0(1 ves

) 1.0 0.0 0.0 72.0 05.0(0 no

a 1.0 0.0 0.0 69.0 70.0(0 ves

10 0.0 0.0 1.0 75.0 80.0(0 ves

11 1.0 0.0 0.0 75.0 70.01 ves

12 0.0 1.0 0.0 72.0 20.01 ves

13 0.0 1.0 0.0 81.0 75.0|0 yes

14 0.0 0.0 1.0 71.0 91.0/1 no

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017)
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Konwersje danych tekstowych

* Dla danych tekstowych typowa reprezentacjg jest bag-of-words, czyli
przypisanie string — N

zawody#1 wil
lekkoatletyczny#1 zawody#1
odbyc#1 Polak#1
sie#l zajgcHl
wil drugie#l
Krakow#1 miejsce#l

Zawody lekkoatletyczne odbyty sie W zawodach Polak zajat drugie
w Krakowie miejsce

* Nastepnie tworzone sg wektory stéw — ich elementami s3 liczby wystgpien stow w
dokumencie (czasem znormalizowane lub pomnozone przez wagi, np.
reprezentujgce znaczenie stéw TF-IDF )

* Na ogot wektory te sg bardzo rzadkie

e Jest to rodwniez konwersja typu one-hot: kazde stowo staje sie atrybutem

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 67
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Przyktad - Titanic

* W zbiorze danych Titanic wystepuje pole tekstowe name (nazwisko,
imiona, forma grzecznosciowa, itd.)

* Po konwers;ji filtrem Weka: StringToWordVector pojawito sie 1950
dodatkowych atrybutow, w tym a, the, von, van, of, Mr, Mrs, itd.

Relation: titanic31
Mo.| 1: pclass| 2: survived 3: name 4: sex | 3: age
MNumeric Mumeric Siring Mominal | Numeric
1 1.0 1.0[4allen, Miss. Elisabeth Walton female 29.0
2 1.0 1.0(allison, Master. Hudson Trevor male 0.9167
3 1.0 0.0[Aallison, Miss. Helen Loraine female 2.0
4 1.0 0.0/Allison, Mr. Hudson Joshua Creighton male 30.0
5 1.0 0.0/Allison, Mrs. Hudson 1 C (Bessie Waldo Daniels) female 25.0
6 1.0 1.0/Anderson, Harry male 48.0
7 1.0 1.0/Andrews, Miss. ia Theodosia female 63.0
a8 1.0 0.0/Andrews, Mr. Thomas male 39.0
9 1.0 1.0/Appleton, Mrs. Edward Dale | female 53.0

Relati itanic31-weka.filters.unsupervised.attribute.StringToWordVector-R3-W1000-...
Z analizy zbioru podobno Wynika, 7e 70: Aline | 717 72: Allis |32 Bllison| 74: Allum | 75: Alma | 76: Aloisia | 77: Ar
MNumeric MNumeric ric MNumeric MNumeric Mumeric MNumeric Mums
wieksze szanse na przezycie katastrofy 0.0 1.0 ; 0.0 0.0 0.0 0.0 -
e o 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 =
mieli cztonkowie kilkuosobowych 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 00 =
0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0
rodzin. 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -
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