Metody eksploracji danych
6. Klasyfikacja
(kontynuacja)

Support Vector Machines
k-Nearest Neighbors



Support Vector Machines
Maszyny Wektorow Wspierajgcych



Liniowa separowalnos¢ danych

 Rozwazmy zagadnienie binarnej klasyfikacji, w ktorym zbiorem etykiet jest
{-11}
e Zbiérdanych D = {(x;,y;):i =1, ...,m}, gdzie x; € R™ jest linowo
separowalny, jezeli istnieje hiperptaszczyzna w'x + b = 0, taka ze:
Vi:y; = +1L.wlx;+b >0
Vi:y; = —1.wlx;+b <0

Regions & Boundaries

Powyzsze dwa warunki mozna zapisac
jako jeden:

Vi:y; = sign(wlx; + b)

W tym przypadku: w € R™, b to
element dotychczas oznaczny jako
Wp.
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Liniowa separowalnos¢ danych

W przypadku danych, ktore nie sg bezposrednio separowalne
przez hiperptaszczyne, mozliwe jest wprowadzenie
nieliniowych cech h(x), np. wielomianow.

* W przestrzeni cech model
dalej jest liniowy i rOwnanie
hiperptaszczyzny ma postac:

wlh(x)+b =0
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Liniowa separowalnos¢ danych

* Nieliniowe modele:
* Drzewa decyzyjne
* Sieci heuronowe
* Najblizsi sgsiedzi (kNN)
* Nieliniowe modele mogg zapewnic ksztatty regiondw decyzyjnych zgodne z
etykietami klas
e trudniejsze do uczenia
* ryzyko nadmiernego dopasowania

Regions & Boundaries Regions & Boundaries
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Koncepcja SVM

e Zakfadajac, ze dane sg separowalne, zazwyczaj istnieje (nieskoriczenie)
wiele hiperptaszczyzn w(w, b) rozdzielajacych dane.

* Kryterium wyboru: m(wy, by) jest lepszg granicg klas niz w(w,, b,) jezeli
obserwacje sg od niej bardziej odlegte. (Mniejsza podatnos¢ na szum i
nadmierne dopasowanie)

() m(wy, by)
e o <« n(wy, b,)
o © ‘0
O ,
| / o® ®
@
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Margines

* Hiperptaszczyzne separujaca klasy mozna rozsuwaé w obie strony (linie
przerywane), az do momentu, w ktérym pojawia sie na nich obserwacje.

* Margines to odlegtos¢ pomiedzy hiperptaszczyznami oznaczonymi liniami
przerywanymi

* Wielkos¢ marginesu zalezy od utozenia hiperptaszczyzny
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Model matematyczny

Zatézmy, ze zbidr uczacy D = {(x;,y;):i = 1, ..., m} jest
linowo separowalny przez hiperptaszczyzne o marginesie p.
Wodwczas:

1. wlix; +b< —gjeZeli y; = —1

2. wlix; +b > +§jeZeli y; = +1

Oba warunki mozna zapisaé jako:

yi(WTXi + b) =

N[O

Przeskalujmy w i b dzielgc obie strony przez g. Rownanie (po

przeskalowaniu) ma postac:
yi(WTXi + b) >1



Wektory wspierajace

Wektory wspierajgce (nosne, ang. support vectors) to obserwacje, dla ktérych
nierdwnos¢ yi(wlx; + b) = 1 jest réwnoscia, czyli zachodzi:
Vxg: ys(wixgs +b) =1

Obliczmy odlegtos¢ wektora
wspierajgcego od hiperptaszczyny:

Czyli margines dla przeskalowanych wi b
moze by¢ wyrazony jako:

llﬂl]Jll P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016) 9
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Optymalna hiperptaszczyzna

Zagadnienie optymalizacji
Znajdz w i b takie, ze:

p=2r = ”VZV—” jest maksymalizowane (funkcja celu)

przy ograniczeniach: Vi = 1,m: y;(w'x; + b) =1

przeformutowane jako:

Zagadnienie optymalizacji kwadratowej
Znajdz w i b takie, ze:
d(w) = %WTW jest minimalizowane (funkcja celu)

przy ograniczeniach: Vi = 1,m: y;(wlx; +b) =1

 Kwadratowa funkcja celu: zmiennetow i b
e Zliniowymi ograniczeniami (y; i x; odgrywajg role wspoétczynnikow)



Problem optymalizacji

* Problem optymalizacji z ograniczeniami rozwigzuje sie przez zastosowanie tzw.
mnoznikow Lagrange’a
e [Takze https://en.wikipedia.org/wiki/Karush%E2%80%93Kuhn%E2%80%93Tucker conditions ].

W punkcie optymalnym spetniajgcym ograniczenia wektory gradientow funkgji
i aktywnych ograniczen muszg by¢ rownolegte i przeciwnie skierowane

L(xq,x1,a) = f(x1,%3) — Z a;gi(x1,x2)

* a; - mnozniki Lagrange’a

f(x1,%,) e Ograniczenie g; nie jest aktywne w
punkcie optymalnym . Stad: g, (x], x3) <
Ooraza; =0

* QOgraniczenie g, jest aktywne w punkcie
optymalnym, czyli spetnione bedzie
go(x1,x3;) =0o0raza, # 0

il

AGH


https://en.wikipedia.org/wiki/Karush%E2%80%93Kuhn%E2%80%93Tucker_conditions
https://en.wikipedia.org/wiki/Karush%E2%80%93Kuhn%E2%80%93Tucker_conditions
https://en.wikipedia.org/wiki/Karush%E2%80%93Kuhn%E2%80%93Tucker_conditions

Mnozniki Lagrange’a

* Funkcja Lagrange’a dla zgadnienia SVM:

m

1
Lw,b,@) =S IWI? = ) a; i (wTx; +b) = 1)
=1
. %llwll2 to oryginalna funkcja celu

e a;v;((Wwl'x; + b) — 1) to ograniczenia wynikajgce z obserwacji w zbiorze
uczacym.

e Zauwazmy, ze a; = 0, dla obserwacji nie bedgcych wektorami
wspierajgcymi oraz a; # 0 dla wektorow wspierajgcych.

* Rozwigzanie polega na:

— obliczeniu pochodnych L(w, b, @) wzgledem zmiennych wi b

— przyréwnaniu pochodnych do 0 (warunek konieczny)

— wstawieniu otrzymanych zaleznos$cinaw* i b* do L(w, b, @)

— rozwigzaniu problemu dualnego maksymalizacji L(w*, b*, a) w
przestrzeni wspotczynnikow a.

— [w*, b*, a*] jest punktem siodtowym, bedagcym miejscem minimum
L(w,b,a”) wzgledem w i b oraz maksimum L(w*, b*, @) wzgledem «.



Mnozniki Lagrange’a

1. Obliczamy pochodne i przyrownujemy do O:
1
Lw,b,a) =~ Iwll? =22 a; i(w'x; + b) — 1)

OL(w,b,a) m
aw. Wi T 4i=1 “i)’i(xij), stad
]
OL(w,b,x)
ow; =0 = w =35, “iyl'(xij) =>w =Yl 4yix;
JdL(w,b,a
(ab 2= 0 = iz a;y; =0

2. Podstawiamy do wzoru L(w, b, a):

1
. L(Ol) = —IXE ayixll® — Xy ;v (7 ayx)Tx;) —
lylb + Zl 1 ai - 1

* L(“) =E”Zi:1aiyixi”2 (2] 105]37]x])TZi lylxl-l—Zl 11

1
o Lla)=X20" a; — p 122 ey ||®
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Zagadnienie dualne

Zagadnienie dualne maksymalizacji

m 1 m 2
maxz a;, — = Z a;yixi
a s 2 4
=1 =1
przy ograniczeniach: @; = 0 oraz ))/%, a;y; = 0
Postac alternatywna
m
1
axzai_izzala]yl%(x )
=1 i=1i=

przy ograniczeniach: @; = 0 oraz )72, a;y; = 0

 Sktadnik };7%; @; odpowiada maksymalizacji marginesu, ktéry jest ograniczany
przez odlegtosci pomiedzy wektorami wspierajgcymi (drugi sktadnik).
* Pierwsza posta¢ wydaje sie bardziej efektywna (ale druga jest preferowana):

— sumuje sie m wektordw i oblicza ich iloczyn skalarny.
— w drugiej wersji oblicza sie m? iloczynéw skalarnych



Model SVM

* Hiperptaszczyzna wx + b = 0 wyznacza granice klas. Stad funkcja
decyzyjna ma postac: f(x) = sign(wx + b).
* Podstawiajgc w = X./%; a;y;X;, otrzymujemy:

f(x) = sign(X2, a;y;(x"x;) + b)

e Oznaczmy przez S zbiér indeksow wektoréw wspierajgcych
S = {i: a; # 0}. Postac funkcji decyzyjnej mozna uproscic

f(x) = sign (2 a;y;i(x"x;) + b)

IES

Sktadnik b = Zles(yl La; i (xi xp)

Model klasyfikatora SVM jest reprezentowany przez:

* zbior wektorow wspierajacych: {x;:j € S}

e zbidr wspotczynnikéw problemu dualnego {aj:j € S}
e wspotczynnik b (intercept)

Nie jest konieczne jawne wyznaczanie wektora w

llllllJll P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)
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Przyktad

Support Vector Machines Support Vector Machines

Niezaleznie od liczby obserwacji, w obu przypadkach model sktada sie z 3
wektoréw wspierajgcych wykorzystywanych przez funkcje decyzyjna.

Ogodlnie: liczba wektoréw wspierajacych |S| < n + 1, czyli zalezy od wymiaréw
problemu (dla liniowo separowalnych obserwacji).

Ilmm P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)
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Obserwacje na ogot nie sg liniowo separowalne

* Dwie mozliwosci:

— Transformacja zagadnienia, w ktorym obserwacje x; € R" do postaci w
przestrzeni cech h(x;) € RY, gdzie N bedzie wystarczajgco duze, aby
zapewni¢ separowalnos¢ h(x;). Na przyktad transformacja moze
polega¢ na wyznaczeniu czynnikow wielomianowych wybranego
stopnia

— Wprowadzenie miekkiego marginesu: dopuszczenie obserwacji

naruszajgcych separowalnosc i uwzglednienie ich w funkcji celu jako
kary za przekroczenie ograniczen.

W praktyce stosuje sie kombinacje obu rozwigzan



Transformacja do przestrzeni cech - przyktad

Nieseparowalne dane w R

e S s s

Niech h(x) € R?, gdzie

* hix)=x

* h,(x) = x?

Transformacja pozwala na
odseparowanie obserwacji w R?
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Support Vector Machines

* Separowalne obserwacje
w przestrzeni R?
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Funkcja jadra (kernel)
* Po transformacji do przestrzeni cech funkcja decyzyjna ma postac:
f(x) = sign(Xes a4y (h(x)" h(x;)) + b)

* Oznaczmy K (x;,x;) = h(x)" h(x;). Po podstawieniu:

f(x) =sign (Z a;y;K(x,x;) + b)

i€S
* Czynnik K (x;, x;) to tzw. jadro (kernel), czyli funkcja odpowiedzialna za
obliczanie iloczynu skalarnego w przestrzeni cech.

Przyktad:

: X1
*  Dwuwymiarowy wektor x = [Xz]
« Kernel K(x,z) = (1 + xTz)?

K(x,2) =1+ 2x12; + 2%,25 + 2X,21 XX, + X227 + x522
T
=[1 V2x, V2x, V2xix, x% x3| [1 2z, 2z, 22z, z2 Z2]

* Czylih(x) = [1 \/Exl V2x, V2x;x; x{ x%]

Kernel w niejawny sposéb odwzorowuje przestrzen X do przestrzeni cech h(X) bez
koniecznosci ich wyznaczania. Jest to tzw. kernel trick

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)
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Stosowane funkcje jadra

Liniowy K (x;, x;) = x{ x;
Odwzorowuje h(x) = x
Wielomian stopnia p K(x;, %)) = (1+ xiij)p
-1
Wymiar h(x) to (n T 5 )

Jest to liczba rzedu nP. Np.dlan =100ip =6
N =1609 344 100

Funkcja Gaussa ||xi—xj||2
(RBF, radial basis K(xi,xj)) =e 202
function) Wektor cech jest nieskonczeniewymiarowy. Granicg klas

jest kombinacja funkcji obliczana dla wektoréow
wspierajgcych

Sigmoidalny K (x;,x;) = tanh(y x{ x; + 1)

Uczenie SVM wymaga obliczenia K (x;, x;) dla wszystkich m X m par obserwacji. Aby funkcja mogta
by¢ uzyta jako kernel wymagane jest, aby macierz [K(x_i,x_j)] byta nieujemnie okreslona dla dowolnych
wektordow (x_i,i=1,...,m). Dalsze informacje: macierz Grama i twierdzenie Mercera.

I"l“ll P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016) 20

AGH



—

-l

~

Przykiady

Support Vector Machines kernel=rbf

Granice klas i marginesy dla réznych funkcji
jadra (kerneli)

Najlepsze rezultaty dla kernela
gaussowskiego (RBF) ale réwnoczes$nie duza
liczba wektorow wspierajgcych

W przypadku kernela wielomianowego,
stopien wynosit 3

W rzeczywistosci uczenie modelu z uzyciem
miekkich margineséw (patrz dalej).
Widoczne dla kernela sigmoidalnego.

MIWIJII P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)
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Support Vector Machines kernel=poly
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Miekkie marginesy

* Jezeli w zbiorze uczacym wystepujg obserwacje (x;,y;), oraz (xj,yj) takie, ze
x; = xj iy; # yj, dane nigdy nie bedg liniowo separowalne, nawet po
transformacji do przestrzeni cech o dowolnej ztozonosci.

* Miekkie marginesy sg rozwigzaniem, ktére pozwala w takim przypadku zbudowad
klasyfikator SVM (ale ma ono charakter bardziej ogdélny).

* W modelu dopuszcza sie
obserwacje lezgce po niewtasciwej
stronie hiperptaszczyzn
wyznaczajgcych marginesy. W
funkcji celu wprowadza sie
wspotczynniki kary €; za
przekroczenie ograniczen.

iy
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Miekkie marginesy

Zagadnienie optymalizacji
Znajdz w, b, ¢ takie, ze:
d(w, b, &) = %WTW + CYM" & jest minimalizowane
przy ograniczeniach:
Vi=1m: y;(wlx; +b) >1-¢
Vi=1m:§ =0

Parametr C pozwala na kontrolowanie kompromisu pomiedzy
celem maksymalizacji marginesu oraz dopasowaniem do
danych uczacych

* Jezeli stata C jest mata — wybierany jest szeroki margines
kosztem dopasowania do danych uczgcych

* Jezelistata C jest duza, margines staje sie maty i nastepuje
dobre dopasowanie do danych uczacych



Hinge loss

Funkcja celu:

1 m
O = EWTW + Cz Iwlx + b,y;)

]

Ztozonos$¢ modelu Btad uczenia

Dla modelu z miekkimi marginesami drugi sktadnik ma postac funkcji sktadanej z
dwadch poétprostych (z ,,zawiasem”). Nachylenie pdotprostej zalezy od statej C

I(wTx;+b,y;) A

\
N

llIWlJII P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)
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Przyktady
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Optymalizacja

* Woprowadzenie statej C w funkcji celu w niewielkim stopniu zmienia dualng
postac problemu (dodatkowe ograniczenie)
1om

T
mC?X J(a) = ?;1 @ — 5 Li=1 271'21 a “jyiyj(xi xf)

przy ograniczeniach: 0 < a; < Coraz )/, a;y; =0

 Optymalizacja
— Ze wzgledu na ograniczenie )i a;y; = 0 nie jest mozliwa optymalizacja wzdtuz
wspotrzednych, jeslim — 1 wspodtczynnikdw jest ustalonych, nie mozna optymalizowac
m-tego [Patrz dla pordwnania metoda Gaussa Seidla/coordinate descent]
— Muszg by¢ optymalizowane co najmniej dwa wspoétczynniki na raz

Najbardziej popularnym algorytmem jest SMO (Sequential minimal optimization)
while (nie stop):
1. Wybierz pare a; i a; naruszajgca ograniczenia (metoda wyboru heurystyczna).
2. Popraw warto$¢ J(a), dla zmiennych «; i a;, zachowujac pozostate wspoétczynniki
state. W takim przypadku J(a) jest zwyktg funkcjg kwadratowa jednego ze
wspotczynnikow a; lub a;

Patrz np: http://brain.fuw.edu.pl/edu/index.php/Uczenie_maszynowe i _sztuczne sieci_neuronowe/Wvk%C5%82ad 9#Algorytm SMO -
sekwencyjnej minimalnej optymalizacji

llIWlJII P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016) 26
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kNN
Algorytm najblizszych sgsiadow



Algorytm najblizszych sasiadow

Algorytm najblizszych sgsiaddw opiera sie na prostym pomysle przewidywane
wartosci wyjsciowe mogg byc¢ ustalane na podstawie podobienstw do obserwacji w

zbiorze uczacym.
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* Na przyktad etykieta klasy dla nieznanej obserwacji (na rys. oznaczonej rombem) moze by¢

ustalona na podstawie etykiety najblizszego sgsiada.

* Po prawej zbidr punktow V (x;) ktérych odlegtosé od pozostatych obserwacji x; jest

wieksza od odlegtosci od x,.

e Obszar V(x;) = {x € R%:Vi.d(x,x,) < d(x,x;)} nazywany jest komdrka Woronoja (ang.

Voronoi cell)

iy
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Diagram Woronoja

* Podziat przestrzeni na komoérki Woronoja nazywany jest diagramem
Woronoja (ang. Voronoi tessalation)

— Granice pomiedzy dwoma obszarami wyznaczajg symetralne odcinkdéw
taczacych dwa punkty (w 2D)

— W przestrzeni wielowymiarowej komorki sg wielobokami wypuktymi, a ich
Sciany elementami hiperptfaszczyzn




Odlegtos¢

Odlegtoé¢ (metryka): to funkcja d: X X X — R3 spetniajgca 3 warunki
1. Identycznos¢d(x,y) =0 x=y

2. Symetriad(x,y) =d(y,x)

3. Nieréwnosc tréjkata: d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2)

Przyktady:
Metryka Minkowskiego (X = R™):

d(x,y) = (Zm - yilp>
i=1

Metryka Manhattan (p = 1):  d(x,y) = X% |x; — vil
Metryka Euklidesa (p = 2): d(x,y) = \/Z?zl(xi —¥;)?
Metryka Czebyszewa (p = »): d(x,y) = max |x; — y;|

1

1
p




Podobienstwo

 Podobienstwo sim: X X X — R jest funkcjg o charakterze przeciwnym do
odlegtosci (dla blisko potozonych obiektéw, d(x,y) = 0, sim(x, y) przyjmuje duze
wartosci.

* Czesto podobienstwo jest skalowane do przedziatu [0,1].
* Podobienstwo majgce wtasnosc rozrdznialnosci obiektéw spetnia:

1. sim(x,y)=1=x=y
2.  sim(x,z) = sim(x,y) +sim(y,z) — 1

Przyktad: dla x, y € R podobienstwo cosinusowe:
T
Xy
[ 1]l

sim(x,y) =

Nie zapewnia rozroznialnosci obiektow

Podobienstwo moze zostac przeksztatcone w (pot)metryke :
d(x,y) =1—sim(x,y)
Warunek trojkata nie musi byc¢ spetniony (stad pétmetryka, ang. semimetrc).

Podobienstwo moze by¢ zdefiniowane dla réznego typu obiektdw bez koniecznosci
wyznaczania ich cech w R™: ciggdw symboli, zbioréw, graféw, itd.

Funkcje jadra (kernele) K (x, y) moga by¢ postrzegane jako rodzaj podobienstwa.

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016) 31



Rdézne miary odlegtosci/podobienstwa

Dla zmiennych binarnych lub nominalnych
d(Xi,Xj) =1- I(xl-,xj),

gdzie I(a, b) to tzw. funkcja wskaznikowa: I(a, b) = {(1): ggiz i Z
Dla zmiennych bedacych zbiorami:
— odlegtosc¢ to tzw. odlegtos¢ Hamminga
d(xi, %) = |(2\x7) U (x;\x1)|
— podobienstwo definiuje sie jako indeks Jaccarda:
|x; N x|

Sim(xi,xj) = % U le

Dla ciggow symboli (np. tekstow) x; = (X11, ..., X1), X2 = (X21, - X2m),
gdzie x4 j, x5; € A odlegtosC Levenshteina to najmniejsza liczba edycji:
usuniec, zamian, przestawien przeksztatcajgcych cigg x; w x-.



Brakujace dane

* Przy obliczaniu odlegtosci pomiedzy obserwacjami x; i x; moze
zdarzy¢ sie, ze dla pewnego atrybutu k dane nie sg okres’(one
(reprezentowane przez symbol ’?’).

Czyli na przyktad x;;, =
* Strategia zachowawcza:
— Dla zmiennych nominalnych zawsze I(?,-)) = I1(-,?) =1
— Dla zmiennych numerycznych, gdy x;, =? wybierana jest najbardzie;
odlegta w stosunku do x;j, wartosc ze zbioru uczacego

X, < arg max {|x, — x;
ik 8 EX(R)U k ]kl}

gdzie X(k) = {xj:j =1, ...,m}
— Jesli obie wartosci numeryczne sg nieokreslone, sktadnik odlegtosci to:
sup X (k) — inf X (k)
* Strategia optymistyczna

— Dla zmiennych nominalnych zawsze 1(7 )=1(G,?)=1,alel(?,?7)=0
(réwnowazne dodaniu dodatkowej zmienne;j nomlnalnej ?7)

— Zastgpienie brakujgcych wartosci Srednimi:
Xy, < mean(X|[k])
— Jesli obie wartosci nieokreslone, ich réznica wynosi O



K najblizszych sgsiadow

* Niech D = {(x;,y;):i = 1, ..., m} bedzie zbiorem danych (uczacym)
* Dla danej nieznanej obserwacji x uporzadkujmy D w postaci ciggu D(x) =
((x,y;):j = 1,...,m), takiego, ze
Vi=1m— 1.d(x, xj) < d(x,Xj41)

* Pierwszych k wyrazow ciggu D (x) definiuje Nj (x), czyli k-elementowe
sgsiedztwo x:

Nk(x) ={(xk’yk)l"'l (xki yk)}
» Dla zagadnienia regresji przewidywana wartos¢ wyjsciowa jest wartoscia
srednig y w sgsiedztwie:
1
y(x) =+ Z y
(x,y)ENE(x)
* Dla zagadnienia klasyfikacji:

!/ 1 !
Py =yl =2 ) 1=y
(x1,y1)EN(X)
y(x) = argmaxp(¥ = y'[x)

Czyli przewidywanag klasg jest etykieta przewazajgca wsrod sgsiadow w Ny (x).



Przykiady




Wagi

Idea wprowadzenia wag polega na uwzglednieniu odlegtosci klasyfikowanej

obserwacji x od obserwacji w zbiorze najblizszych sgsiadow N, (x)
Y e ynen o) WO X DIY = y)

2 (xry)eNg (o) W X)

p(Y =y'|x) =

Waga w(x, x") jest najczesciej odwrotnoscig odlegtosci w(x, x') = ~

funkcjg w(d(x, x")) zdefiniowang przez uzytkownika.

kNN k=3

Zmiana regiondw decyzyjnych po zastosowaniu wag bedgcych odwrotnoscig odlegtosci




Wyszukiwanie najblizszych sgsiadow

e (Czas uczenia algorytmu kNN jest zerowy (model jest po prostu
zbiorem instancji)

* (Czas wyszukiwania najblizszych sgsiadow jest proporcjonalny
do wielkosci zbioru uczgcego O (k - n - m). Dziatanie
algorytmu moze by¢ wolne, jezeli m jest duze, np. 16°,
obserwacje przechowywane sg w bazie danych itd.

* Metody przyspieszania wyszukiwania:

— Reprezentacja zbioru uczgcego w postaci drzew: kD-tree lub ball tree
— Heurystyki ograniczajace obliczanie odlegtosci
— Ograniczanie zbioru analizowanych obserwacji



kD-tree (k-wymiarowe drzewo)

e kD-tree jest drzewem binarnym, w ktorym kolejne wezty
reprezentujg podziaty przestrzeni wzdtuz jednego z wymiarow

Algorytm wyszukiwania najblizszych sgsiadow polega na:

* przejsciu przez drzewo od korzenia do liscia (bloku, ktéry zawiera badany punkt)

e znalezieniu najblizszego sgsiada

e sprawdzeniu, czy kula S o promieniu rownym odlegtosci od najblizszego sgsiada
przecina wezet blizniaczy do liscia

* sprawdzenie przeciec dla weztéw blizniaczych wzgledem weztdw nadrzednych i
ich potomkow (rézowy — czerwony — zielony —>szarozielony)
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Przyktad

poziom 1

: X

poziom 3

poziom 6
.
NN
.
-2
IR A

.<§'
. ., 3

poziom 2
poziom 5

R

SRS
SRR HIBEAS
SHHILIH SRS

Q2

IKZLIIRRS
SIS

poziom 4

(Rysunek na podstawie kodu zaczerpnietego z http://www.astroml.org/ )

Ostatecznie przeszukane zostang kreskowane obszary poziomu 6

i


http://www.astroml.org/
http://www.astroml.org/

i

Konstrukcja kD-tree

Algorytm rekurencyjny kdtree(D: dane, N: node):
1. Jezeliliczba punktéw w wezle |D| < min stop

2.  Wybor kierunku podziatu j: cyklicznie dla kolejnych wymiarow lub w
kierunku najwiekszej zmiennosci wartosci

3. Podziel dane wezta na dwie czesciD; = {x € D:x; < v;}iD, = {x €
D: Xj = U]}
Wartosc¢ podziatu v; ustala sie poprzez

e posortowanie danych i wyznaczenie mediany wartosci
* jako wartosc srednia

4. Utwoérz dwa wezty potomne N; i N, i wywotaj kdtree(Dy, N;) i
kdtree(D,, N,)

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)
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Ball tree

W drzewie Ball tree wezty reprezentujg kule otaczajgce punkty w
przestrzeni n-wymiarowej

Ze wzgledu na ksztatt blokdw przypisanych weztom —tatwiej jest wykluczyc
przeciecia i przez to w rzeczywistych zastosowaniach (zwtaszcza dla
wiekszych wymiarow przestrzeni) ztozonos¢ wyszukiwania spada

Porodwnanie liczby przecie¢ dla kD tree (czarna linia przerywana, 4 obszary) i Ball tree
(niebieska linia przerywana dwie kule)

lIIWlJII P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)
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Ball tree: algorytm wyszukiwania

Algorytm przeszukuje rekurencyjnie drzewo sktadujgc znalezione
punkty w kolejce sortowanej malejgco wedtug odlegtosci.

Odcinane sg kule, ktérych srodek jest bardziej odlegty niz
najdalszy punkt w kolejce.

search(x, q: queue,n: node):
if d(x, n.center) = d(x,q. first()): return
if(leaf (n)):
przeszukaj punkty x’ w n i dodaj do g, jesli d(x,x") < d(x, q. first())
else:
search(x, q,node. lef't)
search(x,q,node.right)




Ball tree - przyktad

Przeszukane zostang kule przecinajgce sie z rézowa elpsa...

lIIWlJII P. Szwed: Metody eksploracji danych (2016)



Inne opcje przyspieszenia obliczen

 (Czesciowe wyznaczanie odlegtosci
— Dlar < nobliczasie: d,(x,x) = Yi_,(x; — x{)? .
— Jezelid, (x,x") > sup{d(x,x""):x" € Ny(x)} (czyli czeSciowo wyznaczona
odlegtosé jest wieksza, niz do najdalszego sgsiada w biezgcym otoczeniu) — nie
ma sensu dalej prowadzi¢ obliczen.

* Redukcja zbioru obserwacji bez zmiany granic regionéw decyzyjnych
(editing)

Zrodto: https://www.ismll.uni-hildesheim.de/lehre/ml-07w/skript/ml-2up-03-nearest-neighbor.pdf
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Typowe opcje kNN

Biblioteki implementujgce kNN zazwyczaj oferujg nastepujace

opcje:

* Przeszukanie wszystkich elementow (brute force).
Ztozonos$¢ czasowa O(n - m)

* Balltree
Ztozonosc¢ czasowa O(n - logm)

 kD-tree
— Dla matych n = 20, ztozonosé rzedu O(n - logm)

— Dla duzych n wzrasta do O(n - m) i ze wzgledu na czas/zuzycie pamieci
przy budowie drzewa moze by¢ mniej efektywne niz brute force

Dodatkowe informacje i dyskusja zaleznosci od:
 parametruk

* progu okreslajgcego minimalng liczbe obserwacji w wezle
* potencjalnej liczby zapytan
http://scikit-learn.org/stable/modules/neighbors.html
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