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Sticky Note
Dokładniej, granice ciągów sum całkowych dla identycznych ciągów normalnych podziałów, ale różnych układów p. pośrednich są różne. Same sumy całkowe mogą, oczywiście, być różne, nawet dla funkcji całkowalnej
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Sticky Note
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Sticky Note
Oczywiście, że całkowych
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Sticky Note
Dokładniej, moduł ich różnicy miał być dowolnie mały dla dostatecznie małej średnicy podziału, bo to są wyrazy dwu ciągów mających taką samą granicę, o ile f jest całkowalna- więc ich różnica ma dążyć do zera
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Sticky Note
Mamy wykazać całkowlność f monotonicznej. Obydwa dowody można zacząć tak samo- zapisując różnicę między całką dolną i górną dla danego przedziału jako \sum (\sup_{\delta_j}f- inf_{\delta_j}f)(|\delta_j|), gdzie \delta_j oznacza odcinek o  końcach t_{j-1}, t_j, zaś |\delta_j| oznacza jego długość.  Gdy f jest ciągła, szacujemy pierwszy z czynników przez \epsilon/(b-a), wynosząc toprzed znak sumy, suma długości da b-a. Dla f monotonicznej szacujemy natomiast |\delta_j| przez średnicę podziału, gdy f jest nierosnąca, to sup_\delta_j f to wartość w lewym końcu odcinka \delta_j, czyli f(t_{j-1}), zaś infimum, to f(t_j), suma takich różnic to f(a)-f(b). Dla f niemalejącej- na odwrót, to f(b)-f(a). Przyrost funkcji razy średnica podziału -to oszacowanie dąży do zera dla dostat. małej średnicy.
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Sticky Note
Trezeba dodać, że dla g ujemnej kierunki nierówności po pomnożeniu przez g zmienią się, ale całka z g będzie niedodatnia i gdy nie jest zerem, to przy dzieleniu przez nią jeszcze drugi raz się zmienią i tak otrzymamy wartość pomiędzu m oraz M, jak w przypadku g>0.
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Sticky Note
Dowodu z 1. części tego twierdzenia nie trzeba powtarzać, wystarczy dobrać c tak , by f(c) było równe \gamma
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Sticky Note
Najpierw dowodzimy, że faktycznie F jest funkcją pierwotną dla f
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Sticky Note
To wynika z warunku Cauchy'ego na istnienie granicy jaką jest całka niewłaściwa z g
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Sticky Note
To w tym miejszcu korzystamy z kryterium Cauchy'ego zbieżności całki niewłąściwej, w poprzedniej linijce  nierówność wynikała z poprzedniej nierówności.
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Sticky Note
Dokładniej, dzięki nieujemności- każda z tych zbieżności jest równoważna ograniczoności. Przy def. całki bierzemy granicę przy m zmierzającym do nieskońconości niekoniecznie po wartościach całkowitych, ale właśnie ta ograniczoność wystarcza.
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Sticky Note
To założenie formułuje się w równoważnej postaci- wspólnej ograniczoności całek od a do \beta 
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Sticky Note
Są też inne dowody tego twierdzenia
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Sticky Note
wystarczy, by odcinek łączący punkty a,b był zawarty w Omega




















