22  Rézniczki wyzszych rzedow

22.1 Wielowskazniki, rézniczki, wzér Taylora

W przypadku wiekszej ilodci zmiennych i rézniczek rzedu 3 i wyzszych -jest
zasadniczy problem z komplikacja zapisu. Wymyslono na szczescie notacje wie-
lowskaznikowa, dzigki ktérej wzory upodobnié sie¢ moga do tych dla 1 zmiennej.
Notacja ta utatwia tez badanie wielomianéw wielu zmiennych, warto ja poznac.

Przypus$émy, ze badamy funkcje n zmiennych na tyle regularne, ze mozna
zamieniaé kolejnosé rézniczkowan (por. lemat ponizej). Dla tych funkcji zmien-
na niezalezna (”argumentem”) jest wektor x = (z1,...,z,). Przypomnijmy
najpierw, ze do zbioru N liczb naturalnych nie zaliczamy zera, bedziemy wiec
uzywacé oznaczenia Z dla zbioru liczb catkowitych nieujemnych. Wielowskaz-
nikiem (lub n-wskaznikiem) nazywamy kazdy uklad o = (a1,...,0,) € Z7
ztozony z n liczb catkowitych nieujemnych.

Dla o, 8 € Z% -wielowskaznikéw definiujemy:

e a+f:=(a1+f,...,an + Brn) (dodawanie po wspélrzednych)

e |a| :==a1 + -+ a, ("dlugosé¢ wielowskaznika o)

o ol i =aq!-ag! ... ay!

o x¥ =z - x5? ... 2% ("bazowy” wielomian jednorodny stopnia |c|)
olol o

e Df(x): (x) (D%, to operator rézniczkowy rzedu |af).

= (e} (e}
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Stowo ”bazowy” oznacza tu, ze kazdy wielomian jednorodny stopnia k jest
skonczong kombinacjg liniowa tego typu wielomianéw x®, gdzie sumowanie
odbywa sie po zbiorze takich wielowskaznikéw «, dla ktérych |a| = k (czyli o
dlugosci k). Przy definicji wielomianu x* przyjmujemy, ze gdy z; = «; = 0,
to w powyzszym zapisie 0° = 1. Na przyktad, dla w = (z,y,2) € R3, a =
(2,0,5) wielomian p(x,y, 2) = p(w) := w? jest réowny x22° i w punkcie wo =
(3,0, 1) przyjmie on wartosé¢ 9. Jedynymi n-wskaznikami o dlugosci 1 sa wektory
kanonicznej bazy zero-jedynkowej: ¢; = (1,0,...,0),...&, := (0,...,0,1), za$

€j — 9
D]_amj'

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : D — R okredlona na zbiorze otwartym
D C R” jest na tym zbiorze klasy C*, gdzie k € N U {400}, co zapisujemy:
f € C¥(D), jezeli dla kazdego wielowskaznika a € 7" o dhugosci |a| < k po-
chodna czastkowa D f istnieje i jest funkcja ciagta w zbiorze D.

Nosnikiem funkcji f, oznaczanym supp(f) nazywamy domkniecie w R™ zbioru
{x e D: f(x)#0}.

Poniewaz funkcje f € C*(D) lub ich pochodne moga byé nieograniczone, defi-
niujemy tez dwie inne przestrzenie wektorowe:

Ck(D) := {f € C*¥(D) : supp(f) jest zbiorem zwartym zawartym w D}.

W przypadku zbioréw ograniczonych D réwniez definiujemy przestrzen C*(D)
ztozong z tych f € C*(D), dla ktérych pochodne rzedu k, (czyli funkcje D f,
gdzie |a| = k) sa jednostajnie ciagle na zbiorze D

Przypomnijmy, ze funkcje jednostajnie ciagte na zbiorze ograniczonym D C
R™ to sa dokladnie takie funkcje, ktére maja przedtuzenie do funkcji ciagtych
na zbiorze D.

Dowdd tego faktu w 1. semestrze mégl byé w sytuacji gdy n = 1, ale konstrukcja
wartodci f(wo) dla xo € D\ D wykorzystuje jedynie zbieznoéé w zbiorze R ciagdéw po-
staci f(zn), gdzie x, € D, x,, — zo. Obraz ciagu Cauchy’ego (z,) przez f jednostaj-
nie ciagla spelnia warunek Cauchy’ego. To ciagte przedtuzenie pochodnej najwyzszego
rzedu powoduje (dzieki zwartosci zbioru D -jegli D jest ograniczony) -ograniczono$é
tych pochodnych. Pochodne nizszych o 1 rzedéw speiniaja wtedy warunek Lipschitza
(dzigki twierdzeniu o przyrostach) i sa jednostajnie ciagle, wiec tez mozna je prze-
dhuzyé do funkeji cigglych na catym D. I tak dalej - w koricu pochodna rzedu 0, czyli
sama funkcja f ma ciagte przedtuzenie na D. W niektérych podrecznikach zamiast
jednostajnej ciaglodci daje sie réwnowazny warunek istnienia przedtuzen ciagtych.



Gdy n = 1 i mamy przedzial otwarty (a,b), zazwyczaj te przedtuzenia f’,f”, etc.
wprowadza sie raczej jako pochodne jednostronne na koncach przedziatu. Ale np. dla
kuli mamy wiele kierunkow - i faktycznie pochodne 1-stronne kierunkowe w kierun-
kach wektoréw normalnych skierowanych na zewnatrz sfery powinny byé tym ciagtym
przedluzeniem, ale jest to na tyle skomplikowane, ze nie warto iS¢ ta droga.

Na przestrzeni C* (D) mozna zdefiniowaé norme okreslajaca zbieznoéé jednostajna
wraz z pochodnymi do rzedu k, jak w przypadku 1-wymiarowym i bedzie to przestrzen
Banacha.

Na przestrzeni C* (D) dla otwartych D mozemy jedynie méwié o zbieznoéci niemal
jednostajnej -czyli na zbiorach zwartych zawartych w D- np. w tych punktach x € D,
dla ktérych [|x|| < n oraz dist(x,R™\ D) < Z. Te punkty tworza zwarty podzbiér
K, zbioru D o tej wlasnosci, ze dla dowolnego zwartego K C D istnieje n takie, ze
K C K. Zbiezno$¢ niemal jednostajng wystarczy wiec bada¢ na kazdym ze zbioréw
K, z osobna i to umozliwia zdefiniowanie (juz nie normy, ale) metryki, w ktérej
zbieznos¢ pokrywa sie ze zbieznoscig niemal jednostajng -np. wraz z pochodnymi
rzedu < k. Otrzymane w ten sposob przestrzenie metryczne sa nadal zupelne, ale nie
sa one unormowane (sa to tzw. przestrzenie Frécheta).

Metodg indukcji udowodni¢ mozna nastepujacy wazny wzér na sktadanie réznicz-
kowan, bedacy uogblnieniem twierdzenia o symetrii drugiej rézniczki:

Lemat. Jesli , 8 sa n-wskaznikami, Q-otwartym podzbiorem w R", za$ k > |a|+|0],
to operatory rézniczkowe D® oraz D? sa przemienne (czyli, jak méwi sie, ” komutuja”)
na przestrzeni C* (2). Ponadto ich zlozeniem jest operator

D*D? = DP D~ = p°*h,

Definicja. Rozniczka rzedu k w punkcie P € Q dla funkcji f € C"(Q), gdzie k < r
nazywamy wielomian jednorodny

d*fr(x)=">_ (%D“f(P)x“, x € R™.

||=Ek

Sprawdzmy jako éwiczenie, ze dla funkcji dwu zmiennych (z,y), k = 2 mamy |a| = 2
tylko dla par: (2,0), (1,1),(0,2), ktérych silnie, to 2,1,2 odpowiednio. I otrzymamy
d? w postaci z poprzedniego wyktadu.

Wielomian Taylora rzedu k i jego reszta ma definicje catkiem podobna do przy-
padku funkcji jednej zmienne;j:

T 00 = Y dpf(x), R S) = fP+B) ~T( f(h).

<k

Zauwazmy, ze uproszczenie si¢ j! po wstawianiu we wzorach na rézniczki d”...
daje réwnowazng posta¢ wzoru na wielomian Taylora, gdzie indeksem sumowania
beda wielowskazniki a:

T = %Daf(P) X,

|l <k
Mozna tez wykazacﬂ analogiczne do przypadku jednej zmiennej tezy o reszcie we
wzorze Taylora:
Twierdzenie (Wzér Taylora).
1. Reszta Rg€>f(h) dla f € C*(Q) jest o-mate od ||h||* przy h — 0.

2. Gdy Q jest wypukly, f € C**1(Q) to istnieje punkt Py z odcinka otwartego o
koncach P, P + h, dla ktérego

R ) = s 00

My przeprowadzimy dowéd jedynie w przypadku k = 1 dla reszty postaci Lagrange’a,
bo to wykorzystamy przy badaniu ekstreméw lokalnych
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