18 Wektor normalny, funkcje uwiktane

18.1 Odwzorowania klasy C*

Zacznijmy od wprowadzenia pojecia funkcji (i odwzorowan) klasy C! okreglo-
nych na zbiorze otwartym D C R<.

Definicja. Odwzorowanie F : D — R* o wspoélrzednych (f1, fo,... fi) jest
klasy C', co oznaczamy symbolem F € C'(D,RF), gdy szystkie pochodne
czastkowe %”}‘ sa ciagle (w kazdym punkcie dziedziny). Gdy k = 1, méwimy
o funkcjach klasy C! i zbiér wszystkich funkcji klasy C! na takim zbiorze D
oznaczamy C*(D).

Innymi stowy, klatki macierzy Jacobiego odwzorowania F' maja by¢ funk-
cjami cigglymi. Oczywiécie, suma odwzorowan klasy C' oraz iloczyn funkcji o
wartoéciach rzeczywistych, klasy C' przez odwzorowanie F' € C'(D,RF) jest
klasy C'. Z reguly laficucha zapisanej w postaci macierzowej wynika, ze zlozenie
odwzorowan klasy C! jest odwzorowaniem klasy C*. Mamy wiec do dyspozy-
cji spora kolekcje odwzorowan klasy C', nie tylko wielomiany, czy zestawienia
funkcji 1 zmiennej z C*[a, b] (krzywe klasy C1).

Nawiasem moéwiac- gdy D = (a,b) C R, to czesto potrzebna jest ciaglosé
pochodnych w przedziale domknietym -nawet jesli na koncach przedzialu sa
to pochodne jednostronne. Dla wielu zmiennych odpowiednikiem koncow prze-
dziatu bedzie caly brzeg obszaru D. Zamiast mowi¢ o pochodnych ”jedno-
stronnych” warto skorzysta¢ z twierdzenia o przeluzalnosci pewnych funkcji
cigglych ze zbioru D (gestego w swoim domknieciu D) -na to domkniecie. Wa-
runkiem réwnowaznym w przypadku ograniczonych zbioréw otwartych D C R¢
jest jednostajna ciagltos¢ danych funkcji. Poprzez analogie z przypadkiem gdy
D = (a,b) C R mozemy wiec przyjaé, ze f € C1(D), gdy wszystkie pochod-
ne czastkowe f sa jednostajnie ciagle na zbiorze D, traktujac ich wartosci w
punktach brzegu jako wartosci tego ich (jedynego) przedluzenia ciaglego na
zbiér D. Tak jest przypadku zbioréw ograniczonych i wéwczas dzieki zwartoéci
D uzyskujemy ograniczonoéé tych pochodnych, co pozwala zdefiniowaé¢ norma
w taki sam sposdb, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej -jako sumy norm
supremowych po zbiorze D tych pochodnych czastkowych z dodanym modutem
|f(Py)| dla pewnego Py € D - o ile D jest zbiorem spéjnym.

Przestrzen wektorowa macierzy o k wierszach i d kolumnach ma wymiar
skoficzony (réwny kd), wiec jak juz wiemy, wszystkie normy sa tu réwnowazne,
zbieznos$é (np. ciagéw) takich macierzy jest réwnowazna zbieznosci kazdej z
klatek do klatki macierzy granicznej. Mozemy wiec méwié o ciggloéci odwzo-
rowania przypisujacego punktowi P € D rézniczke dpF € L(R? RF) i taka
ciagloéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy F € C'(D,RF).

18.2 'Wektory normalne, orientacja powierzchni

Réwnanie plaszezyzny w R? przechodzacej przez punkt (2o, o, 20) ma postaé
A(x — o) + B(y —yo) + C(z — 20) = 0.

Jesli @ oznacza punkt o wspélrzednych (x,y, z), zas Qo = (2o, Yo, 20), tO

(x — z0,y — Yo,2 — 20) = @ — Qo jest wektorem o poczatku @ i koficu Qp, a
réwnanie opisuje zbiér {@ € R3 : Q — Qo L 7}, gdzie 7 jest tzw. wektorem
normalnym o wspolrzednych (A4, B,C). WidzieliSmy to przy opisie plaszczy-
zny stycznej do wykresu funkcji f : D € R? — R. W przypadku f réznicz-
kowalnej w punkcie Py = (o, yo) w réwnaniu plaszczyzny stycznej mieliSmy
z0 = f(zo0,y0), A = %(PO),B = %(PO), za$ C = —1. W przypadku funkcji
rézniczkowalnej F' : D C R?® — R w punkcie Qo = (0, 0, 20) mogliémy opisaé
plaszczyzne styczna do powierzchni

S={(z,y,2) € D: F(z,y,z) =0} (1)



i woéwezas (A, B,C) = VF(Qo), czyli wektor normalny jest gradientem F'.
Na przykad, jesli F(x,y,z) = f(z,y) — 2, to réwnanie F(z,y,z) = 0 opisuje
dokladnie wykres f i faktycznie, VF(zo, yo, 20) = (%(PO), %(P0)7 —1).

Pewnych powierzchni zakrzywionych nie da si¢ opisa¢ jednym réwnaniem, za to
w otoczniu U kazdego z jej punktéw mamy jej opis typu Fu(z,y,z) = 0 dla pew-
nej funkcji Fy : U — R trzech zmiennych, majacej ciagglte pochodne czastkowe. Ta-
kie powierzchnie nazywamy rozmaitosciami rézniczkowalnymi, jednak ich teorii nie
bedziemy opisywaé w tym kursie. Dziedzing matematyki badajaca rozmaitosci jest
geometria rézniczkowa.

Jesli Panstwo styszeli o wstedze Mobiusa, to mozna wykazaé, ze nie istnieje tam
funkcja ciggla, ktéra kazdemu punktowi z tej powierzchni przypisuje niezerowy wektor
normalny. Wskazanie takiego ”ciagtego, nieznikajacego wektora normalnego” deter-
minuje stron¢ powierzchni. Np. na sferze wektory w kierunku promienia, zwrécone ku
srodkowi kuli, wyrézniaja wewnetrzng strone plata sfery. Ale przy uzyciu kredki, far-
by lub flamastra warto przekonac sie, ze powierzchnia wstegi Mobiusa ma tylko jedna
strone. Jej model uzyskujemy biorac pasek papieru i przed sklejeniem -przekrecamy
jeden z jego konicéw o 180 stopni. Wektor normalny stuzyé nam bedzie w teorii catek
powierzchniowych do okreslania tzw. orientacji powierzchni.

Powréémy do powierzchni S opisanej w (1). Czy da sie wyrazié ja jako
wykres pewnej funkcji f? Niekoniecznie. Np. réwnanie sfery jednostkowej S?
ma postaé 22 + y2 + 22 — 1 = 0, rozwigzania dla zmiennej z sa na ogét dwa
rézne; z = ++/1 — 22 — y2 - s3 to funkcje opisujace dwie p6tkule: dolng i gbrna.
Jednak w otoczeniu dowolnego punktu na S lezacego poza réwnikiem lokalnie
S jest wykresem funkcji klasy C'. A co “jest nie tak” z punktami réwnika? W
dowolnym ich otoczeniu nad punktem (z,y,0) sa dwa rozwiazania rézniace sie
znakiem. Czym jeszcze réznia sie te punkty z réwnika od pozostatych? Mamy
tam %—5 réwna zero (bo w kazdym punkcie ta pochodna, czastkowa, to 2z, a na
réwniku z = 0).

18.3 Funkcje uwiktane

Dla uproszczenia rozwazmy najpierw funkcje dwu zmiennych F' : D — R klasy
C' w pewnym zbiorze otwartym D C R2. Zamiast % bedziemy tu uzywaé
wygodniejszego oznaczenia F dla pochodnych czastkowych.

Definicja. Moéwimy, ze funkcja g : U C R — R jest uwiklana w réownaniu
F(x,y) =0, jesli Vyey (x,9(x)) € D oraz F(x,g(x)) =0.

Na przyktad, niech U = (—=1,1), F : R? 3 (z,y) — 22 + y?> — 1 € R. Funk-
cjami uwiklanymi sa tu y = —v/1 — 22 oraz y = V1 — 22, zbiér T := F~1({0})
jest tu okregiem i poza dwoma punktami (—1,0) oraz (1,0), gdzie pochodne
wzgledem y zeruja sie, pétokregi: dolny i gérny -sa wykresami tych funkcji. Na-
tomiast w zadnym z otoczen punkéw (£1,0) zbiér T nie jest wykresem zadnej
funkcji. Jest to ogélna prawidtowo$é, mamy bowiem nastepujacy rezultat.

Twierdzenie o funkcjach uwiklanych. Jezeli funkcja F': D — R jest klasy
C' w pewnym zbiorze otwartym D C R2, Py = (20, y0) € D jest takim punk-
tem, ze F(Py) = 0 oraz %(PO) # 0, to istnieja: otoczenia U punktu xy oraz
W -punktu yo w R takie, ze réwnanie F(z,y) = 0 ma w zbiorze U dokladnie
jedno takie rozwiazanie y = g(x), ze g(x) € W. (Zamiast warunku dotyczace-
go zbioru W mozna dla uzyskania jednoznacznosci -postulowaé¢ w tym miejscu

ciggloéé funkcji g). Ponadto g jest funkcja klasy C! oraz

Fy(z,9(x))

9@ =~ @)

(2)

Dowéd. Z ciaglodci F wynika, ze ta funkcja (rézna od zera w punkcie /)
przyjmuje wartosci niezerowe i stalego znaku w pewnym otoczeniu tego punk-
tu -np. postaci otwartego prostokata U x W. Zamieniajac, w razie potrzeby F' na
—F -co nie zmienia zbioru F~1({0})- mozemy bez straty ogélnoéci przyjaé, ze
F}, > 0w zbiorze U x W. Funkcja ¢(y) := F(xo,y) ma wigc dodatnia pochodna



w przedziale W, jest réwna zero w punkcie y = yo, bo F(FPy) = 0. Istnieja wiec
punkty y_,y € W takie, ze F(zo,y—) < 0, F(zo,y+) > 0. Ale z ciaglosci F
wzgl. pierwszej zmiennej, takie znaki F(x,y_), F(z,y) utrzymaja sie réwniez
dla |z — x¢| dostatecznie malych (powiedzmy, dla |x — x¢| < 6. Zamieniajac U
na przedzial (xg — 6,29 + 0), zastepujac W przez przedzial (y_,y+) otrzyma-
my pierwsza cze$¢ tezy, czyli istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania réwnania
F(z,y)=0gdy x € U,y e W.

Faktycznie, istnienie wynika z wtasnosci Bolzano-Darboux dla zmieniajacej
znak funkeji W s y — F(z,y) € R gdy « € U pozostaje ustalone. Gdyby byto
dla jednego takiego x wiecej rozwiazan: np. y1,y2 € W, to z twierdzenia Rol-
le’a -pochodna z tej funkcji zmiennej y przyjeta by wartosé zero dla pewnego y
lezacego pomiedzy y1 a ya, co wykluczylidémy na poczatku dowodu. (Dla alter-
natywnej wersji tezy- nie zakladajac warunku g(z) € W -mozemy postepowaé
w dowodzie tak jak poprzednio, uzyskujac pewne otoczenie W punktu yy. Ale
wtedy ciagtoéé pozwoli nam, po ewentualnym zmniejszeniu otoczenia U punk-
tu zo uzyskaé¢ zawieranie zbioru g(U) C W.) Jesli wykazemy rézniczkowalnosé
funkcji uwiklanej g, to ostatnia réwnosé z tezy wyniknie z reguly tancucha.
Faktycznie, na zbiorze U funkcja x — F(x, g(z)) stale réwna zero, ma zerowa
pochodna. Ale z Reguly lancucha w jej najprostszej wersji, ta pochodna, to
F, -1+ F,-g¢'(r). Skoro to jest zerem, wyliczajac ¢'(x) otrzymujemy réwnosé
z tezy.

Pozostaje tylko sprawdzenie, ze ¢’ istnieje w zbiorze U. Skorzystamy z le-
matu o przyrostach catkowitych z wyktadu 14. Zamiast xg, 1 wstawmy tam
x,x + h, zamiast yo -wartod¢ y = g(x), zamiast y;- wartos¢ y + Ay, gdzie
Ay =gz +h) —g(x). Wzér na

F(x+h,y+Ag)_F(x7y) = F(x+h,y+Ag)—F(5E,y+Ag)—|—F(x7y+Ag)—F(m,y)
(ktéry tez bezposrednio uzyskamy stosujac Tw. Lagrange’a) przyjmie postaé

Japen) Flx+hy+Ay) —F(x,y) = hF(z+ah,y+Ag) + A F, (x,y+BA,).
(3)
Lewa strona tej réwnosci, to zero, bo y = g(x),y + Ay = g(z + h). Stad
wyliczamy
_ _th'C(ac +ah,y+Ay)
g Fy,($,y+ﬂAg)

Zmniejszajac otoczenia U, W w razie potrzeby -mozemy otrzymaé¢ ograniczo-
no$¢ pochodnych czastkowych F. oraz ograniczenie przez pewna stala ¢ > 0
od dotu Fy w zbiorze U x W. Wéwezas z ostatniego wzoru na A, widzimy, ze
przyrost funkcji g zmierza do zera gdy h — 0, co oznacza ciaglosé tej funkcji.
Dzielac stronami przez h = A, otrzymujemy wzor na iloraz réznicowy dla funk-
cji g. Przy h — 0 zaréwno ah — 0, jak i A, — 0, wigc z ciagloéci pochodnych

A

czastkowych funkcji F' otrzymujemy istnienie granicy ilorazéw réznicowych %
przy h — 0, czyli rézniczkowalnoéé¢ g oraz wzdr na jej pochodna, jak w tezie.
O

Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze czasami bardzo trudno jest znalezé kon-
kretny wzér na funkcje uwiklana g, wspélrzedne (x, g(x)) punktu z danej po-
wierzchni mozemy znaé a priori i wtedy wzér (2) na pochodna g bywa bardzo
przydatny. Przy szukaniu ekstreméw warunk konieczny: ¢’ = 0 oznacza wtedy
zerowanie si¢ licznika. Okaze sie, ze w punktach, gdzie ¢ = 0 wzdr na drugg
pochodna jest catkiem podobny do tego na pierwsza -tylko licznik zawiera dru-
ga, zamiast pierwszej pochodna czastkowa wzgledem zmiennej x. Ze wzgledu
na znak "minus” -np. przy dodatniej F} bedziemy mieli odwrotna zaleznosé
typu ekstremum od znaku F)(xo, g(z0)) -bedzie np. maksimum lokalne funkcji
g w punkxie xg, jedli ta pochodna F! jest dodatnia, za$ F.(xo,g(z¢)) = 0,

Fy (2o, 9(x0)) > 0.



Stosujac podobne metody mozemy wykazaé analogiczne twierdzenie dla F
zaleznej od trzech, lub nawet od d zmiennych. Rozwiklujemy zazwyczaj przed-
stawiajac ostatnig zmienng jako funkcje poprzednich zmiennych.

Na przyklad, majac réwnanie F(z,y, z) = 0, gdzie F.(xo, Yo, 20) # 0 znaj-
dujemy rozwiazanie, w ktérym zamiast g(x,y) oznacze funkcje rozwiklujaca

przez z(x,y).
Istnieje wéwcazas dokladnie jedno takie ciagle rozwiazanie z(z,y) réwnania

F(x,y,z(x,y)) =0

w pewnym otoczeniu badanego punktu, a jego pochodne czastkowe wyrazaja
sie podobnym wzorem: np.

o (2,y) = By 2(zy)
’ Fi(x,y,2(z,y))

Inny dowdd twierdzenia o funkcjach uwiklanych -pozwalajacy na rozwiazy-
wanie nie jednego, a ukladéw paru réwnan -otrzymamy z Twierdzenia o Lokal-
nej Odwracalnodci. Jego trudno$¢ polega miedzy innymi na niedostepnosci w
sytuacji odwzorowan o wartosciach wektorowych metod rozwiazywania réwnan
opartych na twierdzeniu Bolzano-Darboux. Dla d > 1 brak jakiej$ naturalnej
struktury liniowego porzadku w przestrzeni R?. Zamiennikiem dla tych me-
tod, $wietnie dzialajacym nawet w przestrzeniach Banacha nieskonczenie wy-
miarowych bedzie Twierdzenie o Punkcie Stalym. Jest to jedno z najczedciej
stosowanych twierdzen Banacha. Ale to juz w nastepnym wykladzie.



