27 Sumy czesciowe szeregu Fouriera

Szereg Fouriera mozna tez zapisa¢ w postaci zespolonej. Ma ona pare zalet:
normy funkcji z ukladu sa jednakowe, zamiast wzoréw trygonometrycznych
latwiej postugiwaé sie sumami szeregu geometrycznego, w postaci koncowej i
tak otrzymamy takie same sumy czesciowe -jedynym narzedziem wiazacym te
dwa podejécia bedzie wzér Eulera wyrazajacy e'® jako cos ¢ -+ isin ¢.

Dla t € [-7, 7] i dla k € Z niech Ej(t) := e** = cos kt + i sin kt.
(Oznaczenie Ej nie jest na ogdl uzywane, moze jednak ulatwié zapis tego wyktadu,
pozostaje zgodne z uzytym wczesniej symbolem na wyraz uktadu ortogonalnego, lecz
nie ortonormalnego, jedyna réznica to fakt, ze zbiorem indekséw jest tu Z, a nie N.)

Poniewaz Ej, jest funkcja, ktorej modul wynosi 1 na catym odcinku o diu-
gosci 27, jej norma wynosi v/27. Nietrudno sprawdzié tez ortogonalnosé: sprze-
zenie zespolone funkcji E,, (t) jest réwne E_,,(t), zas Ex(t)E_,,(t) = Ex—m(t),
wiec

<Ek, Em> = Ek(t)Em(t) dt = Ek,m(t)dt = 2776k,m7

—T —T

gdzie Oy, oznacza symbol Kroneckera i wynosi zero dla k # m oraz 1 dla

k = m. Jak zauwazyliSmy w ostatnim wykladzie, iloczyn skalarny funkcji
S = Zisz cnBn przez Ej jest réwny wspélczynnikowi ¢; pomnozonemu

przez kwadrat normy F;, czyli przez 27. Z tego powodu dla dowolnej funkcji
catkowalnej f mozemy zdefiniowaé jej zespolony szereg Fouriera zapisujac
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5 f( Je="" ds. (1)
Symbol ~ stanowi pewne ostrzezenie - wbrew zbyt optymistycznym przypusz-
czeniom Fouriera, réwnos¢ nie musi zachodzié¢ -co w przypadku funkcji ciaglych,
okresowych wykazal niemiecki matematyk Paul Du Bois-Reymond juz w 1873.
Banach ze Steinhausem wykazali (w 1927 r.), ze takich ”patologicznych” funk-
cji ciaglych jest wigkszo$é (stanowia dopelnienie przeliczalne] sumy zbioréw,
ktorych domknigcia maja puste wnetrza). W przypadku funkeji catkowalnych
istnieje jeszcze mocniejszy kontrprzykltad -gdzie rozbieznosé szeregu Fouriera
zachodzi prawie wszedzie -czyli poza zbiorem miary zero. Podal go w 1922 roku
18-letni wéwcezas student, A.N. Kolmogorow. Dla funkcji, ktérych modul jest
calkowalny z p-ta potega jest inaczej: zbiezno$¢ zachodzi prawie wszedzie, co
dla p = 2 udalo sie wykazaé¢ dopiero w 1966r (L. Carleson), dla pozostalych
p > 1 -w roku 1968 (R.A. Hunt).

Podstawowe twierdzenia o zbieznosci nie sa, na szczescie, az tak trudne i
za chwile je poznamy. Zacznijmy od przedstawienia sum czeSciowych Si[f] dla
szeregu w postaci . Dla szeregu podwojnie nieskoniczonego, czyli dla Y7

n=-—oo

beda to sumy Si[f] := Zﬁsz cnflei™ i okaze sie, ze sa one identyczne z

sumami postaci % + Zﬁzl(an cosnt) + b, sinnt). W dalszym ciaggu bedziemy

zakladali ze f : [—m, 7] — R jest funkcja calkowalna, za$ ¢, [f] sa zdefiniowane

w , podczas gdy ay, b, sa wspélczynnikami okreslonymi przez wzory Eulera-
Fouriera z ostatniego wykladu.

Zwiazki miedzy wspdtczynnikami ¢, zespolonego szeregu Fouriera i szeregu

w postaci trygonometrycznej (Czyli liczby an, b, sa nietrudne do przeliczenia.

Mozna sprawdzi¢, ze co = %, za$ dla n € N zachodza wzory:

n — b n+ b )
M, Cp =Cp = %, ap = Cp+ C_py by = i(cn —c_pn). (2)

Niech dla ustalonego ¢ € R symbol ¢ oznacza liczbe e'. Wtedy E,(t),
zdefiniowane jako €' s wyrazami ciggu geometrycznego ¢", z
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Z pewnych wzgledéw warto bedzie pomnozy¢ zaréwno licznik, jak i mianownik
ostatniego utamka przez q*%, co da wartosé funkcji Dy, zdefiniowanej jako

—i(k+5)t _ gi(k+3)t sin(k + l)t

Z e o it _ oib - siniQ : (3)

2 —e'2
n=—=k € 2

Faktycznie, dla liczby zespolonej z o module 1 wyrazenie Z — z, to cze$é¢ urojona
Sz pomnozona przez (—2i), co wystepuje 1 w liczniku i w mianowniku, zas
J(e?) = sin ¢. Teraz, po tym przygotowaniu, juz tatwo wyliczamy wzér:

a » For ,
Sifi@) = 3 ealflens = 3 (% F(s)e=ns ds)

n=—k n=—k
Zamieniajac kolejnos¢ operacji: calkowania i sumowania oraz uwzgledniajac
fakt, ze
S F(6)e e = ) Dute ),
n=—k
otrzymujemy nasteujacy wniosek:

Lemat. Sumy cze$ciowe szeregu Fouriera wyrazaja si¢ wzorem

1 f( )sin((k—.&—a);(sx—s))ds_%

2 sin 45

Sklf](z) = f( )Di(z — s)ds (4)

Calka w tym wzorze nazywana jest calka splotowa i oznaczana bywa sym-
bolem (f * Dy)(x). Jedli traktowaé f € R[—m, 7] jako zmienna, to przyporzad-
kowanie funkcji f sumy czesciowej Si[f] bedzie operatorem liniowym zadanym
przy uzyciu calki, czyli tzw. operatorem calkowym z jadrem calkowym Dy.
Funkcje Dy nazywamy tez jadrem calki Dirichleta, lub: jadrem Dirichleta.

Jak wiemy z do$wiadczen akustycznych, wysokie czestotliwosci moga by¢
zrodlem zaklécen w odbiorze sygnaléw, w przypadku sygnaléw typu FE,(t)
wysokim czestotliwosciom beda odpowiadaé¢ duze bezwzgledne wartosci: |n|,
mozna je w pewnym sensie przyttumié, uzyskujac lepsze efekty zbieznosci. W
tym celu wprowadza sie $rednie arytmetyczne sum czesciowych, oi[f], tzw.
”$rednie Cesixro”ﬂ dla szeregu Fouriera funkcji f, zdefiniowane wzorem

1
m—+1

UW[f] = (So[f}+Sl[.ﬂ+"'+5m[f])-

(Efekt ”tlumienia” polega tu na mnozeniu skladnikéw postaci ci[f]Ey przez

" wagi” L_Hll ktore sa rowne 1 tylko dla k = 01 wraz ze wzrostem |k| maleja,
dla k = m osiagajac juz tylko wartosc T .) Jak latwo sprawdzié,

wlfle) = g7 [ Oy LDt s = g [ St ds
o)

gdzie funkcja IC,, jest érednig arytmetyczna z funkcji Dg, Dq,...D,,, zwana
jadrem catkowym Fejéraﬂ Nastepujace wlasnosci tych funkcji D,, oraz K, sa
bardzo istotne dla dalszych rozwazan

Twierdzenie (Wlasnosci jader catkowych Dirichleta i Fejéra.)
L [T Dpt)ydt= [T K, (t)dt =2,

2 (m+1)t

1 l—cos(m+1)t _ 1 sin -
2. Vim0t Km(t) = o7 —Tocost— = miT szt — =0

3. Dla 0 < § < [t| < 7 zachodzi oszacowanie K, (t) < m.

IErnesto Cesaro (1859-1906) matematyk wtoski
2Lipét Fejér (1880-1959) matematyk wegierski



Dowéd Funkcja D, jest suma funkcji F,,, ktérych caltki sg réwne zero dla
n # 0, a poniewaz Eg = 1, jej calka, to dtugo$¢ drogi catkowania, czyli 2.
Calka sumy jest suma calek, analogicznie dla $rednich arytmetycznych, skad
wynika pierwsza teza.

Gdyby funkcje D, byly nieujemne, to ich normy ||D,,||; byly by réwne
27, jak w przypadku ”L'- norm” z K,,. Tak jednak nie jest, co gorsza- nie
sq one nawet ograniczone (nawet ||Dp, |1 zmierzaja do nieskoficzonosci w taki
sposéb, jak logarytm z m+1), co jest przyczyna probleméw ze zbieznoscia ciagu
sum Sk[f]. Dopiero modyfikacja metoda $rednich daje lepsze efekty -wlasnie
dzigki nieujemnosci jader catkowych IC,,. Ta nieujemnosé wyniknie juz nawet
z pierwszej z rownosci w tezie 2.

Aby ja wykazaé, wréémy na chwile do oznaczenia q := €. Wowczas mamy
(@=D)Dp=(g=D(g "+ +q™) = g™ —¢ ™, stad (m+1)(¢ — 1)K, =
(q=1)(Do+---+Dm) =q+¢*+---+¢""" —¢"—q' —--- — ¢~ Ponowne
pomnozenie stron -tym razem przez (¢! —1) znéw wywota ”efekt teleskopowy”,
a mianowicie:

(' =D(@=D)(m+D)Kn =" +¢" +¢°+--+¢" —q ' =g = =g~ "D
ququfqm+l+q0+q71++qim) =
2 — gt — gt — 9 9cos(m 4 1)t.

Poniewaz (¢! —1)(¢—1)=2—q¢—q¢ ' =2—(q+q) = 2—2cost, wynika stad
teza 2., gdzyz ostatnia rownosé jest juz tylko wnioskiem z pierwszej z réwnosci
2. oraz ze wzoru na cosa — cos 3 dla o = 0.

Parzystosé¢ funkeji IC,,,, oszacowanie jej licznika przez 2 (oraz monotonicz-
no$¢ mianownika w pierwszej z réwnosci wlasnie wykazanej tezy 2.) - daja
oszacowanie 3., ktore implikuje jednostajng zbieznoé¢ do zera na przedziale
[0, ] gdy ustalimy 6 > 0. O

Rozpatrywaé dalej bedziemy funkcje okresowa f : R — R o okresie 2,
catkowalng w przedziale [—7, r]. Bedziemy wykorzystywaé nastepujacy fakt:

Lemat o przesunieciu granic catkowania: Dla funkcji o okresie T catki
po przedziatach o dlugosci T sa réwne, czyli V,epr f:+T f(s)ds = fOT f(t)dt.

Dowéd: Gdy a = kT, gdzie k € Z, to teza wynika wprost z podstawienia:
t = s — a, bo z okresowosci f(s — kT) = f(s). W ogblnym przypadku ta-
kie przesuniecie o catkowity wielokrotnosé okresu T' sprowadzi zagadnienie do
przypadku 0 < a < T < a+ T i wystarczy juz tylko zbadac sytuacje, gdy te 3

nieréwnoéci sa ostre. Wtedy f$+T f(s)ds = foa f(s)dsidodanie tej wartosci do

fg daje teze, dzieki addytywnosci catki wzgledem drogi catkowania. Sktadnik

f: f(s) ds pozostaje bowiem taki sam po obydwu stronach. O

WeZmy teraz dowolny punkt = € [—m, 7). Dzieki wlasnosci 1. z naszego
Twierdzenia, mamy réwnoscé:

s

2nf(e) = f(a) [

s

Ko (t) dt = F@) K (t) dt.
—T —T

Po podstawieniu t = x — s, mamy dt = —ds oraz dolna granica calkowania
we Wzorze z punktu —7 przejdzie do punktu z 47, za$ gérna - z punktu +m
do x —m, zamiana kolejnosci tych granic odpowiada zastapieniu rézniczki (—dt)
przez +dt, co daje (dzieki parzystosci ICpy, 1 po przesunieciu granic catkowania)
wzor:

1

T or

omlfl(@) /z_ﬂﬂx—t)/cm(t)(—l)dt L e kaat (©)

T+ 27T —TT

wiec korzystajac ze wzoru () mozemy zapisaé réznice

F(@) = omlf)(@) = = /W(f(w)—f(x—t))ICm(t)dt (7)

:% .



Teraz w przypadku funkcji ciggtych okresowych mozemy wybraé § tak mate,
by dla [t| < d bylo |f(z) — f(z —t)| < e. Dla tak dobranego  skorzystamy z
wlasnosici 3. z naszego Twierdzenia, wowczas dla m dostatecznie duzych mamy
sup{|K(t)] : § < |t| < 7} < € . Rozbijamy calke po prawej stronie réwnosci
na sume calek: pierwszej: oznaczmy ja I; -po przedziale [—d, ], drugiej
(oznaczenie: I-po sumie dwu przedzialéw opisanej nieréwnosciami ¢ < |¢| < 7.
Dla pierwszej calki mamy |[;| < Efis Km ()] dt < e[ [Kn(t)|dt = 2me,
dzigki wlasnosciom 1. i 2.

7 kolei, catke po pozostalym zbiorze szacujemy dla m dostatecznie duzych
przez kres gérny funkeji |KC,p, ()| na zbiorze [—m, 7] \ [=0, 8], czyli przez e razy
supremum z | f| (po calej dziedzinie) razy dlugosé drogi catkowania (ktéra nie
przekracza 27).

Ten kluczowy fragment dowodu zapisuje sie czesto w postaci:

1
7@ -oml @) < 5 { L.+ @l@} (F@) — Fe~ Ko (D] dt = L.

Calka I jest dowolnie mala dla malych 4, zas I> jest mala dla m dostatecznie
duzych.
Reasumujac, wykazaliSmy jedno z kluczowych twierdzen tej teorii:

Twierdzenie Fejéra. Dla funkcji ciaglych okresowych o okresie 27 ciag $red-
nich Cesaro: o,,[f] z sum czeSciwych Fouriera zmierza jednostajnie do f.

Trzy najwazniejsze wnioski z tego twierdzenia poznamy na nastepnym wy-
kladzie. Beda to:

e Twierdzenie Aproksymacyjne Weierstrassa o przyblizaniu jednostajnym
(na przedziale domknietym i ograniczonym) funkcji ciaglej ciagiem wie-
lomianéw,

e zupelnosé uktadu trygonometrycznego oraz

e zbiezno$¢ w normie || - ||2 samego szeregu Fouriera dla f calkowalnej z
kwadratem.

Wykazemy wigc, ze ||f — Sn[f]ll2 — 0 gdy n — oo.
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