28 Zbieznos¢ szeregu Fouriera

Na ostatnim wykltadzie udowodniliSmy Twierdzenie Fejéra modwiace, ze dla
funkeji cigglych okresowych o okresie 2w cigg S$rednich Cesdro op,|f] zmierza
jednostajnie do f.

Wielomianem trygonometrycznym nazywamy skonczong sume funkcji po-
staci A, cosnx + B, sinnz, gdzie n € NU {0}, za$ A,, B, € R sa pewnymi
wspoélczynnikami. Nazwe ”wielomiany” mozna uzasadnié¢ sprawdzajac, dzie-
ki wzorom trygonometrycznym, ze iloczyny tego typu funkcji sa nadal wie-
lomianami trygonometrycznymi. Oczywiscie, zaréwno sumy czesciowe: Sk[f],
jak i érednie Cesaro oy [f] sa wielomianami trygonometrycznymi. Z twierdzenia
Fejéra wynika wiec, ze kazda funkcja ciagla okresowa jest granica jednostaj-
na ciggu wielomianéw trygonometrycznych. wynika stad dosé szybki dowod
Twierdzenia Aproksymacyjnego Weierstrassa:

Twierdzenie. Kazda funkcje ciagla f na przedziale domknietym [a, b] mozna
przyblizy¢ jednostajnie wielomianami, czyli

3y, eR[2] Pnllay = f przy n — oo.

Dowdd. Zauwazmy, ze mozemy przedtuzyé funkcje f na nieco wigkszy przedzial
[A, B] (np, A=a, B=b+1) do funkcji F' € C[A, B] okresowej o okresie B — A,
co poza ciaglodcia, oznacza tylko dodatkowy warunek F(A) = F(B) (np. do-
bierajac odpowiednia funkcje ”liniowa plus stala” na przedziale [b, B]. Funkcja
Fi(t)=FA+(t+ W)BT;A) bedzie juz ciagla i okresowa na przedziale [—m, 7]
o okresie 27 i majac zadane € > 0 znajdziemy wielomian trygonometryczny w
(postaci w = oy [F1]), dla ktérego norma supremowa ||Fy — w||[_r - jest mniej-
sza od 5. Poniewaz w, jako funkcja analityczna, ma szereg Taylora zbiezny
jednostajnie na kazdym przedziale skonczonym, istnieje wielomian P; € R[t]
(odpowiedni wielomian Taylora dla w ), dla ktérego [Py — wl|/—r - < 5-
Stad || Py — F1/[—r,x] < €. Dokonujac odpowiedniego podstawienia afinicznego
-dostaniemy wielomian P, dla ktérego ||P — F|[a,5) < €. Supremum z |P — f]
po przedziale mniejszym: [a, ] jest wiec tez mniejsze od e. O

(Uwaga: Siergiej Bernstein, matematyk rosyjski podal w 1912r. wzér na ciag wielo-
mianéw zbiezny jednostajnie do f € CI0, 1]:

Bule) = 3 f() G (1= a)" Y Bu=

Gdy ponadto f € C*[0, 1], zbieznosé jest jednostajna wraz z pochodnymi rzedu < k.)

Z twierdzenia Fejéra wynika zbiezno$¢ szeregu Fouriera w normie Srednio-
kwadratowej (oznaczanej w tych ostatnich wykladach przez || ||) dla f calko-
walnych z kwadratem. W tym celu sformulujmy najpierw nastepujaca teze.

Lemat o najlepszym przyblizeniu. Sumy czesciowe szeregu Fouriera Si|[f]
sa najlepszym przyblizeniem w || - || dla f sposréd ”wielomianéw trygonome-
trycznych rzedu k7 czyli funkeji postaci wy(t) = Z?:o(Aj cos jt + Bjsin jt) w
tym sensie, ze

1 = Skl < [1f — wll-

Dowdd jest do$¢ prostym wnioskiem z twierdzenia Pitagorasa, bo mamy
prostopadiosé f — Sk[f] do kazdej z funkcji cosjt,sinjt,j < k oraz do ich
kombinacji liniowych - czyli do naszych wy oraz do Sk[f]. Stad f — wy =
(f — Sklf]) + (Sk[f] — wx) 1 wektory ujete w nawiasy sa prostopadle, a wiec

1F = well® = I1f = Sulf1I* + 1Sk L] — wall?,

skad juz wynika nasza nieréwnosé. [J



Zauwazmy, ze przyjmujac wy = o[f] mamy dla f ciaglych i okresowych
oszacowania implikujace zbieznosé:

I1f = Skl < IIf = oklf1ll < V27| f — oulflllmrm) = 0 przy k — oo.

Chcemy jednak uzyskaé zbieznosé (Sredniokwadratowa) dla duzo szerszej
klasy funkcji -np. majacych zbiezng catke niewlaiciwa Riemanna z |f(¢)]2.
Maksymalng rodzina f, dla ktérych mozemy otrzymac taka zbieznosé bedzie
przestrzen L2[—m, 7] funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a, dla ktérych catka
Lebesgue’a z | f|? jest skoficzona, ale brakuje nam do tego paru definicji. Mozna
te przestrzen definiowaé alternatywnie jako uzupelnienie (czyli rozszerzenie do
przestrzeni zupelnej) przestrzeni R[—m, w] wzgledem normy || - ||2. Poprzestan-
my jednak na warunku zbieznosci calek niewlasciwych. Nawet w najogdlniejszej
sytuacji zagadnienie sprowadzi sie zreszta to nastepujacego lematu:

Lemat o aproksymacji. Gdy f jest funkcja, dla ktorej zbiezne sg jest calki
niewlasciwe z | f(t)|? oraz z f(t) po odcinku A = [—, 7], to istnieja ciagi: funk-
cji schodkowych h,, oraz funkcji ciagtych okresowych g, takie, ze ||f —h,|| — 0
oraz || f —gn|| — 0. Jedli zamiast zbieznosci calki z | f|? zalozymy zbieznoéé catki
niewlasciwej z | f], to istnieja analogiczne ciagi funkeji schodkowych i ciagltych
okresowych zbiezne do f w normie [|¢||1 := ["_[6(t)| dt.

Przypomnijmy, ze funkcje schodkowe na przedziale A, to (skonczone) kom-
binacje liniowe funkcji charakterystycznych przedzialéw A; C A. Istnieje wigc
podzial odcinka A na takie odcinki, na ktorych ta funkcja jest stata. Dowod
rozpocznijmy od przypadku, gdy f € R[—w,n]. Wéwczas f jest ograniczona
i mnozac f przez odpowiednia stalg mozemy bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze
lfl < % w przedziale A. Gdy teraz na j-tym odcinku Aj;, n-tego podziatu
odcinka A (z normalnego ciagu podzialéw) przyjmiemy dla h, wartosé stala
réowna inf{f(t) : t € A;,}, to hy, bedzie funkcja schodkowa i 0 < f —h, < 1,
a wowezas |f — hal® < |f = hal, stad [If = hall = (J7, 11(8) = ha()]* d)% <
(If = hall)? == (J7_|£(t) = hn(t)])2. Dzieki nieréwnosci h,, < f ostatnia war-
tos$¢ jest pierwiastkiem kwadratowym z réznicy calek z funkcji f i z funkcji
h,. Roznica ta zmierza do zera. Faktycznie caltke z f przyblizaja sumy catkowe
dolne dla danego normalnego ciggu podziatéw. Te sumy dolne sg doktadnie
catkami z funkcji schodkowych h,, po odcinku A.

W ogélnym przypadku zaktadamy zbieznosé catki niewtasciwej z |f|?. Dla
ustalenia uwagi mozemy przyjaé, ze jest tylko jeden punkt niewtasciwy, réwny
b = 7 (np. w tym punkcie f moze mieé¢ asymptote). Wtedy istnieje granica
L =limg_;- fir |£(t)|?. Niech 3, bedzie ciagiem rosnacym do granicy réwnej
b. Wtedy funkcje f,, réwne f na przedziale [—m, 8,] oraz réwne zero w przedzia-
le (Bn,b] sa calkowalne, czyli f,, € R[—n,n] oraz ||f — fu| = (fgn |f(8)|2 dt)z,

przy czym calka pod pierwiastkiem jest rowna réznicy L — [ _ﬂ *|f()]?, ktora
zmierza do zera. Poniewaz f,, przyblizamy funkcjami schodkowymi w naszej
normie (Sredniokwadratowej) || - ||, to samo osiagniemy dla f. Z kolei, funkcje
schodkowe h sa ograniczone, wiec rozbijajac schodki: pierwszy i ostatni na nie-
réwne czesci, przy czym te zawierajace punkty a = —m,b = 7 sa dostatecznie
krétkie - mozemy zmienié na nich wartosé h(t) na zero i -uzyskamy przyblizenie
w rozwazanej normie funkcji h funkcjami prostymi przyjmujacymi wartosé¢ zero
w punktach a, b, czyli na koncach przedziatu. W nastepnym kroku przyblizymy
funkcje schodkowa h (wciaz w tej samej normie) przez funkcje ciagta okresowa
g (okresowa, bo réwna zero na tych koncach przedziatu). Geometrycznie -to
jakby zamieni¢ pionowo wznoszace sie odcinki stopni schodéw na lekko pochy-
lone. Znéw mozemy tu zalozy¢, ze funkcja h jest ograniczona przez 1 i wtedy
kwadraty moduléw réznic, czyli |g — h|? sa oszacowane przez |g — hl, a calki
z tych moduléw réznic (juz w pierwszej potedze) maja geometryczna inter-
pretacje jako suma pél tych matych tréjkacikéw o wysokosciach nie wiekszych
od 1, ktérych sumy dlugosci podstaw uczynimy dowolnie mate. Dowolnie ma-
la bedzie wiec [7_|g(t) — h(t)|dt, a takze norma $redniokwadratowa ||g — hl.
Mozna wrecz przedstawi¢ rysunkowy dowdd tego fragmentu rozumowania. To



samo rozumowanie, nawet uproszczone, pokazuje gestos¢ w normie || - ||; funk-
cji cigglych okresowych w przestrzeni funkcji majacych zbiezna i bezwzglednie
zbiezna catke niewtasciwa. [J

Uwagi.

Ten lemat mial dosé techniczny, choé¢ prosty dowdéd. Moze kto wymysli
prostszy? -zachecam! Dodajmy, ze w 111 semestrze poznacie Panstwo twierdze-
nie o zmajoryzowanej zbieznosci i dzigki niemu caly ten dowdéd dosé banalnie
sie uproéci, nawet dla calek Lebesgue’a. W naszej sytuacji oprécz zbieznosci
catki niewtadciwej z | f|? trzeba bylo doktadaé do$é sztucznie zalozenie o zbiez-
nosci catki niewtasciwej z samej funkcji f. Chodzi o to, ze problem stanowié¢
moze nieregularna zmiana znaku f, jesli zaklada¢ nawet tylko catkowalnosé jej
modutu. Przykladem moze by¢é ”minus jeden do potegi, ktorej wyktadnikiem
jest funkcja Dirichleta”. Problem ten usuwa zalozenie mierzalnosci naktadane
na funkcje z przestrzeni tupu L.

Z tych dwu lematéw wynika juz nasze podstawowe twierdzenie:

Twierdzenie. Szereg Fouriera funkcji f spelniajacej zalozenia ostatniego le-
matu jest zbiezny do f w normie $rednio-kwadratowej: limy_ o || f —Sk[f]]] = 0.

Dowdéd. Ustalmy f spelniajaca powyzsze zalozenia oraz € > 0. Dobierzmy funk-
cje ciagla okresowa g tak, by ||f — g|| < e. Dla k dostatecznie duzych, np. dla
k > k. bedzie ||g — Sk[g]|| < e. Dzigki prostopadtosci h — Si[h] L Sk[h], z twier-
dzenia Pitagorasa otrzymamy |h||?> = ||h — Sk[R]||*> + ||Sk[h]||?, co implikuje
nier6wnosé ||Si[h]|| < ||h||. Stosujemy ja dla h := f—g i dzieki nieréwnosci tréj-
kata, poniewaz Si[h] = Sk[f] — Sk[g] (z liniowosci operatora Si) -otrzymujemy
i > ke pierbwnoser |~ S 1)< 11 ol = Selll +15lg )] < 3

W szcezegdlnosci, gdy f jest prostopadla do wszystkich funkcji z ukladu
trygonometrycznego: 1,cosnt,sinnt, to ||f|| = 0 (co oznacza, ze f = 0 pra-
wie wszedzie, czyli poza zbiorem miary zero. Faktycznie, ta prostopadlo$é, to
zerowanie sie wszystkich wspotczynnikow a.,, by, .

Definiuje sie pojecie ukladu ortogonalnego zupelnego, jako majacego wia-
$nie taka wlasnosé, ze jedynym elementem przestrzeni prostopadtym do wszyst-
kich wektoréw tego ukladu jest wektor zerowy (w naszej sytuacji wektorami
beda nie tyle funkcje f, co ich klasy réwnowaznosci wzgledem relacji ”réwnosé
prawie wszedzie” ). Zwrdéémy uwage na to, ze pojecia przestrzeni metrycznej zu-
pelnej i uktadu zupelnego sa catkowicie odmiennej natury. To tylko zbieznosé
nazw. Kiedy$ zreszta na jednym z niematematycznych wydzialéw naszej uczelni
na pytanie ”co to jest rézniczka zupelna funkcji wielu zmiennych?” otrzymalem
odpowiedz: ”To taka rézniczka, w ktorej kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny”!

Dodajmy jeszcze jeden wniosek z lematu o aproksymacji. Jego liczne zasto-
sowania poznamy wkrotce.

Twierdzenie.(Lemat Riemanna-Lebesgue’a) Przypusémy, ze funkcja okre-
sowa f ma bezwzglednie zbiezng calke niewlasciwa f:r f(t)dt. Wtedy dla do-
wolnych liczb a < 8 mamy

B
lim f(t)sin(rt) dt = 0.

T—00

Uwagi. Teza zachodzi tez dla funkcji cos(rt). W szczegblnosci, a,, — 0,b, — 0
przy n — oo. Zauwazmy, ze dla f € R[—m, 7|, = —7, 3 = 7 teza o zmierzaniu
do zera wspoélczynnikéw f wynika z nieréwnosci Bessela (o ile r przebiega
warto$ci naturalne, my bedziemy mieli jednak r =n + %, jak w liczniku jadra
Dirichleta). Dla innych odcinkéw [a, 8] teze gdy r € N mozna uzyskaé dosé
prosto przez rozbicie na przedzialy o dlugosci 27 (i jeden krétszy). Dowdd dla
f w najogolniejszej postaci mozna sprowadzi¢ do przypadku f cigglych, a nawet
klasy C' stosujac Lemat o aproksymacii.



Dowdéd. Dobieramy dla € > 0 funkcje g ciagla i okresowa tak, by || f — g|1 < e.
Przyblizajac funkcje g jednostajnie wielomianami (co daje tez przyblizenie w

. B .
normie [|f — glly == [2£(t) — g(t)]dt < (8 — IS — glljaz), otrzymujemy
mozliwo$é zatozenia od razu takiej regularnoéci (klasy C'') dla funkcji okresowej
g. Wtedy stosujac calkowanie przez czesci, mamy

/jg(t) in(rt) — % [_g( 1) cos ”r v % /a ? @y cosrt (1)

Przy r — oo pierwszy skladnik po prawej stronie zmierza do zera, dzigki
ograniczonosci funkcji g. W drugim (dzieki nieréwnosci |cosrt| < 1) moze-
my oszacowac |ff g'(t) cosrtdt| < fﬁ |’ (t)| dt, co w przypadku g € Cl|a, 3]
daje zmierzanie wartosci 1'} do zera. Natomiast réznica ff t) sin(rt) dt —
fﬁ ) sin(rt) dt ma modul nie wigkszy, niz catka f’B [(f(t) — g(t))sin(rt)| dt <
IIf— gH 1 < e Zastosowame nieréwnosci tréjkata pozwala wiec oszacowaé¢ modul
z calki ff f(t)sin(rt) dt przez 2e dla r dostatecznie duzych. OJ

Dotychczas sumy czeSciowe i ich srednie dla szeregu Fouriera liczyliSmy w
postaci zespolonej. Aby pézniej o tym nie zapomnieé- sprobujmy zrobié to
na koniec tego wykladu w postaci trygonometrycznej. Korzystajac ze wzoréow
Eulera-Fouriera na wspoétczynniki a,,, b, zapisujemy warto$¢ wyrazenia

k
Sulf)(z) = 2+ 3" an cosna + by sinna

n=1

(zamieniajac kolejnosci: calkowania i sumowania) w postaci

k
1 g 1 (7
Silfl(z) = — / f@&)dt+ — / f(®) > (cosntcosnx + sinntsinnz) dt.
2 J_, T ) . —~
Ze wzoréw trygonometrycznych, wyrazenie w ostatniej sumie (ujete w nawias)
jest réwne cosn(t — x), stad

- k
Sk[fl(x) = %/ f @) <1+22¢osn(tx)> dt.

- n=1

Ze wzoru 2 cos nssin § = sin(ns+3) —sin(ns— 3 ) stosowanego do s = (t—x)
sin(n-‘r%)s—sin(n——)é

Sin 2

wyliczamy 2cosns = , co sumowane po 1 < n < k daje

sin(k+3)s

sume teleskopowa réwna —T2 +—45 =, ktéra po dodaniu 1 staje si¢ warto-
2

Scia jadra Dirichleta Dy(s). Oczyw1écie, dalszy proces (czyli sumowanie metoda
grednich) da réwniez taki sam wynik, jak dla szeregéw w postaci zespolone;j.

W nastepnym kroku przystapimy do doktadniejszej analizy sum Sy [f](x) w
konkretnych punktach z, ale to juz w nastepnym wykladzie.

Zaczniemy od wyliczenia catki fooo SIT“t dt -przy czym skorzystamy wladnie
z Lematu Riemanna-Lebesgue’a.
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