10 Operatory normalne, widma

Mozemy obecnie przej$é do teorii spektralnej operatorow w przestrzeniach Hil-
berta H nad cialem C liczb zespolonych. Na wstepie zdefiniujmy klase opera-
torow, ktéra dla tej teorii ma podstawowe znaczenie:

Definicja. Operator T' € B(H) nazywamy operatorem normalnym, gdy jest
on przemienny ze swoim sprzezeniem: TT* = T*T. (W przypadku operato-
réw gesto okreslonych nieograniczonych istnieje nieco bardziej skomplikowana
definicja oparta czeSciowo na ponizszym warunku réwnowaznym).

Lemat. Operator T' € B(H) jest normalny wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
wektora © € H zachodzi rownosc:

1T ]| = || T|| (1)

Dowéd implikacji = polega na prostym przeliczeniu kwadratéw norm:
|T*2||* = (T*2, T*x) = (TT*x,z) = (T*Tx,z) = || Tz|>.

Dla dowodu < mamy z ostatnich réwnosci zastosowanych do warunku
nastepujcy wniosek: jesli ten ”warunek metryczny” zachodzi, to formy pétto-
raliniowe operatoréw TT* oraz T*T sa rowne. Jest to wniosek bezposredni
ze wzoru polaryzacyjnego (punkt 4. Twierdzenia z wykladu pt. ”Przestrzenie
Hilberta (wstep)”). Co prawda dla dowolnych form poltoraliniowych w prze-
strzeniach rzeczywistych (gdy K = R) wzér polaryzacyjny nie obowiazuje, ale
zachodzi on dla operatoréw samosprzezonych (nawet w przypadku rzeczywi-
stym). A tu poréwnujemy dwa operatory samosprzezone: TT™* oraz T*T. Jesli
S oznacza réznice tych operatoréow, to S = S* i wystarczy sprawdzié, ze
implikuje réwnos¢ S = 0. Wynika z niego dzigki przytoczonym na poczatku
dowodu réwnosciom, ze V,Qgs(z) := (Sz,z) = 0 i ze wzoru polaryzacyjnego
wnioskujemy, ze Vg yenpws(z,y) = (Sz,y) = 0, co po wstawieniu y = Sz daje
réwnosé S = 0. [

Zauwazmy, ze z samej definicji wynika, ze gdy N € B(H) jest normalny oraz
A € K, to réwniez operator N — Al jest normalny. I bedzie zawsze oznaczatl
operator identycznosci na H. Wkrotce te obserwacje wykorzystamy. Zacznijmy
jednak od paru przyktadéw operatoréw normalnych.

Przyklad 1. Kazda projekcja ortogonalna, ogdélniej: kazdy operator samo-
sprzezony jest normalny. Tloczyn skalara (zespolonego lub rzeczywistego) przez
operator normalny jest operatorem normalnym.

Przyklad 2. Na przestrzeni L?(u) = L?(£2, B, ) operatory My mnozenia przez
funkcje mierzalne ograniczone ¢ € L (u) sa normalne. tworza one podalgebre
przemienna w B(L?(u)). Faktycznie, ich definicja: (Myf)(w) = ¢(w)f(w) (z
dokladnoscia do réwnosci p.w.[u]) implikuje w dos$é oczywisty sposéb réwnosci:

(My)" = Mg, MyMy= My,

Przyktad 3. Niech ¢?(Z) bedzie przestrzenia obustronnie nieskoficzonych cia-
géw o wspotezynnikach ”sumowalnych z kwadratem”, gdzie kanoniczna baze
tworza ciagi €, réwne zero z wyjatkiem n-tego wyrazu réwnego 1. Definiujemy
operator dwustronnego przesuniecia N tak, by Ne, = €,41. Jest to operator
izometryczny, surjektywny, jego odwrotny jest réwny N*, wiec komutuje z N.
Operator ten znany jest pod nazwa ”przesuniecie dwustronne” (ang. ”bilateral
shift”).

Podprestrzen w £2(Z) rozpigta na wektorach €, : n = 0,1,2,... moze byé
utozsamiana z ¢?(N). Sa to sumowalne z kwadratem ciagi (z;),cz indeksowane
przez wskazniki catkowite j, dla ktérych x; = 0 dla ujemnych j. Podprzestrzen
te oznaczmy H?2.

Ma ona zwigzek z tzw. przestrzenia Hardy’ego H?(OD) tych funkcji f €
L2[—m, 7], ktérych wspolezynniki Fouriera f[—n] := = [T f(t)e™ dt sa dla



n € N réwne zero. Takie funkcje okreslaja szeregi Taylora o promieniu zbiez-
nosci R > 1, wiec definiuja one (oznaczmy je te sama, ale duza litera F)
analityczne funkcje w kole jednostkowym D = {\ € C : || < 1}. Konkretnie,
dla z € D mamy F(z) = 3250 2,2", gdzie z,, = lim,_;- Fy[n], jesli dla r < 1
okreglié na okregu jednostkowym funkcje F,.(e?) := F(re). Hardy zauwa-
zyl, ze dla funkcji F' analitycznych w kole jednostkowym D normy (wzgledem
miary Lebesgue’a): ||Fyll2 = (™ |F(e??)[?d)? tworza funkcje niemalejaca,
jej supremum, to £2- norma ciaggu wspétczynnikéw Taylora dla F (jedli jest
ona skonczona). Definiujemy przestrzen Hardy’ego w kole jednostkowym jako
przestrzen

H?*D):={F:D — C:F jest analityczna oraz ||F| := sup |F.|2 < oo}.
0<r<1

(2)
Mozma wykazaé, ze odwzorowania: H2(8D) 3 f — (f[n]) € H? oraz
H?(0D) > f — F (okreslona powyzej) sa izometrycznymi izomorfizmami (réw-
niez surjektywnymi) przestrzeni Hilberta ) H?, H?(0D), H?(D), przestrzenie te
sa w naturalny sposéb izometrycznie utozsamiane. Kazda funkcja f € H?(D)
ma dla prawie wszystkich § € [—m, 7] granice radialne

f(e?):= lim F(re?), czyli f=1lmF,,
r—1-

przy czym zbieznosé jest w normie L?[—m, 7). Odwzorowanie to przeksztalca-
jace F € H*(D) w f € H?(0OD) jest bijekcja odwrotna do wezesniej opisanej:
f — F. Ta ostatnia moze tez by¢ explicite wyrazona tzw. wzorem catkowym
Poissona.

Wréémy teraz do operatora przesuniecia dwustronnego N na ¢2(Z). Pod-
przestrzen H? C (?(Z) jest dla niego podprzestrzenia niezmiennicza, czyli
N(H?) C H?, wigc mozemy zdefiniowaé jego zawezenie do H? jako tzw. ope-
rator przesuniecia jednostronnego (unilateral shift, or ”the shift operator”)

S:= Nl € B(H?), S(en)=ent1,n € Z,.

Jak tatwo sprawdzi¢, powyzsze izomorfizmy przeksztalcaja S na operator mno-
zenia przez zmienng niezalezna, czyli przez ¢ w H?(0D), odpowiednio - mno-
zenia F(z) przez z w przestrzeni H?(D). Kazdy z tych trzech operatoréw (ozna-
czanych tym samym symbolem S - jest izometria, ale zaden z nich nie jest ani
odwracalny, ani normalny.

Faktycznie, o ile S*S = I, to zloznie w przeciwnym kierunku: SS* jest pro-
jekcja ortogonalna. Jej jadro jest nietrywialne -sklada sie dokladnie z funkcji
statych. Faktycznie, nawet S*eg = 0. Dla n € N jest natomiast: S*¢, = €,_1.
Na modelu w przestrzeni H?(D) mamy (S*F)(z) = £E@-FO)  Na okregu jed-
nostkowym 1 = z (sprzezenie zespolone), wiec w H?(9D) mamy (S*f)(e') =
e~ (f(e"?)— f[0]). Na kazdej z tych 3 przestrzeni S*S jest identycznoscig. Nato-
miast S'S™ jest projekcja ortogonalna na dopelnienie ortogonalne podprzestrze-
ni jednowyiarowej: span{eg} -do przestrzeni H?, lub projekcja na dopelnienie
ortogonalne funkcji statych w pozostalych dwu przestrzeniach.

Dla nas szczegdlnie wazny bedzie opis widma operatoréw normalnych.

Definicja. Widmem operatora 7' € B(H) nazywamy zbior
o(T):={\eC: (T —\)nie jest odwracalny w algebrze 5B(H)}.

W zaleznosci od przyczyny nieodwracalno$ci (nieinjektywnosé, neiograniczo-
nosé¢ z dotu, pozostale) definiujemy czesci widma: widmo punktowe: o, widmo
aproksymatywne o,,, czy widmo residualne (...). Najwazniejsze beda 2 pierw-
sze:

op(T) :={A € C:ker(I'— M) # {0}} widmo punktowe,

Oap(T) :={A € C:inf{||Tx — \z| : ||z|| =1} =0} widmo aproksymatywne.



Widmo punktowe- czyli zbiér wartosci wlasnych - moze byé zbiorem pu-
stym, np. dla operatora mnozenia przez z w przestrzeni L?(9D), dla przesunieé:
obustronnego i jednostronnego. Mamy zawsze inkluzje:

op(T) C 0ap(T) C o(T), (3)

ktore moga by¢ ostre. Co wazniejsze, jak zobaczymy, widmo zawsze jest zbiorem
niepustym, zwartym, zawartym w kole {\ € C : [A| < ||T||}-

Dla zbioréw A C C niech [A]* oznacza ich obraz przez symetrie wzgledem osi
rzeczywistej, czyli zbiér [A]* := {@ : a € A} sprzezen zespolonych wszystkich
liczb ze zbioru A.

Twierdzenie. Zawsze 0(T) = 04,(T) U [0,(T*)]*. Natomiast dla operatoréw
normalnych N zawsze jest
o(N) = 0gqp(N).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze wzory na sprzezenie iloczynu operatoréw (i
fakt, ze I* = I) implikuja, ze T™ jest odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy T jest
odwracalny oraz, ze o,(T*) C [o(T)]*. Stad i z inkluzji wynika zawieranie
D" w pierwszej rownosci. Wystarczy wiec dla jej dowodu wykazaé, ze gdy
A € 0(T)\oup(T), to juz musi byé A € a,(T*). Ale poniewaz wtedy A & 0,,(T),
operator T'— A jest wéwczas ograniczony z dotu, czyli jest on bijekcja na pewna
podprzestrzen R := {Tx — Az : © € H}. Ograniczonos¢ od dotu (i ciaglosé)
implikuje, ze T — Al : H — R jest izomorfizmem przestrzeni unormowanych,
co dzieki zupelosci H implikuje zupelnosé, a wiec i domknietos¢é R. Gdyby
R byta podprzestrzenia gesta, musielibyémy mie¢ R = H i T — Al bylo by
odwracalne, ale takie by¢ nie moze, gdyz A € o(T'). Wiec istnieje wektor y € H
prostopadty do R i rézny od zera. Prosze sprawdzié, ze wtedy y € ker(T*—\),
korzystajac jedynie z definicji operatora sprzezonego i z relacji prostopadlosci
y do wszystkich wektoréw postaci Tx — Az (to mamy obecnie spelnione V,cp).

Dla dowodu drugiej czeéci skorzystajmy z normalnoéci operatora N — A1
(w postaci warunku metrycznego). Wtedy dla A € o(N) \ 04, (N) mieliby$my,
na posdtawie udowodnionej juz réwnoéci, ze N*y — Ay = 0 dla pewnego y €
H,y # 0. Warunek metryczny daje wtedy réwnosé:

0= [Ny =Myl = [(N = AD)"y|| = I(N = AD)yll,

co wobec y # 0 daje A € o,(N). To dzieki inkluzji o,(N) C 04p(N) daje
sprzecznosé. [J

Warto wspomnieé, ze w niektérych (starszych) tekstach widmo aproksyma-
tywne operatora (”approximate point spectrum”) bywa oznaczane symbolem
or(T) lub = (T).

Ponadto -widmo elementu a mozemy okresli¢ w analogiczny sposéb w do-
wolnej algebrze Banacha A z jedynka 1 poprzez warunek nieodwracalnosci w
tej algebrze elementu a — A1.

Zaltozenie normalnosci w drugiej czesci tezy jest istotne. Dla przesuniecia
jednostronnego (przyklad 3.) mamy bowiem o(S) = D (=domknigte kolo jed-
nostkowe), podczas, gdy 04,(S) = 0D. Tu widmo punktowe S* zawiera cale
koto otwarte D.

W ksiazce Analiza Funkcjonalna W.Rudina mozna znalezé bardzo sprytny
dowdd nastepujacego twierdzenia: dunski matematyk Bent Fuglede wykazal, ze
gdy operator T' € B(H) jest przemienny z operatorem normalnym: NT = TN,
to réwniez N*T = TN*. (Jest to tzw. ”podwdjna przemiennosé”.) Dopiero stad
wynika, ze suma dwu przemiennych operatoréw normalnych jest operatorem
normalnym.
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