Matematyka na kier. "MiIS” - wyktad nr 2. ( 2022.)

2  Wektory, przestrzenie wektorowe

Matematycy zamiast pytan ”czym jest dany obiekt” wola zadawaé pytanie: "jakie
ma on wlasnosci”. Bo okazuje sig, ze w wielu analogicznych sytuacjach mamy
do czynienia z obiektami réwnowaznymi w tym sensie, ze kazda wlasnosé obiek-
tu A jest rowniez wlasnoscia obiektu B i jeden z tych obiektéw mozna wybraé
jako model dla szerokiej klasy jemu podobnych. Dosé dobrym przykladem jest
pojecie wektora i przestrzeni wektorowej wymiaru d.

Gdy przesuwamy obiekt z punktu P; do punktu P, wzdluz odcinka lacza-
cego te punkty wystarczy zna¢ 3 wielkosci: kierunek (prosta, wzdluz ktorej
bedziemy sie poruszali), zwrot (czy zaczynamy w punkcie P; i ladujemy w Ps,
czy tez na odwrét) oraz dlugosé drogi (oznaczmy ja ||Po— P1|). Te 3 dane moze-
my wykorzysta¢ przemieszczajac si¢ z innego punktu Ps do punktu Py, woéwczas
ten sam kierunek oznacza, ze proste (trajektorie ruchu) beda réwnolegte, zwrot
bedzie taki sam, jak i dlugosé drogi -identyczna. Mozna powiedzie¢, ze wektory
ruchu beda jednakowe. Traktujac pary punktéw jako ”wektory zaczepione” -
wyznaczone przez ich punkt poczatkowy i koniec (na kérym rysujemy strzatke)
zauwazamy, ze dla opisu ruchu wystarczy zna¢ wektor swobodny - to klasa row-
nowaznosci wektoréw zaczepionych, gdzie za réwnowazne uznajemy wektory o
takich samych 3 cechach: kierunek, zwrot, dlugosc.

Bedziemy wiec rozwazali jedynie wektory swobodne, ktére mozna traktowac
jak wektory zaczepione w punkcie 0 -poczatku uktadu. Poczatkiem wektora jest
wiec 0, koniec, to pewien punkt przestrzeni, ktéry jednoznacznie wyznacza dany
wektor. W tym sensie, kazdy element P ze zbioru R? mozemy traktowaé jako
wektor (wektor o poczatku w zerze i konicu P.

Najwazniejszym dzialaniem na wektorach jest dodawanie. Jesli wektor 4 ma
poczatek w P; i koniec w Ps, za$ W ma poczatek w P» i koniec w P3, to @ + W
jest wektorem o poczatku Pj; i koncu P3. Dodawanie wektoréw swobodnych
sprowadzamy do tego przypadku zaczepiajac wektor pierwszy w zerze, koniec
bedzie w P, — P, nastepnie skladamy go z wektorem zaczepionym w Py — P;
rownowaznym wektorowi w. Czyli przesuwamy rownolegle ten drugi wektor
tak, by jego poczatek znalazl sie na koncu wektora pierwszego: v. Troche to
skomplikowane, ale najlepiej zrobié¢ rysunek.

Najprosciej jednak méwié o wektorach jako o punktach przestrzeni (w przy-
padku przestrzeni R? wymiaru d zlozonej z uktadéw d liczb rzeczywistych).
Gdy d = 2, to parom liczb (a,b) przyporzadkujwemy punkty na plaszczyZnie o
wspoélrzednych a, b -lub liczbe zespolong a + tb. W przestrzeni tréjwymiarowej
mamy wspolrzedne zazwyczaj oznaczane x,vy, z, gdzie np. z oznacza wysokosé
punktu nad plaszczyzna OXY. Wspolrzedne punktu, to wartoéci jego rzutu
prostopadlego na dang o$ uktadu wspéhrzednych. Punkty P € R? o wspéhrzed-
nych (xp,yp, zp) wyznaczaja wektory vp zaczepione w zerze, czyli o poczatku 0
i 0 koficu P. Gdy mamy drugi wektor v¢) wyznaczony przez inny punkt @ € R3,
to

wspéirzednymi wektora vp + v) sa (xp + g, yp + Yg,2p + 20).

W przypadku dwuwymiarowym jesli traktowaé¢ wektory jako liczby zespolo-
ne, suma wektoréw bedzie to, co zdefiniowalidémy jako suma liczb zespolonych.
Zawsze dodawanie wektorow jest przemienne i taczne, dodanie wektora zero-
wego 0 nie zmienia wyniku. Wydluzanie wektora, to mnozenie wszystkich jego
wspolrzednych przez te sama liczbe k > 0. Na przykltad gdy k = 3, to kv jest
wektorem 3-krotnie dtuzszym. Kazda z jego wspétrzednych mnozymy przez to
samo k. Gdy k = —1, to (—1)7, czyli wektor —v nazywamy wektorem prze-
ciwnym do . Jest to jedyny wektor o tej wlasnoscize @+ —v = Q. Ogodlnie,
definiujemy iloczyn wektora ¢ o wspotrzednych (x,y, z) przez liczbe k € R jako
wektor kv o wspélrzednych (kz, ky, kz).



W dalszym ciagu bedziemy utozsamiali wektory z ukladami ich wspolrzed-
nych, np. piszac (z,y) + (£,9) na oznaczenie wektora (x + &,y + 4), czyli su-
my tych wektoréw. Podobnie, elementy przestrzeni R?, czyli ukltady d liczb
(21,2, ...,2q) traktujemy jako wektory, suma jest wektor, ktérego j-ta wspol-
rzedna jest suma j-tych wspélrzednych dodawanych wektoréw. Analogicznie,
jak dla d = 3 definiujmy iloczyn takiego wektora przez liczbe k € R jako wek-
tor (kx1, kxa, ..., kx,). Dlugosé euklidesowa (czyli ) wektora definiujemy
jako liczbe ||U]| dana (w przypadku wektora o d wspélrzednych) wzorem

|1, @2, wa)ll o= yfa? + 3+t 2

W przypadku ciata liczb zespolonych traktowanego jako zbiér R? taka norma,
to modut liczby: |a + ib| = Va2 + b? = ||(a, b)]|.

Zdefiniujmy jeszcze iloczyn skalarny wektoréw v = (z1,za,...,24) oraz
w = (y1,v2,...,yq) € R? jako liczbe

(v,w) == z1Yy1 + Toy2 + - -+ + TqYa-

Tloczyn skalarny czesto oznaczany jest rownez przez kropke w zapisie v - w,
mozna tez spotkaé¢ oznaczenie (v|w) lub uow. Uzycie nawiaséw zamiast kropki
wiaze sie z tym, ze w przysztosci bedziemy rozwazali tez przestrzenie, w ktérych
wektorami beda funkcje, a dla nich kropka oznacza zwykly iloczyn, zas ”o”
oznacza zlozenie. Tloczyn skalarny dla f, g € R[a,b], to (f,g) := fab f(®)g(t)dt.

Pora na ogdlng definicje:
Definicja. Przestrzenia wektorowa (rzeczywista, czyli nad cialem R) nazywa-
my zbiér X z dzialaniem wewnetrznym ”dodawania wektorow”:

XxX>3wwr—v+weX

ktére tworzy strukture grupy przemiennej, czyli jest przemienne, laczne, ma
element neutralny 0 € X taki, ze V,ex v+ 0 = v i dla kazdego v € X istnieje
element przeciwny —v € X taki, ze v + (—v) = 0. Ponadto okreslone jest
dziatanie zewnetrzne "mnozenia wektoréw przez skalary”:

Rx X 3 (t,v) —tve X,

ktore jest rozdzielne wzgledem dodawania wektoréw: t(v + w) = tv + tw, do-
dawania skalaréw: (t + s)v = tv + sv, spelniajace jeszcze 2 warunki: (ts)v =
t(sv), 1v = v dla wszystkich ¢, s € R,v,w € X.

Przyktadem przestrzeni wektorowej jest RY, ale réwniez mamy przestrze-
nie, w ktorych wektorami sg funkcje, np. Cla, b, czy R[a,b]. W przestrzeniach
funkcyjnych ztozonych z funkcji na zbiorze D wynikiem dodawania funkcji f, g
jest funkcja f 4+ g : D 3> z — f(z) 4+ g(z). Mnozenie przez skalar ¢ € R, to
mnozenie przez stala ¢, czyli funkeja cf : D 3 z — cf(2).

Nazwa "iloczyn skalarny wektoréw” oznacza, ze wynikiem takiego mnozenia
dwu wektoréw jest liczba (czyli ”wielko$¢ skalarna”).

Wiasnoéci definiujace iloczyn skalarny (w preypadiu preestrzent rzecaywistyeh) -, t0:

e symetria: {(v,w) = (w,v),
e dodatnia okreslonosé: V4o (v,v) > 0 oraz
o liniowosé wzgl. 1. zmiennej: (v+w,u) = (v,u)+{w,u), (av,u) = alv,u).

Zauwazmy, ze ||v]| = +/(v,v). Ponadto nastepujace odwzorowanie zmien-
nej t € R: [ju+ twl]* = (v + tw,v + tw) = |[v||> + 2t{v,w) + t3||w|? jest
tréjmianem kwadratowym stale nieujemnym. Jego wyrdznik A nie moze by¢
dodatni (wéwczas tréjmian ten powinien zmieniaé znak). Tak wiec 0 > A =
(2(v,w))? — 4||v]|?||w]|?, co (po spierwiastkowaniu i podzieleniu przez 2) daje

NIEROWNOSC Schwarza: |(v,w)| < |v|/||w].

IDla przestrzeni zespolonych zamiast symetrii jest ”skogna symetria”: (w,u) = (u,w). Na
przyklad, dla funkcji catkowalnych f, g : [a,b] — C definiujemy (f,g) = f; F)g(t) dt.



Wynika stad
nieréwnosé tréjkata dla normy: ||v+ w| < ||v|| + [|w]]-

Faktycznie, poniewaz sktadniki sa tu nieujemne, wystarczy sprawdzi¢ ja po
podniesieniu stronami do kwadratu. Ale z wlasnosci iloczynu skalarnego,

|+ [lwll)*.

lv +wl* = vl + 2(v, w) + [[w]* < [lol* + 2[jolllw] + [lw]|* = (Jlv

Gdy d = 2, wynika stad w szczegblnosci nieréwnosé trdjkata dla modultéw
liczb zespolonych. Innym wzorem, w ktérym wystepuje kat Z(v,w) miedzy
dwoma wektorami (np. w R?) jest nastepujace twierdzenie:

Wzér kosinuséw (v, wy = ||v]|[|w]| cos Z(v, w).

W szczegblnosci, méwimy, ze wektory v,w € R? sa prostopadle, co zapi-
sujemy v L w, gdy (v,w) = 0. W takim przypadku z poprzednio uzywanego
wzoru na |lv 4+ wl||? wynika, ze gdy v L w, to zachodzi

TWIERDZENIE Pitagorasa: v+ wl|? = ||v]|? + |Jw]||*.

Wspélrzedne wektora v = (x, y, z) sa iloczynami z wektorami jednostkowy-
mi poszczegdlnych osi. Te wektory jednostkowe oznaczane sg czesto symbolami
1,7, k, przy czym ¢ nie ma tu zwiazku z jednostka urojong -oznacza wektor
(1,0,0). W przestrzeni R? uzywamy raczej symboli ¢;, j = 1,2,...,k, gdzie

np. €2 = (0,1,0,...,0), a wektor ¢; ma zame zera z wyjatkiem jedynki na miej-
scu o numerze j. Oczywiscie, ((z1,2,...,%q),€;) = xj. Ze wzoru kosinuséw i
z faktu, ze ||e;|| = 1 wynika, ze tak zwane (odpowiadajace

katom miedzy wektorem v i wektorem ¢; dane sa wzorami

cos(£L(v,e5)) = ﬁ gdy v = (x1,22,...,24).
v
Oczywidcie,
d
ZCOSQ(Z(U,€j)) =1
j=1
Kombinacja liniowa wektoréw v1,...,v, (kombinacja o wspélezynnikach
skalarnych ¢q, ..., ;) nazywamy wektor
k
(1) Cc1v1 + coUg + -+ cpup = Z CnUm.-
m=1

Uktad liniowo niezalezny, to uklad, dla ktorego wspotczynniki skalarne kombi-
nacji liniowych sa wyznaczone jednoznacznie. Liniowa niezaleznosé jest rowno-
wazna implikaacji (cjv1 +cova+ -+ vy =0=c¢c1 =co = -+ = ¢ = 0).

Twierdzenie. Uklady ortogonalne (czyli takie uklady wektoréw v,, dla
ktorych n # m = v,, L v,,) sa liniowo niezalezne.

Obwiednia liniowa ukladu wektoréw vy, vs, . . ., vg, 0znaczana span {vy, . .., v
nazywamy zbiér wszystkich kombinacji liniowych postaci (1), gdzie ¢, sa do-
wolnymi ukladami liczb rzeczywistych.

Uktad wektoréw vy, vs, ..., v nazywany baza przestrzeni wektorowej X,
jesli jest on liniowo niezalezny oraz span {vi,...,v;x} = X. Najprostszym
przykladem bazy jest uktad wektorow jednostkowych w kierunkach osi, czy-
lie,, n=1,...,d. Jest to nawet przyklad bazy ortogonalnej, czyli takiej bazy,

w ktorej kazde dwa rézne wektory sa wzajemnie prostopadle. Mozna wykazaé,



ze kazde dwie bazy danej przestrzeni wektorowej X maja tyle samo elemen-
téw, ta iloé¢ elementéw baz nazywa sie wymiarem przestrzeni, oznaczamy ja
symbolem dim(X). Tak wiec np. dim(R%) = d.

Teraz jesli X,Y sa dwiema przestrzeniami wektorowymi, to odwzorowanie
T : X — Y nazywamy odwzorowaniem (lub operatorem) liniowym, gdy

VuwexVapger T(ou+ fw) = o' (u) + BT (w).

Zbiér wszystkich odwzorowan liniowych z przestrzeni wektorowej X do Y ozna-
czamy symbolem L£(X,Y). Odwzorowania liniowe z X do X nazywamy tez
endomorfizmami liniowymi X i ich zbiér oznaczamy symbolem £(X). Opera-
tory liniowe o wartosciach skalarnych nazywamy funkcjonatami liniowymi, ich
zbidr, czyli L(X,R) oznaczamy symbolem X*. Jak mozna latwo wykazaé, kaz-
dy funkcjonal liniowy ¢ : R — R jest mnozeniem skalarnym przez pewien
wektor z € R?, czyli ¢(z) = (w, 2). Takim wektorem jest z = (z1, ..., zq), gdzie
zj = ¢(g5)-

Wartosci dowolnego operatora liniowego T’ na przestrzeni X sa jednoznacz-
nie okreslone poprzez wartoéci T na wektorach dowolnie ustalonej bazy. Gdy
X =R4 Y = R¥, to mamy takich d wektoréw T'(e1),T(g2),...,T(cq). Kazdy
z tych wektorow zapisujemy w postaci kolumny £ liczb, otrzymujac macierz
zlozona z k wierszy i d kolumn.

Jezeli eq,. .., e, oznaczaja wektory kanonicznej bazy 0-1 -kowej w R¥, to
wspélezynnikami wektora T'(e;) sa iloczyny skalarne tego wektora przez ko-
lejne wektory e1,...,e;. Zapisujac przez a,,; wyrazy macierzy bedace w j-tej
kolumnie i w m-tym wierszu widzimy, ze an; = (T'(¢;), €m)-

Przykladem przestrzeni nieskonczenie wymiarowej jest przestrzen Cfa, b
zlozona z funkcji ciaglych ma odcinku [a, b]. Aby sie o tym przekonaé wystarczy
dla dowolnego n € N znalez¢é n liniowo niezaleznych funkcji ciagtych. Takimi
sa np. funkcje f; rézne od zera w pewnych punktach ¢; € [a,b], dla ktérych
zbiory {s € [a,b] : f;(s) # 0} sa parami rozlaczne. Liniowo niezaleznym -a
nawet ortogonalnym ukladem funkeji na odcinku [—, 7] jest tak zwany

uktad trygonometryczny: cos(nx), sin(nz), gdzie n € N.

Funkcjonatem ciaglym na Cla, b] jest np. funkcjonal ¢,, gdzie

¢q(f) Z/ f)g(t) dt,

za$ g jest pewna funkcja caltkowalna. Ale sa tez funkcjonaly nieco innej postaci,
np. gdy ¢ € [a, b], takim funkcjonalem jest tzw. ” delta Diraca w punkcie ¢”, to
funkcjonal okreslony wzorem d.(f) := f(c).



