Matematyka na kier. "MIIS” - wyktad nr 6. (21.IV 2021.)

6 Rownania liniowe, macierze -c.d.

Zacznijmy od paru przyktadow. Wzdr na odwracanie macierzy jest szczegdlnie
prosty dla macierzy 2 x 2. Niech A bedzie taka macierza, zas C-macierza jej
dopelien algebraicznych. Minory, to wyrazy z przeciwleglych rogéw, bo wy-
kreslajac kolumne i wiersz (czyli dwa ”boki kwadratu” stykajace sie w danym
elemencie otrzymujemy macierz 1 x 1,( czyli liczbe) ktérej wyznacznikiem jest
ta liczba. Minory z przekatnej gléwnej w macierzy C' sa mnozone przez 1, a
pozostale dwa- przez —1. Przy liczeniu A~! transponujemy C' i dzielimy przez
D := det(A). Wyglada to tak:
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Mozna podaé jeszcze pewn interpretacje geometryczng modutu wyznacznika
macierzy 2 X 2: mozna wykazaé, ze

|det(A)| = pole réwnolegtoboku, ktérego bokami sa wektory (a,c), (b,d).
Przykladem waznej macierzy o wyznaczniku 1 jest macierz R,, rotacji (obrotu)

o kat « (podany w radianach):

coso —sino . . . <
R, = ( sina cosa ) . (obrét w kierunku przeciwnym do wskazéwek zegara)

Przyktadem rozwiazania metods wyznacznikéw ukladu réwnan moze by¢

20 —y—5z = 0
3x+4y—2z = 11
3r —2y+4z = 11

Macierz uktadu ma wyznacznik D, za§ D; oznacza wyznacznik macierzy z j-tg
kolumna zastapiona w macierzy ukladu przez kolumne danych. Tak wiec
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réwniez D3 = 132, wiec z = =3,y = % = 1 = z, gdzie wyznaczniki

liczymy np. metoda Sarrusa.

6.1 rzad macierzy

Rzad operatora liniowego (ang. rank of S) S € L(X,Y), oznaczany rk(S), to
wymiar podprzestrzeni S(X) przestrzeni Y. Mozna wykazaé, ze rzad opera-
tora sprzezonego S* jest taki sam. Rzad macierzy mozna zdefiniowaé na pare
sposobéw: np. jako maksymalna liczba liniowo niezaleznych kolumn (tzw. rzad
kolumnowy) lub jako maksymalna ilo§é¢ liniowo niezaleznych wierszy (rzad wier-
szowy) lub jako rzad operatora liniowego skojarzonego z macierza (to bedzie
dokltadnie rzad kolumnowy, bo operator ten przeksztalca wektory bazy kano-
nicznej w kolumny macierzy. Poniewaz rk(S*) = rk(S5), rzad kolumnowy to to
samo, co rzad wierszowy.

Minor stopnia k, danej macierzy, to wyznacznik macierzy kwadratowej k x k
powstalej przez wykreslenie pewnej ilosci kolumn i wierszy (takiej, by otrzy-
maé macierz kwadratowa k x k. Niezerowanie si¢ wyznacznika oznacza liniowa
niezaleznos¢ kolumn w przypadku macierzy kwadratowych, wigc mozna stad
wywnioskowaé, ze rzad macierzy, to nnajwigksza z liczb k, dla ktorych istnieje
pewien niezerowy minor stopnia k.



Dla uktadu m réwnan liniowych o n niewiadomych postaci
aj1T1 + ajpTe -+ ajnTn =bj, j=1,2,...,m (R1)

oprocz macierzy A uktadu rozwazmy macierz rozszerzong M o kolumne (b;):
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Twierdzenie Kroneckera-Capellego Uklad réwnan (R1) jest niesprzeczny
(czyli istnieje przynajmniej jedno jego rozwiazanie) wtedy i tylko wtedy gdy
rzad 1k(A) = r macierzy A tego ukladu jest réwny rzedowi macierzy rozsze-
rzonej M. W takim przypadku uklad ten ma doktadnie jedno rozwiazanie w
przypadku gdy rk(A) = n (czyli jet tyle niewiadomych, ile wynosi rzad tych
dwu macierzy. W przypadku gdy rk(A) < n, jest nieskonczenie wiele rozwiazan
i jego rozwiazanie ogodlne zalezy od n — r parametrow.

Metode eliminacji (metoda Gaussa) przedstawimy na przyktadzie ukladu:

r+y—4z =
r—y+z =
3r—y—2z =

stosujac przeksztalcenia wierszy niezmieniajace wyznacznika i mnozenie wier-
szy przez stale oraz ewentualnie zamiane ich kolejnosci-czcemy uzyskaé row-
nowazny uklad z macierza ukladu tréjkatna goérna. W naszym konkretnym
przykladzie mnozymy pierwsze réwnanie przez -1, dodajemy do drugiego. Po-
nadto pierwsze rownanie pomnozone przez —3 dodamy do trzeciego, otrzymujac
uktad

r+y—4z = 1
—2y+05z =
—4y+10z = 2

Ostatnie z réwnan, jako rownowazne drugiemu, mozna usunaé zastepujac je
rownoscia 0 = 0, otrzymujac trojkatna macierz uktadu. mamy 3 niewiadome,
2 istitne réwnania, wigc traktujemy ”nadmiarowa niewiadoma -tu z jako para-
metr, oznaczmy go z = t, przy czym wartos¢ t € R bedzie dowolna. Stad
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Jest to wiec 1-parametrowa rodzina rozwiazan.



